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مقدمة الترجمة 


بسم الله الرحمن الرحيم والصلاة والسلام على رسوله الأمين وبعد. 
العزيزة عليئا وهو أمر كنا نتوقعه منذ زمن طويل من هذه الجامعة التى انطلقت انطلاقة 
إسلامية عربية . كيف لا يكون ذلك في جامعة البلاد التي ولدت فيها العربية وإنتشر 
فيها ومنها الإسلام العظيم . الشكر الجزيل لجامعة الملك سعود وللقائمين على إدارتها 
لهذه الخطوة المباركة التى نرجو أن تعطي. بعد عون الله» ثمارها سريعاً فيترسخ 
التدريس باللغة العربية » لغة القرآن الكريم وأن تكون فاتحة خير لهذه الأمة ولتقدمها 
العلمى . ونأمل أن يحذو حذوها جامعات أخرى فى المملكة ومن البلاد العربية 
الأخرى كما نأمل أن تقنع جامعات عربية غير قانعة بإمكان التدريس بلغة بلادهاء 
OL‏ اللغة العربية لغة واسعة قادرة على إستيعاب جميع العلوم الحديثة» بجهود أبنائها 
ودأبهم على الترجمة إليها والكتابة فيها . سدد الله الخطى لما فيه خير هذه الأمة المنكوبة 
من بعض أبنائها . 

يحتل الحبر ا لخطى مكاناً متميزاً فى الرياضات المعاصرة ؛ فهو أساسى فى أغلب 
من الأبحاث الفزيائية واستخدم بشكل واسع في العلوم الأخرى من طبيعية وإنسانية 
Ce E‏ الرواضيات دراسة متجهه. يدخل فيهاالمتجه وفضاء المتجهات 
وعملياتها في قاعدة كل فرع من فروعها . 
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تقوم أكثر الحسابات الرياضية والفزيائية على تطبيقات الجبر الخطى» وإن 
كثير امن مسائل الهندسة المعمارية والهندسة الميكانيكية لا يكن حلهاً حالياً إلا باستخدام 
فضاء المتجهات ومفهوم المصفوفات وهما مفهومان أساسيان من مفاهيم الجبر الخطي . 
يمكننا أن نصف العصر الحاضر بأنه عصر الحساب . يدخل الحساب في كل شئ» في 
حل المسائل الرياضية المعقدة. والمسائل الفيزيائية الدقيقة » فى الإقتصاد والإحصاءء 
في التجارة وإدارة الأعمال . كل ذلك تطبيقات لمفاهيم الجبر الخطي . 

و لقد أراد مؤلف هذا الكتاب إستخدام الجبر في كل شى حتى في تنظيم فرق 
كرة القدم وفى أغلب الألعاب.. لا نريد هنا عرض محتويات هذا الكتاب فإن فى 
مقدمة المؤلف ما يكفي . | 

لا تزال المكتبة العربية شبه UE‏ إن لم نقل LEME‏ من كتاب في احبر 
الخطي التطبيقي ¢ رغم ما لهذا الموضوع من أهمية كبيرة في خدمة فروع العلم المختلفة . 
لقد قمنا بتوفيق من الله تعالى» بترجمة هذا الكتاب آملين أن يسد جزءاً ولو يسيراً من 
الحاجة. 

نريد أن نذكر قبل الإنتهاء» بعض الإلتزامات التي أخذنا بهاء دون غيرهاء 
خلال الترجمة 

١‏ - إلتزمنا بالمصطلحات التي أقرها مكتب تنسيق التعريب التابع لجامعة الدول 
العربية» فان لم نجد حاجتنا أخذنا بمصطلحات التعليم الثانوي في المملكة العربية 
السعودية» و إلاء بمصطلح بلد عربى أو اجتهدنا برأينا آملين أن يكون صائبا . 

-Y‏ ترجمنا كلمة corner‏ الإنكليزية» المستخدمة كثيرافي هذا الكتاب بقرنة 
(قرنات) وهي كلمة عربية حملها مجمع اللغة العربية بالقاهرة» المعنى الجديد الذي 
نريده وقد استعملت هذه الكلمة فى جامعة bL SI‏ . 

inequality فضلنا كلمة (متراجحة) على كلمة (متباينة ) ترجمة لكلمة‎ -Y 
. للدلالة على التراجح وتركنا (متباينة ) لعدم التساوي الذي رمزه‎ 

Lax 5-8‏ كلمة dimension‏ ببعد إذا كانت تخص فضاءاً ذا بعد واحد وبعدد 


أبعاد (أو سعة) إذا كانت تصف فضاء متجهات ذا أبعاد متعددة . خاصة وأن الكتاب 
قد استخدم هذه الكلمة من أجل بعد واحد وذكر ELS‏ ذا بعدين وآخر ذا ثلاثة أبعاد . 
4 - استخدمنا كتابة الهمزات كما هى مرسومة في القرآن الكريم وذلك إستنادا 
إلى OLS‏ الأستاذ الشيخ مصطفى الغلاييني «قواعد اللغة العربية»» بصورة خاصة من 
أجل كتابة الهمزة المتوسطة التى أصلها متطرفة . 
هذا ما أمكننا القيام به» بتوفيق من الله تعالى » نأمل أن يكون عملنا هذا خالصاً 
لوجهه الكري وأن يكون مفيداً» والله سبحانه من وراء القصد . 
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يعد الجبر bed)‏ موضوعاً تصورياً وهو من ناحية أولى جميل وواضح . فإذا 
كانت لديك BW‏ متجهات من فضاء ذى ٠۲‏ بعداً» فقد يمكنك إدراكهاء لكن من 
الضغب إدراك تر CS‏ لهامثل : الأول + الثاني = he‏ الغالت» SUS NY]‏ يبقى 
Sey ise‏ لأحد أن يتصور جميع التراكيب المماثلة . ولكنناء بطريقة أو بأخرى. 
سكيداً بادراك ذلك فى هذا المقرو. cle‏ لا كن لتر OLS‏ هذه المنتجهات الثلاثة أن 
LA as‏ الاثتى حشر Tin‏ 

الجانب الآخر للجبر الخطي هو كونه ضرورياً SUG‏ للإستخدام . قبل عشر 
سنوات» كان يعلم بصورة مجردة وكانت الآهمية الحاسمة لهذا الموضوع مفقودة. لا 
يكن لمثل هذا الحال أن يستمر . فقد أصبح الحبر الخطي أساسياً وتطبيقياً مثل حساب 
التفاضل والتكامل» ولحسن BAI‏ فإنه أكثر سهولة؛ وكان لا بد للمناهج من أن 
تتطور . لقد أصبح الآن من المقبول» بصورة شاملة» أن الجبر الخطي مقرر أساسي 
ضمن مقررات السنتين الأولى وقبل الأخيرة في الكليات بوصفه متطلباً للهندسة 
والعلوم» وجزءاً أساسياً من الرياضيات . 

هدف هذا الكتاب بيان هاتين الناحيتين معأ - جمال tI‏ الخطى وقيمته العلمية . 

لن تكون جهودنا مركزة على النظريات وبراهينها رغم وجود ريا ضيات فيها . 
لن يكون التأكيد على دقة التعبير كبيراً ولكن الإهتمام بالفهم كبير. أحاول التفسير 
أكثر من الاستنتاج . تقدم الفكرة في الكتاب وكذلك في الدرس» بالأمثلة. سوف 
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تدرك ذلك عندما تتعامل مع الفضاء الجزئي . سوف تتطور القابلية للمحاكمة الريا 
ضية إذا أعطيت حقها من العمل . ومع ذلك »فإن الفكرة الأساسية للجبر الخطى 
Goad‏ جات E god Avge‏ 

أحب أن أقول. بوضوح» أن هذا الكتاب هو OLS‏ حول الرياضيات» و ليس 
كله تعابير مخففة بحيث يفقد غر ضه الذاتى . وإنى لا أعتقد أن الطالب والأستاذ يريدان 
منه مقرراً فارغاً؛ إذ يكن لثلاث ساعات في الأسبوع أن تنهي كمية لابأس بها شرط 
أن يساعد الكتاب في إنجاز ذلك . آمل وأعتقد أنك سترى من خلال الأسلوب 
الشخصي واللمألوف لهذا الكتاب. أنه كتب لتعليم رياضيات حقيقية . كما أن هناك 
مقاطع يمكنك إهمالها وشروحاً لست بحاجة إليهاء ولكنء لا يمكنك أن لا تلاحظ 
القوة الأساسية لهذا الموضوع . إنه ينتقل بصو رة طبيعية وسهلة من المستقيم أو المستوي 
إلى الفضاء ذي ال" Rolie‏ هذه الخطوة ريا ضية على أحسن وجه ويمكن لأي طالب 
أن bas‏ 

هناك سؤال يصعب تأ جيل الجواب عنه : كيف ينبغي أن يبدأ المقرر؟ يأتى كثير 
من الطلاب إلى السنة الأولى وهم يعرفون بعض الشيء عن المعادلات الخطية» لذا 
axel‏ أن ibe‏ أن قدا د n‏ معادلة ب n‏ مجهو لاء ا = <ث وبالطريقة الأكثر سهولة - 
الحذف الغاوسي (وليس بالمحددات) . سيكون ذلك مقدمة مثالية لضرب المصفوفات . 
لحسن الحظ » حتى لو كانت الطريقة واضحة المعالم» فإن هناك أفكاراً غريبة وأساسية 
يطلب فهمهاء وهي جديدة بالنسبة لكل طالب تقريباً. على المرء أن يدرك أنه مثلما 
انتقل الحذف من المصفوفة الأصلية إلى مصفوفة مثلثية عليا cU‏ فإن A‏ تصبح محللة 

هذه الملاحظة ليست غامضة ومن السهل التحقق من صحتهاء ولها أهمية كبيرة 
من الناحية العملية . بالنسبة لي إنها أحد مؤشرات مقرر جدي ٠‏ إنها الخط الفاصل بين 
العرض الذي يتعامل مع العمليات السطرية فقط وذلك الذي يستدعي "۸ . 

هناك مسألة آخرى» هو إيجاد السرعة الملائمة . إذا كان الحساب المصفوفي 


المقدمة اس 
مألوفاًء فإنه ليس من الضروري أن يكون الباب الأول بطيئا جداً . أما الباب الثاني 
الذي يحتاج إلى عمل أكبر وهذا يعني Mae‏ من نوع آخر-ليس ذلك إجتراراً للاعداد 
وهو ما يقوم به الحاسوب» بل فهم للنظام Ax=b‏ الذي يبدأ GILL‏ ويتقدم بعمق . 
على الطالب أن يدرك أن جهاز السرعة قد تغير ؛ الأفكار تتقدم . عوضاً عن متجهات 
قائمة بذاتهاء أصبحنا نحتاج الى فضاءات متجهات . إننى على قناعة تامة من أن 
الفضاءات الحزئية الأربعة - فضاء أعمدة (A‏ فضاء أسطرها و القضائين الصفريين ل 
CAT A‏ هي الطريق الأكثر فاعلية لتوضيح الإرتباط والإستقلال الخطيين وفهم كل 
من «الأساس» و «عدد الأبعاد» . لقد وضحت هذه الأمور بتد رج ولكن بثبات . 
لقدكونت أمثلة بطريقة طبيعية LU‏ وكانت أيضاً ساسا لدراسة Ax=b‏ .يمكننا أن نقدم 
مثالا نبين فيه كيف يكن رؤية فكرة ما بطرق مختلفة ؛ إنه الخطوة الأساسية لضرب 
مصفوفة 4 بمتجه ×. فى المستوي الأول» Ax‏ يمثل أعداداً» فى المستوي UN‏ » سيكون 
تركيباً لأعمدة A‏ . فى المستوي الثالث» إنه متجه من فضاء الأعمدة. (لقد تصورنا 
فضاء متجهات يحوي جميع التراكيب وليس هذا المتجه فقط) . عند الجبريين» JEA‏ 
تحويلاً خطياً و Ax‏ هو ناتج تطبيق ذلك على × . الفضاءات الأربعة كلها مهمة» وعلى 
هذا الكتاب أن يقوم بالربط فيما بينها . 
تعد الفصول من الأول حتى الخامس» فعلاء قلب مقرر الجبر الخطي . إنها 
تخو عددا كببراً من التطبيقات الفيزيائية والهتدسية» الاحثمالية والإحصائية: 
الاقتصادية وا حياتية . لم تقدم هذه التطبيقات في النهاية بل كانت جزءاً من الرياضيات . 
لقد كانت الشبكات مصدراً رائعاً للمصفوفات المستطيلة» وبصورة رئيسية» في 
الهندسة وعلم الحاسوب» وكذلك أمثلة مثالية للتعليم . رغم ما تقدر الرياضيات على 
فعله ورغم مايقدر الخبر الخطى على فعله» فإنه من الضروري رؤية النماذج المختبئة . 
إلى حد ماء في التطبيقات . يستخدم هذا الكتاب الرياضيات البحتة لتعليم الرياضيات 
. أعتقد أن الكلية قادرة على هذا التحول Oly‏ تعلم ما يحتاجه الطلاب . الجهود 


pa 


إذا نظرت فى الطبعة السابقة فانك ستجد تغييراً . البند(١-١)‏ معتاد ولكن 
الأمر ليس كذلك من أجل البند(۲-١).‏ من المؤكد أن الروح لم تتغير: هذا المقرر 
حيوى لأن موضوعه كذلك . بسبب تعليمى ol]‏ باستمرار» فقد و حدت سلسلة كاملة 
من التحسينات - قي التنظيم والتمارين (مئات منها جديدة بال ضافة إلى سعة مداها)» 
عند الشرح الصحيح أو التدريب› يظهر الفرق بين الطبعتين j‏ أذكر تغييرين ظاهرين 
في المهرس : لقد دمجت التحويلات الخطية بالنص ووجد بند جديد (إختياري) يتعلق 
بتحويل فوريه السريع . يمكن أن يكون ذلك هو الخوارزمية البارزة في الرياضيات 
المعاصرة وهي طريقة رقمية ثورية . إنها ليست سوى طريق سريع للضرب بمصفوفة 
معينة ! ينك أن ترى LS)‏ فعلت (Ll‏ أن هذه الفكرة موجودة ومهمة. من الحبور أن 
يكتشف المرء كيف تلاء مت هذه الطريقة مع الجبر الخطي . (وكيف أدخلت الأعداد 
ee‏ 

إن ذلك هو المقرر الأول في الجبر الخطي . فالجانب النظري مبرر ومدعم 
الباب الثانى + بعد الحذف و a Å!‏ مفهوم فضاء المتجهات». يكو 5 الات SSL‏ على 
التعامد. يفهم ذلك» هندسياء قبل القراءة الأولى . من الناحية الجبرية» الخطوات 
معتادة ولكنها حاسمة - معرفة متى تكون متجهات متعامدة ومتى يكون فضاءان جزئيان 
متعامدين أوكيف يسقط على فضاء جزئي أو كيف ينشأ أساس قائم . لذاء لا تبخس 
هذاالفصل حقه . يقدم الفصل الرابع المحددات وهى الصلة الرئيسية بين Ax=b‏ و AX‏ 
Ax‏ =. إنها تعطي معياراً لقابلية العكس» الأمر الذي يظهر القيم الذاتية ويمثل آخر 
خطوة ضخمة من المقرر . 

يقدم الفصل الخامس التقطير كمقدمة لشكل جوردان . تأخذنا القيم الذاتية 
والمتجهات الذاتية » مباشرة» من مصفوفة ۸ إلى قواها"8 . إنها حل معادلات تتطور 
مع الزمن - مسائل ديناميكية - خلافاً للمسألة المتزنة ا=×۸ . إنها تحمل معلومات 


c$ i 


Cn‏ ناتجة: بصورة idly‏ عن المضفوفة ذاتها = لمضصفوفة Vd gS gle‏ = ي۸ في 
مصفوفة قائمة جميع القيم الذاتية 1 =| ۸| ولمصفوفة متناظرة قيم ذاتية حقيقية . إذا 
امتد مقررك إلى بدء الفصل السادس» فإن الترابط بين القيم الذاتية والمحاور 
والمحددات للمصفوفات المتناظرة يجعل الموضوع متصلاً بدون انقطاع . (البند الأخير 
من كل فصل إختياري) . يعطي» بعد ذلك الباب السابع عناية أكثر تركيزاً للجبر الخطي 
العددي الذي أصبح أساساً للحساب العملي . إنني أعتقد أن نظرة وجيزة للفصل 
الثامن» رغم كونها جديرة بالاهتمام» تعتبر مقدمة ملطفة للبرمجة الخطية . صفي سعيد 
oY‏ هذا الموضوع يأتي في النهاية ولا يدخل في الإمتحان . 

أحب أن أذكر كتاب المعلم وكتاباً آخر . يحوي obs‏ المعلم حلول جميع 
التمارين (بما فى ذلك تمارين المراجعة الواردة في نهاية الأبواب من الأول إلى الخامس . 
بالاضافة الى أفكار و اقتراحات تتعلق بالحبر الخطي التطبيقي . آمل أن يطلب المعلمون 
Brew!‏ مق الناشر : 

(HBJ College Departement, 7555 Caldwell Avenue, Chicago, Illinios 60648)‏ . 
Ll,‏ أيضاًء من قارئ هذا الكتاب أن يسعى مباشرة إلى الكتاب الثاني وهو الذي 
بدي Introduction to Applied Mathematics‏ إنه يركب الجبر الخطى مع المعادلات 
التفاضلية بنص واحد فى الرياضيات التطبيقية المعاصرة والرياضيات الهندسية . إنه 
يحوي تحليل فورييه» متغيرات مركبة» معادلات تفاضلية جزئية» طرائق عدديه 
و(حسابات مثالية) - إلا أن نقطة الانطلاق هي الحبر الخطي . لقد نشر من قبل : 

Wellesley - Cambridge Press (P.O.Box 157, Wellesly, MA. 02181) 

وكانت الاستجابة إليه هائلة . لقد أراد كثير من الأقسام تجديد هذا المقرر لتدريس 
ماهو أشد حاجة . 

إن هذا الكتاب» مثل سابقه . يسعى للتعرف على ما يقدر الحاسوب على عمله 
(دون أن يكون مسيطراً عليه) . إن حل مسألة لا يعني » أبداً» كتابتها بصورة سلسلة لا 
نهائية أو إيجادقانون مثل قانون كرامر» ولكنه يعني إيجاد خوارزمية فاعلة . يحتاج 


ص rol‏ الخطى ارد تطبيقاته 


ذلك إلى أفكار جيدة. يبقى الجبر واضحاً وبسيطأاً وثابتاً. فى الحذف» كان لعملة 
التعداد» في الفصل الاول» غرض ثان أيضاً - هو دعم إدراك مفصل nxn DLL‏ بتعداد 
فعلى للخطوات . لكني لا أعمل كل شئ فى الصف . على النص أن يتمم ويلخص 
المحاضرات . 
بصورة مختصرة نحتاج للكتاب لكى تدرس التطبيقات بصورة متتابعة ممختلطة 
مع الريا ضيات الأساسية . هذا هو الكتاب الذى حاولت كتابته . 
في النهاية » فإن هذه فرصة خاصة لشكركم . إننى معترف جداً بالجميل للقراء 
الذين أحبوا هذا الكتاب وتعرفوا على محتواه. كثيرون Hel gl‏ الذين كتبوا لى أفكاراً 
و تشجيعات Sly‏ أكتفي بذكر خمسة أسماء فقط . 
Dan Drucker, Vince Giambalvo,stave kleiman, Bresford Parlett and Jim‏ 
cál>Simmonds.‏ أولتك حشل كبير من الأصدقاء peal Spall sliJl‏ بهم. 
لقد ظهرت هذه الطبعة بصورة أقضل مما تعلمه الطلاب والمؤلف . إن من البهجة 
pl‏ عن العمل مع Koulouras‏ 1 التي نضصدت ib hall‏ و Michael Michaud‏ الذي 
حدد شكل الكتاب وجلده . فوق كل ذلك. أقدم شكري لزوجتي وأولادي ووالدى . 
قدها الكثير هق del‏ : شكرا لكي معا. 
جلبرت سترانغ 
Gilbert Strang‏ 


Tod) Gr 


المحصفوقات والحدف glell‏ سي 


آ1 : 
ILS)‏ الاساسية فى الجبر الخطى هى الحل الآنى لمعادلات خطية وإن أهم حالات 
هذه المسألة وأسهلها هي تلك التي يكون فيها عدد المجاهيل مساوياً عدد المعادلات . 
لذا سنبدأ بهذه المسألة وهي التي تتكون من n‏ معادلة في : مجهولا. 

سنقدم » لحل هذه المسألة » طريقتين وهما » بصورة تقريبية » تشبهان ماقدم 
من أجل ذلك فى الدراسة الثانوية . تقوم الطريقة الأولى » وهى طريقة الحذف » على 
وإجراء ذلك فى La‏ المعادلات . إن ذلك يؤدي إلى نظام أصغر مكون من 1-« معادلة 
فى 1- 7 مجهو لا . نكرر هذه الطريقة مرة تلو مرة حتى نصل إلى معادلة ذات مجهول 
واحد يكن حلها مباشرة . لن يكون » بعد ذلك » الأمر عسيراً من أجل ايجاد قيم بقية 
المجاهيل وذلك بالسير بصورة معاكسة . سنقدم بعد قليل مثالا على ذلك . الطريقة 
الثانية وهي أكثر بريقا . تستدعي مفهوم المحددات . تمثل هذه الطريقة قانوناً فعلياً 
يدعى Cramer al SOS‏ » يعطى ال حل ( القيمة الحقيقية للمجاهيل ) على صورة 
نسب بين محددتين من النوع NXN‏ . الست 95 Ls‏ عذّه الطريقة سهلة كالأمثلة sl‏ 
سنعالجها في هذا الكتاب (3 -: أو n=4‏ هماالحد الأعلى لقدرة إنسان معتدل ) . 

في الواقع » قد يحوي استخدام هذا القانون محددات صعبة » لذا فان طريقة 
الحذف هى المستخدمة باستمرار لحل أنظمة المعادلات الكبيرة i‏ سبيكوان هدفنا cda Yi‏ 


١ 


هو فهم هذه الطريقة التي تسمى عادة بطريقة الحذف الغاوسي . 

إن لهذه الفكرة مظهر سهل خادع وقد اعتاد القارىء من قبل على بعض 
أشكالها . هناك أمور أربعة تجعلها ليست مجرد حذف آلي» سوف نوضحها في هذا 
الباب بالإضافة إلى توضيح الطريقة ذاتها . 

)1( هندسة المعادلات الخطية : ليس من السهل تصور عشرة مستويات من 
فضاء دی 11 «lio‏ ومن العسير رؤية أحدعشر مستوياً من هذه المستويات تتقاطع 
في نقطة وحيدة لكن هذا الأمر سيكون مكنا بطريقة أخرى ‏ يمكننا حتماً أن نعمل 
ذلك لمستويات ثلاثة بأبعاد ثلاثة . لذا ينقل الجبر الخطى هذه المسألة إلى ٤‏ أبعاد أو 
ly ١١‏ عندها مك pte‏ أن تهر الهندسة ( وير TASSU‏ 

)1( تفسير طريقة الحذف كتحليل لمصفوفة المعاملات 4 : سنقدم التمثيل 
المصفوفي لنظام المعادلات الآنية حيث نمثل مجموعة المجاهيل بمتجه × ونظام المعادلات 
التي leone‏ بالرمز المصفوفي المختزل = ×4 . تكافىء طريقة الحذف تحليل 4 إلى 
جداء LU‏ لمصفوفة مثلثية دنيا L‏ في مصفوفة مثلثية Ube‏ . هذه الملاحظة أساسية وكثيرة 


الأستخدام . 

نقدم أولاً المصفوفات والمتجهات بطريقة نظامية بالاضافة إلى قواعد ضربها . 
نعرف أيضاً المنقول AT‏ والمعكوس 47 لمصفوفة 4 . 

(©) في كثير من الحالات » تجري طريقة الحذف دون صعوبات أو تعديلات . 
لكن» فى بعض الحالات ABLE VI‏ قد تفشل هذه الطريقة فى إيجاد Jbl‏ وذلك 
oY‏ نظام المعادلات إما أن يكون قد كتب أصلاً بترتيب خاطىء » الأمر الذى يكن 
تصحيحه بسهولة بالمبادلة بين معادلات هذا النظام» أو بسبب عدم وجود حل وحيد 
لهذه المعادلات . من الممكن » في هذه الحالة» أن لايكون للنظام أي حل أو يكون له 
عدد غير منته من الحلول . نريد أن نعرف كيف يمكن لطريقة الحذف أن تبين كل واحد من 
هذه الامكانات عند الفشل . 


المصفوفات والحذف الغاوسي Y‏ 


CE)‏ من المهم أن نحصل على تقدير تقريبي لعدد العمليات الحسابية الضرورية 
لحل نظام معادلات بطريقة الحذف . تعين تكلفة الحساب في كثير من الأحيان الدقة 
في النظام يمكن للحاسوب أن يقوم بملايين من العمليات ولكن ليس أكثر من ترليون . 
tery‏ ليون تخطوة؛ یکن OT‏ بكرن Uo‏ التدوير محموسا . لعفن PULI‏ حساسة 
وغيرها غير حساس) . بدون تجربة جميع التفاصيل كاملة » نريد معرفة أي نظام يظهر 
عملياً ومن منها يحل فعلاً . فى كثير من المسائل تتحكم عملية التعداد هذه بالقرار 
المتعلق بعدد المجاهيل التي ندخلها في المسألة ‏ وذلك للموازنة بين الدقة الزائدة في 
النموذج الرياضي مع كلفة الحسابات الزائدة . 

ستكون النتيجة النهائية لهذا الباب » طريقة حذف فعالة بقدر الإمكان. وهذه 
الطريقة هى التي تستخدم دوماً في عدد ضخم من التطبيقات المختلفة . إن فهم هذه 
الطريقة pall‏ عنها بالمصفوفات ‏ مصفوفة المعادلات » المصفوفات التي تؤدي كل 
منها إلى خطوة في الحذف أو مبادلة بين الأسطر والمصفوفتان المثلثيتان النهائيتان L, U‏ 
— هو أساس ضروري لهذه النظرية . 


١‏ ¥ هندسة المعادلات الخطية 
ستكون طريقة فهم هذا الموضوع بالأمثلة ١‏ دا معاد لعوق pts‏ اتن جنا : 
معترفين بأنك قادر على حلها دون أخذ مقرر في الجبر الخطي . وعلى الرغم من ذلك 
سنعطى غاوس حظاً من ذلك . هناك طريقتان للنظر في هذا النظام » ومقصدنا الرئيسي 
هو رؤيتهما Las‏ 
=l‏ بر-ع2 
x+y=5,‏ 
المعالجة الأولى تتركز على المعادلتين منفصلتين » بقول آخر بالأسطر . إن ذلك 
هو المعتاد ويمكننا اجراء o‏ فى حالة البعدين e‏ بسرعة .. خا المعادلة ay‏ آ= × 
مستقيماً فى المستوي XY‏ . يمر المستقيم من النقطتين1-«و1-+»ء gyal‏ 1/2-+(وكذلك 


é‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
من النقطتين (1-,0) و )2,3( وجميع النقاط المتوسطة) . تمثل المعادلة الثانية 0مستقيماً 
آخر (شكل 1-14( ميله -١‏ - :4/4 ويقطع المستقيم الأول فى نقطة الحل . نقطة التقاطع 
هي النقطة الوحيدة المشتركة بين المستقيمين . ولذا فهي الحل الوحيد للمعادلتين . 
إحداثياها 3 =2y=‏ اللذين سنجدهما بعد قليل بانتظام بطريقة BIL‏ 

المعالجة الثانية ليست معتادة . تنظر بأعمدة النظام ا لخطى . المعادلتان المنفصلتان 
هما فى الحقيقة doles‏ متجهة. 


المسالة هي ايجاد تركيب لمتجهات أعمدة الطرف الأيسر. ينتج المتجه الواقع في 
الطرف الأيمن . هذان المتجهان الثنائيا البعد OE‏ بخطين أسودين في الشكل (1-15) . 
المجه و لان هما العددان y‏ , × المضروبان بالمتجهين العموديين . تظهر الفكرة كاملة في 
هذا الشكل » حيث جمعنا مثلي العمود الأول إلى أضعاف العمود الثاني . هندسياً 
يكون ذلك متوازي الأضلاع المشهور . جبرياً » ينتج ذلك المتجه الصحيح | ,م | الواضح 
في الطرف الأيمن فود معادلتينا : يؤكد العمود المرسوم أن الحل هو 3= TA‏ 


~ _ 2 (column 1) 
(L, 5) = 3 (column 2) 


(—) 


شكل )1 (V-‏ . هندسة الأسطر والأعمدة. 


لقد قضينا وقتاً كبيراً فى هذا المثال » ونريد بالتأكيد الإنتقال قدمأ إلى 3 -: . 
سنكون أمام ثلاث معادلات وسيكون هناك تنوع أكثر . لننظر في : 
2u+v+we 5‏ 
4u - 6v =-2‏ )\( 
.9 ح -2u+7v+ 2w‏ 
يمكننا أيضاً أن ندرس الأسطر والاعمدة ونبدأ بالأسطر . كل معادلة JE‏ مستوياً 
فى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . المستوي الأول 5 = ۷+ 2u ty‏ مرسوم فى الشكل -١(‏ 
(Y‏ إنه يحوي النقاط (5/2,0,0(,)0,5,0(,)0,0,5). إنه يتعين بهذه النقاط أو sk‏ 
ثلاث من نقاطه ‏ شرط أن لاتقع على مستقيم واحد. نشير بسرعة إلى 
أن المستوي. 2u +v tw lO‏ يوازي ذلك المستوي. النقاط المقابلة 
هي » )5,0,0),(0,10,0),(0,0,10( . كل منهما لا يمر من نقطة الأصل التي هي نقطة المركز 


| plane 2u مج‎ +w=5 


plane 4u — 6v = —2 


| cl, 1, 2) = point of intersection 
with third plane 


شكل )1 - ۲). صورة مستقيم تقاطع المستويين 


q‏ الخبر الخطى وتطسقاته 


w= 0,0 = 00 = 0‏ . بتغيير الطرف الأيمن يتحرك المستوي Lil pe‏ لنفسه وإن المستوى 
ty tw - 0‏ »2 يمر من نقطة الأصل”' . 

المستوي الثاني هو 2-= -6v‏ 4 قد رسم a Lely‏ يكن ل« أن تأخذ أى قيمة . 
يكن أن يكون معامل w‏ صفراًء إلا أن ذلك يبقي المستوي في الفضاء الثلاثي . (لو 
- كانت المعادلة 3 -/4 أو الحالة القصوى 0= » فانها تبقى Ute‏ مستوياً . ) . يظهر الشكل 
تقاطع المستوي الثاني مع الأول . هذا التقاطع مستقيم . في الأبعاد الثلاثة؛ يحتاج المستقيم 
لمعادلتين وفي Wendl‏ سيحتاج إلى ۸-1 معادلة . 

أخيراً يقطع المستوي الثالث هذا المستقيم في نقطة . يمثل المستوي (لم يرسم) 
المعادلة الثالثة 9 = 2+ 7۷+ -2u‏ ويقطع المستقيم في 2 = :«.1- ,1= » . هذه النقطة JE‏ 
النظام الخطي . 

كيف يكن توسيع هذا الشكل إلى ” بعداً . سيكون لدينا n‏ معادلة nS pF‏ 
چ المعادلة الأولى تمثل أيضا «مستوياً » ؛ إنه لم يعد المستوي ذي البعدين المعتاد 
الواقع في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة » بطريقة أخرى» إنه ذو ١-1‏ بعداًء إنه رقيق جداً 
ومفلطح يقع في فضاء ذي ” بعداً» مع أنه يظهر مجسماً أيضاً . إذا كان الزمن هو البعد 
الرابع » فان المستوي 0 -؛ يقطع الفضاء ذي الأبعاد الأربعة فينتح الكون ذو الأبعاد 
الثاد نه الذى نعيش فيه (أو بالأحرى الفضاء حيث كان فيه 0 (r=‏ المستوى الآخر y=‏ 
0هو Lal‏ ذو أبعاد ثلاثة» إنه المستوي المعتاد -y‏ + المعروف دائماً والمأخوذ على كل 
زمن . يتقاطع هذان المستويان ذوا الأبعاد الثلاثة . إنهما يشتركان بالمستوي المعتاد x‏ 
-y‏ عند0 =۲ . لقد هبطنا إلى بعدين e‏ يترك المستوي التالي مع المستويات السابقة مستقيماً. 
وأخيرا تترك المستويات الأربعة بعضها لبعض نقطة . إنها نقطة تقاطع أربعة مستويات 
من أربعة أبعاد. وهي حل المعادلات الأربعة الأصلية ‏ سأكون منزعجاً إذا سار هذا 


cds قان المستويين لايتقاطعان‎ 2u +y +w 5ح‎ , 2u +v +w =10 كانت المعادلتان الأوليان‎ la) (A) 


ieda 


المصفوفات والحذف الغاوسي ۷ 


المغال إلى أبعد من النسبية . النقطة المهمة هي أنه يكن للجبر الخطي أن يتعامل مع أي 
عدد من المعادلات . المعادلة الأولى تنتح مستويا ذا 1-” بعد في فضاء ذي n‏ من الأبعاد . 
تعين المعادلة الثانية مستوياً آخر» ويتقاطع هذان المستويان fol)‏ ذلك) في مجموعة 
أصغر ذات «2- ۸ بعدأً» . إذا فرضنا أن كل شيء يسير على مايرام» فكل مستو جديد(كل 
معادلة (te‏ تنقص عذد الأبعاد Lely‏ فى التهاية» عتذما تؤخل جميع المسنتويات 
ال بالأعتبار سيكون بعد التقاطع صفراً. إنه نقطة واقعة في كل واحد من هذه 
المستويات وإن إحداثياتها تحقق المعادلات الأصلية . إنها الحل! الشكل حدسى ‏ 
الهندسة تاج إلى ye‏ من الب YSU‏ صحيجة بصورة أساسية. 


متحهات أعمدة : 
لننتقل إلى الأعمدة . فى هذه المرة» المعادلة المتجهة (المعادلة ذاتها كما في )١(‏ 


Tk 
| = 
2 


إنها متجهات أعمدة ثلاثية الأبعاد. للمتجه ‏ الواقع في الطرف الأهن 
المركبات 5,2,9 . تسمح لنا هذه المركبات برسم متجه . يتطابق هذا المتجه مع النقطة 
الى إحداثياتها 2,9-,5 . كل نقطة من الفضاء الثلاثى الأبعاد توافق متجهاً والعكس 
بالعكس . هذه هي فكرة ديكارت الذي حول الهندسة إلى جبربالتعامل مع إحداثيات 
النقطة . يكن كتابة المتجه فى عمود أو يمكننا إدراج مركباته مثل )2,9-,5( -5 أو يمكننا 


alt‏ هندسياً بسهم منشأ من نقطة الأصل(". سنستخدم طوال هذا الكتاب قوسين 


هي : 


FF 


l 
-0 
T 


(Y) 


+v +w - 


Wo Ph A 


ho i to 


)1( يفضل بعض المؤلفين أن نعتبر السهم هو المتجه ذاته ولكندا نعتقد أن ذلك غير مهم ؛ يمكنك أن 
تختار السهم أو النقطة أو الأعداد الثلاثة . (كلها تنطلق من نقطة الأصل (0,0,0)) . في الأبعاد 
الستة» من المحتمل أن يكون الأسهل اختيار الأعداد الستة . 


5 | الا‎ 
—2 | = linear combination 
9 | 


aa A E a e 


شكل man‏ . صوره عمود : تر كيب خطى لأعمدة يساوي i b‏ 
وفواصل عندما نعرض المركبات أفقياً» وحاضتتين قائمتين (بدون فواصل ) عند وضع 
منجه عمود Lal‏ 

Laga‏ قا قات جمع المتجهات والضرب بعدد» فانك تلاحظ في 
الشكل l-34‏ أن جمع المتجهات يجرى مر AS‏ فمر كبه : 


5 0 0 3 
0 +|-2 | +|0| =| -2 | 
0 | 0 9 9 


في الشكل الأيمن نجد الضرب oath‏ (۲) (سيكون خاضل ضرب المتجه بالعدد 
(-1) متجها فى الا تجاه المعاكس) : تظهر فى الشكل الأيمن كذلك الفكرة الأساسية 


ا |7 
.}0 20|2- ,|2030 
اا | | |2 


المصفوفات wil,‏ الغاوسي ۹ 


ثم جمع الناتجين . يدعى الناح تركيبا خحطيا وفي هذه الحالة. bel US Slob‏ عو : 


3 
+ +2 =| 2 |, 


| | 
-0 0 
T 2 


hr حل‎ bo 
WO 


إنك تدرك معتى هذا التركيب الخاص» إنه يحل المعادلات (۲). تطلب هذه 
المعادلة قيم المضاريب ay.‏ التى تنتج الطرف الأيمن هذه الأعداد هي 2- = ,1= Waly‏ 
أنها تعطي التركيب الصحيح لمتجهات الأعمدة وهي تعطي النقطة )1,1,2( على صورة 
سطر (حيث تتقاطع المستويات الثلاثة) . 

dey‏ الضرب والجمع على كل مركبة بصورة منفصلة . لذا فالتركيب يكون مكنا 
شرط أن يكون للمتجهات العدد نفسه من المركبات . لاحظ أن لأي متجه فى الشكل 
ثلاثة أبعاد حتى لو كان مجموع مركباتها يساوي الصفر . 

يجب أن لاننسى هدفنا. إنه النظر فيما فوق بعدين أو ثلاثة» فى فضاء ذي n‏ 
laa‏ فى نظام ذي aleon‏ فى n‏ مجهولا يوجد n‏ مستوياً على صورة أسطر . يو جد 
Lal‏ « متجهاً على صورة أعمدة» بالاضافة إلى المتجه b‏ في الطرف الأيمن . تتطلب 
المعادلاات تركيباً خطياً للمتجهات» التى عددها n‏ يساوي ط. فى هذا المثال» قد وجدنا 
مئل هذا التركيب (ولا يوجد غيره) . لكن من أجل بعض الأنظمة قد يكون ذلك 
ko ee‏ بصورة ظاهرها التناقض .ء يقال : لكى نفهم الحالة peed Ol bdeti‏ 
الحالة السيئة . لذا سنعمد إلى الهندسة » فعلاً e‏ عندما نفشل في حل » في الحالة التي 
تدعى الحالة الشاذة. ظ 

patel اول‎ 


صورة سطر : تقاطع n‏ مستوياً. 
حل المعادلات : نقطة تقاطع المستويات = معاملات تر كب dae‏ 


5 الجبر الخطي وتطبيقاته 
الحالة الشاذة : 

لنفرض أننا من جديد في الأبعاد الثلاثة» وأن المستويات الثلاثة الظاهرة على 
صورة أسطر لا تتقاطع . ترى هل يمكننا متابعة الخطأ؟ أحد الامكانات » وقد ذكر 
lal‏ أن يكون مستويان هنها هتوازيين .. یک لعادلتين مثل 5= g2utvew‏ 
4u +2: +2۷ = ١‏ أن تكونا غير متسقتين . ولا يوجد في هذه الحالة حل (الشكل 1١-5‏ 
EME; pail‏ 

في المسألة ذات البعدين › oe‏ د aaa‏ ج شاک سوا ت OL‏ الحالة 
الوحيدة الفاشلة هى ا حالة التى يكون فيها المستقيمان متوازيين» وتكون عندئذ المسألة 
شاذة . إلا cal‏ في الأبعاد الثلاثة» قد يقع اضطراب في المستويات الثلاثة دون أن 
يكون هناك تواز . 

تظهر المشكلة الجديدة في الشكل ٤-١‏ ب . كل المستويات الثلاثة قائم على 
صفحة الكتاب ؛ بالمنظر الخارجي» إنها تكون مثلثاً. يتقاطع كل زوج من هذه 
المستويات» ولكن لاتوجد نقطة مشتركة بين هذه المستويات VASES‏ هناك حالة 
أكثر نموذجية من حالة توازي المستويات» تقابل نظاماً شاذاً مثل النظام : 


all parallel line of intersection no intersection two parallel 


شكل )1-£( حالات شاذة : لايوجد حل أو يوجد عدد غير منته من الحلول . 


i oc المستوى الغالث لايوازي المستويين الأخرين 3 نل يوازى مستقيمهما‎ (Y) 


المصفوفات والحذف الغاوسي \\ 


w =2‏ عدي اين TI‏ 
2u +3w=5‏ 
3u+v+4w =6‏ 
مجموع الطرفين الأولين يساوي الثالث . هذا الأمر غير واقع في الأطراف اليمنى 
. مجموع المعادلة الأولى مع الثانية مع مثلي الثالثة يعطي قضية مستحيلة 0-1 . لذلك 
تكون هذه المعادلات غير متسقة. سننظر ذلك بصورة نظامية بالحذف الغاوسي . 
هناك نظام شاذ اخر » قريب من النظام السابق» له عدد غير منتهه من الحلول 
Le ye‏ عن حل واحد . إذا أصبح العدد (6) فى المعادلة الأخيرة (7)» وإذا ركبت هذه 
المعادلات» بالطريقة السابقة» فانه ينتج عن ذلك 0-0 . يظهر ذلك صحيحاء OY‏ 
المعادلة الثالثة هي مجموع المعادلتين الأوليين فى هذه الحالة يكون للمستويات الثلاثة 
مستقيم كامل مشترك (شكل ١-5‏ ج) . تأثير تغير الطرف الثاني يؤدي إلى تحريك المستوي 
موازياً لنفسه ومن أجل الطرف الثاني )2,5,7(= eb‏ يصبح الشكل بغتة مختلفا . بتحريك 
المستوي الأدنى إلى الأعلى ليلاقي الآخرين ches‏ ويكون الحل مستقيماً . المسألة أيضاً 
شاذة ولكنها تعاني OVI‏ من كثرة الحلول المفرطة بدلا من قلتها الفاحشة . 
طبعاً تقع حالة قصوى لثلاث مستويات متوازية. من أجل أغلب الأطراف 
البمتى لاتوسيد Syl‏ (شكل 08-1( SI‏ هناك حالة خاصةء وذلك عتدما فون 
الأطراق اليم pb =(0,0,0) Jes‏ الل موود سوبا كاملا OY‏ المستويات 
الثلاثة تصبح مستوياً واحداً. l‏ 
ماذا يحصل لصورة العمود عندما يكون النظام شاذا؟ يوجد أيضاً ثلاثة أعمدة 
فى الأطراف اليسرى من المعادلات» clad‏ وسنجرب تركيبها لنحصل على b‏ : 


(£) 1 


من أجل » (2,5,7)-5 الأمر ممكن وهو غير مكن من أجل (2.5,6)- 5. السبب هو 
أن هذه الأعمدة الثلاثة تقع في مستو واحد» لذا فان أي تركيب لها يقع في هذا المستوي 
أيضاً (الذي يمر من نقطة الأصل) . إذا لم يكن م واقعاً في هذا المستوي. فانه لا يوجد 
حل للنظام . وهذاء إلى حد بعيد » أكثر الوقائع المشابهة ؛ 


columns columns 
و‎ ina | Ina 
A not in plane F i Fi | plane b in plane F plane 
2 كبر‎ 4 
(a) no solution (b) infinity of solutions 


tise y! شاذة طا داخل أو خارج مستوي‎ oY. (6= E 


ليس للنظام الشاذ بصورة عامة حل . لكن هناك احتمال أن يقع b‏ في مستوي 
الأعمدة» ويكون فى هذه الحالة عدد كبير مفرط من الحلول . فى هذه الحالة يكن 
للأعمدة الثلاثة أن تركب بعدد غير منته من الطرق لتنتج المتجه . يعطي ذلك مخ طط 
الأعمدة 1-55 الذى يقابل مخطط الأسطر 4-١‏ ج 

إن ذلك قضية صحيحة ولكنها لم تبرر بعد. كيف نعرف أن ثلاثة أعمدة تقع 
فى ستو واحد؟ أجد آلا چوا قو إيجاذتركين لهذ الأعندة ساوى اليقر : 
عد اتساب + قا هه tein‏ عون god Malay‏ و EE MTAA‏ 
الثاني + مثلى العمود CSW‏ . والعمود الأول واقع في مستوي الأخرين . وليس 
سو ی عمودين منها مستقلين : be‏ يقع عمود مثل (2.5.7)- b‏ أيضاً في هذا المستوي 
يساوى العمود الأول + العمود الثالث ‏ فانه يكن حل النظام . مع ذلك »يوجد 
كثير من التراكيب الأخرئ الممكنة . المتجهث نفسه يساوى 5 (العمود١‏ )-(العمود7)- 
god!)‏ ا وفلف GLa‏ بق إلى الل oi BL‏ أعظى SY Ls‏ 


يمكثنا أن نضيف إلى الحل أى ABai2) diel a‏ وهكذا نجد أن الحل مكون من 
مستقيم كامل ‏ كما رأينا بطريقة الأسطر . 

إن ذلك إقناع عددي ولكنه ليس السبب الحقيقي الذي جعلنا نتوقع وقوع 
الأعمدة في مستوي . الحقيقة هي أننا عر فنا أنه يكن للأعمدة أن تتركب لتعطى صفراً 
لأن الأسطر فعلت ذلك . إن ذلك أمر رياضى وليس من الحساب وإنه يبقى صحيحاً 
في ” بعداً . إذا لم يكن ل٠‏ مستوياً نقطة مشتركة؛ فان الأعمدة ال تقع فى مستو واحد . 
إذا فشلت الصورة السطرية؛» fram‏ الام als‏ للصورة العسودية. إن ذلك doe‏ أساسية 
للجبر الخطي وهي تظهر الفرق بين الفصل الأول والثاني . يدرس هذا الفصل معظم 
المسائل المهمة_الخالة غير الشاذة_عتذما يكون هتاك حل واخد مك حسابه .يدرس 
الفصل الثاني ا حالة العامة حيث يمكن وجود كثير من الحلول أو لايوجد أي حل . في 
كل من الحالتين. SEY‏ المتابعة دون رموز ملائمة (الرمز المصفوفى) وطريقة ملائمة 
(الحذف). بعد التمارين» سنبداً بهذه الطريقة . 


¥ 


داد" 


اعلا 


wt 
صورة سطرية‎ 2: -22-4 . rty =4 ارسم من أجل المعادلات»‎ 
(مستشيمان متقاطعان) وصورة عمودية (تركيب للعمودين يساوي المتجه‎ 
العمود )4.4( الواقع في الطرف الأيمن)‎ 
يعطى تركيباً فى الأعمدة‎ We غير الشاذ بين أن‎ shell حل النظام‎ 
يساوي المتجه الأيمن ؛:‎ 
u+v+w=b 
v+w =p, 
web. 


صف تقاطع المستويات الثلاثة :2 = +x tw +2 = 6u +w +2 =4 +w‏ 
(جميعها فى فضاء ذى أربعة أبعاد) . هل هو مستقيم أم نقطة أم مجموعة 


= 


-E 


ا 


ا 


/م-5-١‎ 


الحبر الخطی وتطبيقاته 


خالية؟ ما هو التقاطع إذا كان المستوي الرابع هو -١‏ -» ؟ 
ارسم المستقيمات الثلاثة 

x+2y=2 

x-y=2 

y=. 
هل هذه المعادلات قابلة للحل آنياً؟ يحصل للشكل إذا كانت الأطراف‎ 
اليمنى أصفاراً؟ هل يوجد اختيار غير صفري للأطراف اليمنى يسمح‎ 
بالتقاطع في نقطة واحدة ويكون لهذه المعادلاات‎ OE) المستقيمات.‎ 
حل؟‎ 
نيبم‎ +2 +1 =[ r= 0, أوجد نقطتين من مستقيم تقاطع المستويات الثلاث‎ 
l dns) YI :من الفضاء دي الأبعاد‎ = 0 
أوجد حلا (:“«.نا.») للمعادلات (؛) غيرالخلين‎ ٥= )2,5,4( عندما يكون‎ 
. الظاهرين في النص‎ )4.-1.1( . (1,0,1) 
المعاد لات‎ & 55 b =(2,5,7) بالاضافة إلى‎ oop el تين‎ Od be gl 
. من أجل ذلك قابلة للحل‎ (8) 
بحيث تصبح هذه‎ b = (2,5,6) أوجد طرفين يمينين أخرين » بالإضافة إلى‎ 
. المعادلات غير تمكنة الحل‎ 
: فسر لماذا يكون النظام شاذاً‎ 
ح بير + نز + ين‎ 2 
u+2v+3w=] 

v+2w=0 
وذلك بايجاد تر كيب للمعادلات الثلاث يعطى 0-1 . ماهي القيمة التي‎ 
يجب استبدالها بالصفر الأخير فى الطرف الأيمن » ليصبح لهذه المعادلات‎ 


i 


١١-55-15 


۲-۲-1 


8-9-5 


المصفوفات والحذف الغاوسي ١‏ 


حلول_ما هو أحد هذه الحلول؟ 
الصورة العمودية بالتمرين السابق هى : 


u +v +W =p. 


١ | l 
1 2 E 
0 1 2 


برهن أن الأعمدة الثلاثة الواقعة في اليسار تقع في مستو واحد» وذلك 
بالتعبير عن العمود الثالث كتركيب للآخرين الأولين. ماهي الحلول 
(ا,,)إذا كان ط هو المتجه الصفري )0,0,0( ؟ 
تحت آي شروط على ,لاءرلز.,اتقع النقاط («,0.«,(.)1,«(.)2) على مستقيم 
واحل؟ 
تقبل حتماً المعادلتان : 

ax +2y =0 

0= برج + 2x‏ 
الحل 0= =y‏ × . من أجل أى قيمة ذه يكون الحل مستقيماً كاملة؟ 
ارسم المستوي 1- 2+ «+ + أو جزءه الذي يقع في الثمن Xe hl‏ 
20 20,7 .0 < افعل الأمرنفسه من أجل المستوى 2 - x +y +z‏ في 
الشكل ذاته . ما هو المتجه العمودى على هذين المستويين؟ 
انطلق بالمستقيم 7 - x + dy‏ وأوجد Doles‏ المستقيم الموازي له المار من 
النقطة 0 - نر ,0 - + . أوجد معادلة مستقيم آخر يقطع الأول في 
النقطة 1= ر3 = × (ويمر من Gad‏ 


1 - #مثال للحذف القاوسي 
ستكون طريقة فهم هذا الموضوع بالأمثلة ونبدأ من أجل WS‏ بنظام من السعة 


JLN 


۱٦‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


C13 4u -6v <=-?2‏ 
2u +v +w > 5‏ 
2u + Tv + 2w =9.‏ - 
المسألة هي : إيجاد قيم المجاهيل «.«.× وسنطبق من أجل ذلك طريقة غاوس في 
الحذف (يعد غاوس من أعظم الرياضيين ليس حتماً بسبب هذا الاكتشاف الذي» من 
المحتمل e‏ أنه قد حصل عليه خلال عشر دقائق ومن السخرية أن يستخدم اسمه بكثرة 
من أجل هذه الأفكار) . تنطلق الطريقة بطرح مضاعف مناسب للمعادلة الأولى من 
كل واحدة من المعادلات الأخرى وذلك لحذف المجهول » من المعادلتين الأخيرتين . 
إن ذلك يتطلب :هنا : 
أ) طرح المعادلة الأولى مضروبة بالعدد(2) من الثانية . 
ب) طرح المعادلة الأولى مضروبة بالعدد(1-) من الثالثة . 
فنحصل على نظام مكافىء . 
2u + yv +we= 5‏ 
(Y) 8y=2w=~-12‏ 
Sv + 3w = 14.‏ 
و يسمى العدد )2( الذي هو معامل المجهول » في المعادلة الأولى محور الخطوة 
الأولى من الحذف . في الحذف نقسم» clasts‏ على المحور» العدد الذي يقع تحته. 
لايجاد المضروب الصحيح . 
فى المرحلة الثانية من الحذف نتجاهل المعادلة الأولى . LÍ‏ المعادلتان الباقيتان فلا 
تحويان سوى المجهو لين «. ٠‏ ويمكن تطبيق طريقة الحذف ذاتها عليهما . المحور في هذه 
aLL |‏ هو(8 -). يجب طرح مضاعف للمعادلة الثانية من المعادلات الباقية (في هذه 
الحالة توجد معادلة واحدة فقط وهي المعادلة الثالثة) وذلك لحذف المجهول v‏ نجمع 
المعادلة الثانية إلى المعادلة الثالثة» أويقول آخر : 


ج) نطرح جداء (1 -) بالمعادلة الثانية من المعادلة الثالثة . 

وهكذا تكون طريقة الحذف» هنا » قد انتهت» على الأقل . فى الاتجاه التقدمي 
ونتح معنا : النظام المسط. 

5 ح بيو + بر + هلم 
T) - 8v -2w =-12‏ 
w= 2‏ 
إن هذا ترتيب واضح لحل النظام . تعطى المعادلة الأخيرة 2= «؛ إذا عو ضنا هذه 

القيمة فى المعادلة الثانية» نجد 1=« وهكذا تعطى المعادلة الأولى 1=» . تدعى هذه 
الطريقة السهلة التعويض التراجعي. 

Hrs‏ : الحذف التقدمي ينتج المحاور 2D,‏ . بطرح مضاعف لكل سطر من 
الأسطر الواقعة cant‏ نتوصل إلى النظام « المثلثي » () . ثم يحل هذا النظام بترتيب 
معاكس من الأدنى إلى الأعلى وذلك يتعويض كل قيمة حسبت من معادلة فى 
المعادلاات التي تقع فوقها . 

ملاحظة : هناك طريقة جيدة لاظهار ‏ خطوات الحذف التقدمى » هى أن نضم 
الطرف الاين كعمود إضافى . لس OLS! 0) 9 po DUN‏ في كل مر il>‏ : 


2-1 1 5 EIT 5| ١2 1 3 8 
446 0-2 | جه‎ [| 0 -8 -2 -12 |] >| 0 -8 -2 -12 
ER 9 083 14] |001 2 


أخيراً» سنجد نظاماً مثلثياً جاهزاً للتعويض التراجعي . يمكنك أن تختار هذا 
الترتيب الذي يضمن أن العمليات التي تجري على الطرف الأيسر للمعادلات» تجري 
أيضاً على الطرف الاين منها ‏ لآن الطرفين موجودان هنا معاً. 

في المسائل الكبيرةء يأخذ الحذف التقدمي أكثر الجهد . إنه محكوم بالأطراف 
اليسرى للمعادلات» بينما يتعلق الحذف التراجعي بالأطراف اليمنى أيضاً. في الخطوة 
الأولى» نستخدم مضاعفات للمعادلة الأولى لايجاد أصفار تحت المحور الأول. ثم 
[ad‏ عناصر العمود الثانى الواقعة تحت المحور الثانى أصفاراً. lol‏ ستحتوي المعادلة 


\A‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


J gerdin‏ ,× منفرداً مضروباً با محور الأخير . تنتهي الخطوة التقدمية عندما يصبح النظام 
مثلثياً. ينتج التعويض التراجعي الحل كاملا باتجاه معاكس» وأخيراًء نجد المجهول 
الأول . 

بالتعريف : المحور لايمكن أن يكون صفراً لاننا نحتاح للقسمة عليه . 


فشل الحذف 

نريد هنا طرح سؤالين قد يكون فيهما سبق للحوادث ولكن الاجابة عليهما 
ستعطى ضوءاً على الطريقة ذاتها . السؤال الأول : هل تؤدى هذه الطريقة دائماً إلى 
حل؟ وتحت أي ظروف تفشل هذه الطريقة؟ بعض الأشياء تظل خاطئة في ا حالة الشاذة 
وبعض الأشياء قد تظل خاطئة في ا حالة غير الشاذة . المسألة ليست هندسية بل جبرية . 

الجواب هو : إذا أنتجت الطريقة n‏ محوراً فان هناك He‏ وحيداً للمعادلات 
ويكون النظام غير شاذ ويحل بالحذف التقدمي والتعويض التراجعي . أما إذا ظهر صفر 
في موضع محور فان عملية الحذف تتوقف إما مؤقتاً أو نهائياً. يكن أن يكون النظام 
Le‏ ويمكن أن لا يكون كذلك . 

مثلا إذا كان المعامل الأول صفراً في القرنة العليا اليسرى فان حذف u‏ من بقية 
المعادلات مستحيل . وهذا الأمر صحيح من أجل كل خطوة من خطوات الحذف 
الأخرى . لاحظ أنه من الممكن أن يظهر صفر في موضع أحد المحاور المتوسطة رغم 
أن المعامل في النظام الأصلي الذي يشغل موضعه لايساوي الصفر . نقول بدقة إننا 
لانعرف ما إذا كان سيظهر صفر قبل أن نجرب بمتابعة طريقة الحذف فعلا . 

في كثير من الأحيان» يمكن bles‏ المشكلة وتتابع عملية الحذف طريقها لايجاد 
الل الوخد VLU‏ وتيقى SLM‏ الحم ةق GIL‏ المسألة وحدها تحتاج إلى 
إصلاح . ولكن قد لاييكن» في حالات آخرى» تحاشي الفشل . هذا النظام غير القابل 
للاصلاح شاذ» ليس له حل وإلا سيكون له عدد غير منته من الحلول كما لايمكن 
ايجاد مجموعة المحاور كاملة . 


المصموفات والحذف الغاوسي ii‏ 


مكال غير شاه (أصلح بالمادلة ين المعادلين (TaY‏ 


u + لاح تين ب انز‎ y4 سي رون‎ u +v +w سس‎ 
2u + 2v + 5w =— و‎ 3w =— ss 3 2v4+4w=— 
4u + 6v + 8w =— 2v + 4w =— 6 1 سسا‎ 
أصبح النظام الأن مثلثياً ويمكن للتعويض التراجعي حله.‎ 
y4 س = وي + ل سسا‎ 
2u + 2v + 5w =— ب ا‎ 
4u + 4v + 8w =— 4w =— 


لايوجد هنا مبادلة بين المعادلات يمكن بها تحاشي الصفر في موضع المحور 
الثانى . يمكن للمعادلات نفسها أن تكون قابلة للحل أو غير قابلة للحل . إذا كانت 
المعادلتان الأخيرتان من الشكل 7- Gl 3w = 6, 4w‏ لايوجد حل . إذا حصل أن كانت 
هاتان المعادلتان متسقتين مثل 8 -410 ,6 -3:0» فان لهذه الحالة الشاذة عدد غير منته من 
الحلول . نستنتج أن 2 = ew‏ لكن لايمكن للمعادلة الأولى أن تقرر شيئاً من أجل u v‏ 
معأ . 

سيناقش البند )0-1( مبادلات الأسطر عندما يكون النظام غير شاذ؛ لذا فان 
المبادلات تنتح مجموعة كاملة من المحاور . الباب الخامس يقبل الحالة الشاذة ويترنح 
متقدماً إلى الأمام في الحذف . يكن ل «3 حذف 40 ويمكننا أن نعتبر المحور الثاني(3) 
(يمكن أن لانفوز بمحور ثالث) . من أجل الحالة ا لحاضرة» نأمل أن تكون جميع العناصر 
المحورية غير صفرية» دون أي تغيير في ترتيب المعادلات . إنها الحالة الفضلى وبمثلها 
يمكلا الاستهرار. 


تكلفة الحذف : 
السؤال الثانى عملى محض وهو فى الحقيقة مايلى : ماهو عدد العمليات الحسابية 


Na‏ احبر الخطى و تطبيقاته 


التي تتطلبها عملية الحذف من أجل نظام من n‏ معادلة في n‏ مجهو ل ؟ إذا كان Sn‏ | فان 
الحاسوب ينوب عنا باجراء العمليات (يمكنك أن تجد برنامجاً جاهزاً أو تستخدم النظام 
الموجود في الملحق ج) . بما أن جميع الخطوات معروفة » فانه يمكننا تقدير عدد العمليات 
التى على الحاسب أن يقوم بها. لنتجاهل لفترة» الأطراف اليمنى للمعادلات ولنعد 
فقط العمليات المتعلقة بالأطراف اليسرى . هذه العمليات من نوعين : النوع الأول 
هو القسمة على المحور وذلك لمعرفة أى مضاعف (لنقل )١‏ للمعادلة المحورية» يجب 
طرحه . في الحقيقة» من أجل طرح معادلة من أخرى» سنواجه» باستمرار» تركيب 
ضرب _طرح ؛ نضرب حدود المعادلة المحورية بالعدد/ ويطرح ELJI‏ من معادلة تقع 
Aga‏ 

لنفترض أننا قد اتفقنا أن نعتبر كل عملية قسمة وكل ضرب ‏ طرح عملية 
واحدة. فى البدء » إذا حوت المعادلة الأولى n‏ حداً فاننا نحتاج إلى 7 عملية لكل صفر 
نرغب الحصول عليه فى العمود الأول واحدة لايجاد المضروب 1والبقية لايجاد العناصر 
bol de stl‏ فا وسط اعت الط الأول» لذأ Sed e‏ 
الأولى من عملية الحذف تتطلب «2-(1- n(n‏ عملية . (إليك طريقة أخرى من أجل 
on‏ يجب تغيير جميع العناصر التي عددها ”عدا العناصر الواقعة في السطر الأول 
والتى عددها ۸) . لنلاحظ أن المراحل التالية ستكون أسرع من سابقتها وذلك OV‏ 
المعادلات تأخذ بالقصر وعندما يصبح الحذف مقصوراً على » معادلة» فاننا نحتاج إلى 
۸-۸ من العمليات فقط لجعل معاملات هذه المعادلات الواقعة تحت المحور أصفاراً ‏ 
بالمحاكمة ذاتها التى أجريت في الخطوة الأولى عندما كان » -4. بالجمع. ad‏ ان 
العدد الكلى لغتمليات اللأطراف Spd‏ للمعادلات هو مجموع الحدود k-k‏ على 
جميع قيم ممن !إلى ۸ : 


2 58 2) _ n(n + jan D _ nti) _ محم‎ 
..+n *) = (1 ane ا‎ aaa 


المصفوفات والحذف الغاوسي ۲١‏ 


مربعاتها. إذا عوضنا 1= 2,۸ = ۸, 100= ۸ فى القانون. فان الحذف التقدمى لایحتاج 
إلى خطوات أو يحتاج إلى خطوتين أو مايقارب ثلث مليون خطوة (وهذا يعني ١‏ 
ثانية لنظام جيد في ٤‏ ۶) الأمر المهم هو النتيجة : 

إذا كان ۸ كبيراً ob‏ العدد 07/3 = م تقدير جيد لعدد العمليات. 

إذا جعل حجم النظام ضعفين وكان قليل من المعاملات أصفاراً فان التكلفة 

تعد عملية eel ll ay gall‏ أسرع بكر الجهول الأخير يعرف بعملية 
واحدة (القسمة على المحور الأخير) ويحتاج المجهول الذي قبله إلى عمليتين . وهكذا 
يكون مجموع عمليات التعويض التراجعى . 


: 39 
n(n + 1) _ n 
5 ~ 


| + 2 + ... + 0 = 


pa 


سنرى أن ٩/2‏ ۸ خطوة أخرى تهىء الطرف الأيمن إلى التعويض التراجعى. لذا 
فان الطرف الثاني مسؤول عن 2 /17: عملية › وهدا أقل بكثير من 17/3 للطرف الأيسر . 

مزل OLE‏ سنال e‏ كان ma‏ جح الور Cm‏ تقريباًء أن هذه الأعداد aLa‏ لية au‏ 
أو بقول آخر إذا وجدت مجموعه ۸ معادلة فى 1 مجھهو al Y‏ لايمكن ايجاد حل لها 
بأقل من 73 عملية ضرب . (لقد وجدت نظريات لبرهان ذلك ولكنها لم تأخذ بعين 
الاعتبار جميع الطرائق الممكنة) . فرة المد هى أنه قدتم إثبات خطأ هذه الظنون ويو جل 
PP? St ah, be Lie‏ وع Te pd‏ سداق dies, ol US‏ قن يقلي 
| لتجهين من فضاء دي بعدين يحتاجان إلى A‏ عمليات » ولكن يمكن إجراء 
ذلك بسبع وا ذلك يخفضص لأس من 8 log‏ الذي هو 3 log,J= 2.8 val‏ - يؤذق هلا 
الاكتشاف إلى جهد ضخم لايجاد أصغر قوة ممكنة ل ١‏ لقد انخفض أخيراً الأس (في 
مركز أبحاث UBM‏ إلى أقل من 25 حيث بقى كما MES‏ مسن حظ الحذف. 


)1( بمساعدة زوريخ وصل إلى أخفض من ۲,۳۷۹ . يظهر أنه يتوقع كثيراً أن يكون الحد الأدنى أنه 
لايوجد عدد بينهما له مظهر خاص . إن ذلك فعلاً رأي شخصي . 


الثابت © كبير جداً والبرمجة محيرة جداً بحيث لن يكون للطريقة» إلى حد كبير (أو 
بصورة كاملة) سوى فائدة نظرية . المسألة الأكثر حداسة هى معرفة تكلفة طرائق عديدة 


cpt 


gb ١-۳-١‏ الحذف والتعويض التراجعى لحل 
3 30 
4u-Sv+w=7‏ 
lu- v-3w=5.‏ 
ماهي المحاور؟ اذكر ثلاث عمليات طرح مضاعف سطر من آخر . 
۲-۳-١‏ من أجل النظام : 
u+t+v+w=2‏ 
u+3v+3w=0‏ 
u + 3v + Sw = 2.‏ 
ماهو النظام المثلثي بعد الحذف التقدمى وماهو الحل؟ 
۳-۳-١‏ حل النظام التالى وأوجد المحاور 
0= و = Mi‏ 
-u +2v - w =0‏ 
0= ج - -v+2w‏ 
-w+2z=5.‏ 


يكتك جعل الطرف الأيمن Lele I> poe‏ (وإهمال als‏ 1 ححتی 


ايجاد الحل) . 


i 


0-8-١ 


المصفوقات والحذف الغاوسي YY‏ 
طبق الحذف على النظام 
u+ v+w= -2‏ 
3u+3v-w= 6‏ 
u- v+w=-l.‏ 
عندما يظهر صفر في موضع محور. بادل بين تلك المعادلة مع التي حتها 
ثم تابع الل . ماهو معامل « الذي يجب وضعه في المعادلة الثالثة عوضاً 
عن المعامل الحاضر (1-) لتصبح المتابعة مستحيلة» ويجعل الحذف 
حل بالحذف نظام المعادلتين : 
x-y= 0‏ 
3x +6y = 18.‏ 
ارسم مخططا يمثل كل معادلة بمستقيم في المستوي x-y‏ يتقاطع 
المستقيمان عند الحل . أضف أيضاً » مستقيماً آخر » وهو بيان الشكل 
الجديد للمعادلة الثانية الذى يظهر بعد الحذف . 
اوجد ثلاث قيم ل ۾ بحيث يكون الحذف من أجلها فاشلاً» دوماً أو 
مؤقتاً. وذلك فى النظام : 
au+ve= |l‏ 
Au +av - 2‏ 
يمكن إصلاح فشل الخطوة الأولى بمبادلة بين السطرين ‏ ولكن لن يكون 
ذلك من أجل - فشل الخطوة الأخيرة . 
)1( إذا كان سطرا 4 الأولان متساويين» متى يكن للحذف أن يكتشف 
أن 4 شاذة؟ أعط مثالاً من النوع 3X3‏ يسمح ببادلة أسطر . 
(ب) إذا كان العمودان الآولان من 4 متساويين» متى يكن للحذف أن 
يكتشف أن 4 شاذة؟ 


vs 


A-Y—\ 


P= 


١٠١5-١ 


1١ 2 


الخبر الخطى وتطبيقاته 


كم عدد عمليات الضرب - طرح التي يجب إجراؤها لحل نظام من 
المرتبة 600 =۸ ؟ كم عدد ثوانى العمل فى ©« الذي يمكنه اجراء 
٠‏ عملية في الثانية أو في VAX‏ حيث يمكن اجراء 6٠٠٠١‏ عملية 
في الثانية أو في CRAY X-MP/2‏ حيث يمكن اجراء VY‏ مليون عملية في 
الغانية؟ 
(إن في ذلك دقة ثنائية اعتقد أن CRAY‏ أرخص e‏ إذا كنت قادراً عليه . ) 
صح أو خطأ : 
C)‏ إذا ابتدأت المعادلة الثالثة بمعامل صفري (تبداً ب “0 ) فانه لن يطرح 
teas‏ اللعاؤلة )1( 2 - اللعادلة )¥( 
(ب) إذا كان المعامل الثاني فى المعادلة (۳) صفراً (تحوي COv‏ فانه لن 
يطرح مضاعف للمعادلة (Y)‏ من المعادلة (*) . 
(ج) إذا حوت المعادلة الثالثة «0, 0 » فانه لن يطرح مضاعف 
للمعادلة الأولى أو للمعادلة الثانية من المعادلة (7) . 
(اختيارى جداً) تضم عادة ضرت عدذين مركيين 

(a + ib) (c +id) = (ac - bd ) + i (be + ad )‏ 
أربع عمليات ضرب ci Malone .ac,bdibead‏ هل كنك حساب 
المقدارين 44 + ac-bd be‏ بثلاث عمليات ضرب فقط ؟ (يمكنك القيام 
بعمليات جمع مثل تكوين a tb‏ قبل pall‏ دون حظر) . 
استخدم الحذف لحل : 


u+ v+ w= 6 ut v+ w= 7 
u+2v+2w=1l و‎ u+2v + 2w = 10 
2u-+ 3v- åw= 3 2u+ 3v-4w= 3 


التمارين الأخيرة تعطى خبرة فى انشاء المعادلات الخطية . أفرض : 
أ أن ۸٠‏ فى المائة ممن يكونون فى بدء السنة فى كاليفورنيا يبقون فيها 
و١7‏ فى GU‏ يخر جون منها. 


] Sad, i 


1 ا 


ب وأن 4١‏ فى BU‏ تمن يبدؤون سنتهم خارج كاليفورنيا يبقون فيها 
بينما يدخل ٠١‏ في المائة منهم إليها . 
إذا علمنا الوضع في البدء» يوجد ٠٠١‏ مليون خارج كاليفورنيا و ٠١‏ 
مليون داخلهاء فمن السهل أن نجد العددين «.» الممثلين لما في كاليفورنيا 
وخارجها في نهاية العام . المسألة الحقيقية هي العودة إلى الخلف وحساب 
وضع الإنطلاق بمعرفة الوضع النهائي . 

9 (200,000,000) + .2 (30,000,000) = u 

.1 (200,000,000) + .8 (30,000,000) = v 
مليوناً فى نهاية السنة.‎ Y ١ًايواسم مليون و«‎ ٠١٠١ إذا كان » مساوياً‎ 
. غير مطلوب)‎ JEN ضع المعادلات الضرورية لايجاد «.» في بدء العام‎ 
فى ٻدئه» فما هي‎ U,V في نهاية العام مساو ی ل‎ uv إذا كان‎ 
DUN المعادلات التى نحصل عليها ؟ وما هي نسبة » إلى « في هذه‎ 
wearer) ca) 


٠-١‏ الرمز المصفوفى وضرب المصفوفات 

حتى OV‏ ومن أجل مثالنا ۴×۳ كنا قادرين على كتابة جميع المعاد لات كاملة . 
ولقد تمكنا أيضاً من سرد كل خطوات الحذف بالتفصيل وهى طرح مضاعف لمعادلة 
من أخرى وذلك لوضع النظام بشكل مثلثي . لكن عملية الحذف على هذا النحو تصبح 
مستحيلة حينما يكون نظام المعادلات كبيراً ما يجعل صياغة مختصره lyel‏ ضر و ريا . 
سنقدم الآن الرمز المصفوفي لتمثيل نظام المعادلات الأصلي ونقدم أيضا ضرب 
المصفوفات وذلك لوصف العمليات التي تجري بصورة أكثر سهولة . 
لنذكر أن.في مثالنا 


2u + v+ewe= 5 
(\) du - v Sa 


-2u +7v+2we= 9 


yl YA‏ الخطي وتطبيقاته 


تظهر ثلاثة أنواع من المقادير . في الطرف الأيسر تقع المجاهيل uvw‏ وفى الطرف 
الأيمن يقع المتجه b‏ وأخيراً مجموعة تسعة معاملات عددية تقع في الأطراف اليسرى 
(قد يصدف أن واحداً منها صفر) . من الطبيعى أن BE‏ المجاهيل الثلاثة بمتجه : 


ou 


= = 


أما ما يتعلق بالمعاملات المصطفة فى ثلاثة أسطر وثلاثة أعمدة فان أفضل شكل 
لها هو مصفوفة ثلاثة في ثلاثة تدعى مصفوفة المعاملات : 


A‏ مصفوفة مربعة وذلك OY‏ عدد المعادلات متفق مع عدد المجاهيل . بصورة 
أعم ٠‏ إذا وجدت n‏ معادلة فى n‏ مجهولاً فسيكون لدينا مصفوفة معاملات مربعة من 
المرتبة ” ذات « سطراً و ۸ عموداً. بصورة أكثر عمومية» يمكننا أن نحصل على m‏ 
معادلة و ۸ مجهولاً. فى هذه الحالة» تكون المصفوفة مستطيلة ذات m‏ سطراً n‏ عموداً. 
بقول آخر إنها مصفوفة من النوع Xn)‏ ) . 

تجمع مصفوفة إلى أخرى أو تضرب بعدد كما يجري ذلك من أجل المتجهات 
حيث نتعامل مع كل مركبة لوحدها. بالفعل يمكننا أن ننظر إلى المتجهات على أنها 
حالات خاصة من المصفوفات؛ هي مصفوفات ذوات عمود واحد. كما هو حال 
المتجهات, يمكن جمع مصفوفتين فقط في حالة كونهما من نوع واحد : 


سوف نستخدم فيما يلي الرمز التالي . نقترح كتابة النظام )١(‏ ذي المعادلات 
الثلاث والمجاهيل الثلاثة بالشكل المصفوفى المبسط cS . Ax=b‏ ذلك بصورة مفصلة 
على | شک : 


= 
—~ 


1 [ 5 
6 0 2 
72 9 


نم طب دم 


i 
Y 
WH 


الطرف الأيمن واضح بصورة كافية » إنه المتجه العمود «للحدود غير المتجانسة» . 
als E LI‏ مكو نه ley eer aol‏ السار pall‏ 33م بجت 


تعريف هذا الضرب بحيث ينتج عنه النظام الأصلي . لذا يجب أن تنتج أول مركبة لهذا 
الجداء من ضرب أول سطر من 4 في المتجه العمود × : 


(Y) 2 1 1 | 


يساوي ذلك المركبة الأولى من b‏ ؛ Qu tvtw=S‏ هي المعادلة الأولى من نظامنا . 
تتعين المركبة الثانية من الجداء ×4 بالسطر الثاني من 4 إنها 6v‏ - »4 أما المركبة الثالثة 
فانها تنتج عن السطر الثالث . إذاً المعادلة المصفوفية Arab‏ هي » بصورة دقيقة» مكافئة 
للمعادلات الآنية الثلاث التي انطلقنا منها . 

العملية الظاهرة في المعادلة )1( أساسية في كل ضرب مصفوفي . ننطلق من 
مجه سط ومتجه عنود من سعة واخدة ويكون الجخذاء lode‏ ضرقاً. تذعى هذه الككمية 
الجداء الداخلى للمتجهين . «Td gt‏ إن جداء مصفوفة 1×۸ التى هى متجه سطرء 
فى مصفوفة 1× on‏ المعروفة بمتجه عمود» هو مصفوفة 1×1 : 


ا(2 ا !ل 1 32 


YA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


يؤكد ذلك أن الحل المقترح )11,2( = يحقق المعادلة الأولى . 
إذا نظرنا إلى جميع الحسابات» في ضرب مصفوفة فى متجه» فان هناك طريقتين 
لاجراء ذلك . الأولى متابعة سطر في كل مرة . نركب كل سطر من المصفوفة مع المتجه 
لينتج مركبة من الجداء . يوجد BW‏ جداء ات داخلية» عندما توجد ثلاثة أسطر : من 
أجل المثال : 
پا لا سطر : 


tigla re TE ao) 3 
اح عم‎ 5 6 5 | |) 5| 313.2 40.5 43.0 lelg]. 
1141/10 ا‎ 41.8 44.6 7 


هكذا يشرح الأمر› عادة» لكن الطريقة الثانية لاتقل عن هذه أهمية › وهي في 
الواقع أكثر أهمية . إنها تجري الضرب : عمود في كل مرة . نحصل على Ax‏ دفعة واحدة 
وهو تركيب في الأعمدة الثلاثة ل 4 : 


Ai. 


Ax =? +5 | +0 = 


| | 6| |7 
3 0 3 6 
| 1 4 7 

الجواب هو مثلاً العمود ٥+)١(‏ أمثال العمود(7) . إنه يقابل «الصورة العمودية») 
للنظام الخطي Ar=b‏ . إذاكان للطرف الأيمن المركبات 7,6,7 فان للحل + المركبات 2,5,0 . 
طبعاً تتفق الصورة السطرية مع ذلك . (وعلينا أخيراً أن نقوم بالعمليات ذاتها) . 

نستخدم قاعدة العمود باستمرار وفى كل مكان فى هذا الكتاب» لذلك نعيد 
ذكرها LSU‏ : 

AY) باستخدام الأعمدة كاملة كما هو ظاهر في‎ Ax أ يكن إيجاد الجداء‎ ١ 
ولذلك» فإن ×4 تركيب خطي لأعمدة 4. المعاملات التى تضرب بالأعمدة هي‎ 
HGS هر‎ 


إذا أردنا أن نستخلص قاعدة Uk‏ للضرب في WE tan‏ نحتاج إلى رمز لكل 


عنصرفى 4 تمكن قراؤ ته بسهولة . إذا وفع عنصر من ۸ في السطر ذي الرقم : والعمود 
ذي الرقم alte WE‏ بالرمز a,‏ يعطي الدليل الأول رقم السطر ويعطي الدليل الثاني 
رفم العمود : (فى المصفوفة السابقة . 3,8,=6= cols Is] (la‏ 4 من النوع QU m Xn‏ 
¡ يتحول من 1 إلى "” و زريتحول من | إلى «» و بالحملة إن للمصفوفة m Xn‏ عنصر | 
مكونة نظاماً مستطيلاً» ,4 يقع في الزاوية اليمنى الدنيا . 

ويكفي دليل واحد لكل Jas ys‏ ؛ تمثل مركبته ذات الرقم ربالرمز د (فى الضرب 
السا eel)‏ ضع اك مدال يكتب عادة × على صورة متجه عمود يشبه مصفوفة من 
النوع 4١‏ لكن يطبع في بعض الأحيان بصورة سطر. مثل )2,5,0( = x‏ . وحود 
القوسين والفواصل يبين أن ذلك ليس مصفوفة من النوع 1×3 . إنه متجه عمود لكنه 
SI‏ على وجهه مؤقتا . 

مر أجل تمثيل الحداء e Ax‏ يمكننا استخدام رهق التجميع سيغما sigma‏ :)2( 


Ax من‎ I هى المركبة‎ L ayx, 


ينتقل هذا المجموع على طول السطر: من 4 مكوناً الجداء الداخلى لهذا السطر 
بالمتجه × . يعطي الدليل زجميع القيم من | إلى ومن ثم يضيف النتائج _المجموع 
هو tate ta,x,‏ × ره . نلاحظ من جديد أن طول السطر sse)‏ أعمدة (A‏ يجب أن 
يساوي عدد مركبات ×. مصفوفة من النوع ۸× m‏ تضرب بمتجه ذي n‏ بعداً (تعطي 
متجهاً ذا m‏ بعداً) . التجميع يبسط العمل وذلك بكتابة كل شيء كاملاً» ولكن ليس له 
جودة الترميز المصفوفي”'' 


a ijxj أو‎ ijxj أدخل انشتاين «الرمز التنسوري» حيث يعني تكرار الدليل تجميعياً . لقد كتب‎ (O) 


يدون الرمز 2 . 


ae‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


الشكل المصفوفى لإحدى خطوات الحذف 

استخدمناء حتى AK COV‏ مختز Y‏ مناسباً للنظام الأصلى هو Ax=b‏ ولكن 
ماذا نستخدم من أجل العمليات التي نجريها خلال عملية الحذف ؟ في مثالناء تقوم 
الخطوة الأولى بطرح جداء المعادلة الأولى بالعدد (2) من المعادلة الثانية وتؤدي هذه 
ا لخطوة» في الطرف الثاني إلى ضرب المركبة الأولى من ط بالعدد )2( أيضاً وطرح 
EU‏ من المركبة الثانية . ندعي Lil‏ نحصل على هذه النتيجة ذاتها إذا ضربنا المتجه b‏ بالمصفوفة 
الأولية التالية ; 


نلاحظ أن المركبتين الأولى والأخيرة 5,9 تبقيان كما هما (بسبب الشكل الذي 
اخترناه للسطرين الأول والثالث من AS MCE‏ الجديدة الثانية هى 12- وذلك ماظهر 
بعد الخطوة الأولى من الحذف . 

من السهل وصف المصفوفات التي تشبه 8 والتي تنفذ مختلف خطوات الحذف . 
نلاحظ أيضاً أن «مصفوفة الوحدة» لاتقوم (في الضرب) بأي عمل . 

١ب‏ المصفوفة التي تبقى (في الضرب) أي متجه كماهو» هى مصفوفة الوحدة 
I‏ مكونة من وحدان على قطرها وأصفار في المواقع الأخرى . المصفوفة التي تطرح 
مضاعفاً ؛ للسطر j‏ من السطر : هي المصفوفة الأولية E‏ مكونة من وحدان على 
bill‏ وبالعدد 1- عند تقاطع السطر i‏ مع العمو دز( بقية العناصر أصفار ) . 


المصفوفات والحذف الغاوسى ١‏ 
0 1 
1 0 
0 0 


دروم و | l=‏ 


0 100 
0 01 0 
l -1 0 I 


مثال 
إذا ضربت أى متجه b‏ بمصفوفة الوحدة فانك تحصل من جديد على 5. إن ذلك 
يشبه الضرب بالعدد )١(‏ : = ([. إذا ضربت » lege‏ عن ذلك» بالمصفوفة Ey‏ 
فانك تحصل على by b,)‏ رط, Enb = (b,‏ . إنها عملية نموذجية على الطرف الاين من 
المعادلات . والشيء المهم هو ماذا يحصل في الطرف الأيسر. 
للمحافظة على المساواة علينا أن نطبق العملية ذاتها على طرفي المعادلة Ex =b‏ 
أو بقول آخرء علينا أن نضرب من اليسارء المتجه Ax‏ بالمصفوفة E‏ . مصفوفتنا الأصلية 
E‏ تطرح جداء العدد (Y)‏ بالمركبة الأولى من المركبة الثانية تاركة المركبتين الأولى والثالثئة 
ثابتتين . بعد هذه الخطوة يظهر النظام الجديد الأبسط (المكافىء للنظام القديم) وهو E‏ 
(Ax (=۴‏ . إنه نظام أبسط بسبب الصفر الذي أحدث تحت المحور وهو مكافىء لأنه 
يمكننا أن نعود إلى النظام الأصلى (باضافة جداء العدد(2) بالمعادلة الأولى إلى الثانية) . 
لذا فان لهذين النظامين الحل نفسه × . 


ضرب المصفوفات 

نصل الآن إلى المسألة الأكثر أهمية : كيف نضرب مصفوفتين . لدينا من قبل 
مفتاح جزئي لهذا الأمر وذلك من خلال طريقة الحذف . نعرف مصفوفة المعاملات 
الأصلية وإلى ماتؤول بعد الخطوة الأولى من الحذف» ونعرف أخيراً المصفوفة × التي 
تنفذ هذه الخطوة . من أجل ذلك نرغب أن يكون : 


EA = 


زم بم انم 


1-3 
43 
7 3 


يظهر أن السطرين الأول والثالث بقيا كما هما في FA‏ بينما طرح ضعفا السطر 
الأول من الثاني . إذاً الضرب المصفوفي متوافق مع عمليات السطر في الحذف . يمكننا 


YY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


als‏ هذه النتيجة Le}‏ بالصورة ۴=( ×۸) ۴» بضرب SE‏ لطرفي Gllas‏ أو 
بالشكل (EA Eb‏ لقد كونت المصفوفة الجديدة LE » EA‏ بالصورة التى توافق 
هذه المعادلات . بقول آخر القوسان غير ضروريين ويمكننا أن نکتب VEAx=Eb‏ . 

هناك حاجة أخرى من ضرب المصفوفات : نعرف OVI‏ كيف نحرى الضرب Ax‏ 
لصفوفة في متجه» وعلى التعريف أن يبقى متسقاً مع مثل هذه الحالة . عندما تتكون 
مصفوفة 8 من عمود واحد Olx‏ على مصفوفة الجداء AB‏ أن تكون متطابقة مع متجه 
الجداء n Ax‏ من المفضل أن تسير الأمور إلى أبعد من ذلك : عندما تحوى المصفوفة B‏ 
أعمدة متعددة؛ مثل ,×, sx,‏ × فاننا نتوقع أن تكون أعمدة AB‏ هي بالضبط 

AX,‏ وراد ,×4 لذا يصبح ضرب المصفوفات واضحاً تماماً؛ يمكننا أن نعتبر المصفوفة 
B‏ مكونة من عدد من الأعمدة المتتابعة ويمكننا أن نأخذ كل واحد منها منفرداً . يكن 
استخدام هذه القاعدة من أجل المصفوفتين المضروبتين أعلاه . يساوي العتهود الأول 
من EA‏ جداء E‏ في العمود الأول من oA‏ نعمل بهذه الصورة في بقية الأعمدة. 


)( )( 


() | 
| 0 
لنلاحظ أن مطلبنا الأول كان اجراء عمليات سطر بينما يتعلق المطلب الثاني 


| 2 3| 
2 4l=| O|. 
0 3 -2 


بالأعمدة. أما الأسلوب الثالث فهو وصف كل عتضر من AB‏ بضورة متفردة. کون 
الواقع توجد قاعدة واحدة CAKE‏ ولست متأكداً ممن اكتشفها. ليس من الممكن أن 
نضرب آي مصفوفتين A‏ و8 ؛ إذا كانتا مربعتين» كما في مثالنا فان عليهما أن تكونا من 
حجم واحد وإذا كانتا مستطيلتين فان من الضروري أن لاتكونا من النوع ذاته بل يجب 


أن يكون ste‏ أعمدة A‏ مساوياً عدد أسطر 8. عندئذ فقط ھک ضر WH‏ 4 بكل عمود من B‏ 


)\( إن ذلك هو الخاصة التجميعية 2x(4x4) =(2x3)x4‏ الأمر ree‏ اقا بحيث من الصعب 
تصور L‏ ا من الممكن أن يظهر الأمر نفسه من أجل «الخاصة التبديلية» 3x2‏ = 3 ولكن 
هذه الخاصة خاطئة فعلاً من أجل المصفوفات . 


منفرداً. بقول آخر إذا كانت 4 من النوع Bymxn‏ من النوع axr‏ فان الضرب 
SE‏ وسيكون الحداء AB‏ مصفوفة من النوع × . 

سنصف OY‏ كيف ad‏ العنصر الواقع في السطر : والعمود زفي 48 . 

١‏ ج العنصر ز. : من 48.هو الجداء الداخلى للسطر ¡ من ۸ والعمود زمن 8. من 
أجل المثال الظاهر في الشكل A-‏ 


(AB دوز‎ = a3 5 در‎ + ayb + 33035 + ردك‎ 43. 


حت da‏ حك "د 


3 by 4 matrix ١ 4 by 2 matrix 3 by 2 matrix 


aa 


| 411 AQ Giz AT | 


ee سے‎ 
| 421 هوهق‎ d4 | 


C) @) 9 : 


bai baz) P | 


شكل (۱ - )٦‏ توضيح لضرب المصفوفات . 


ملاحظة نكتب 48 عندما لايكون لهاتين المصفوفتين آي دور خاص فى عملية 
الحذف . لقد كان مثالنا القريب EA‏ بسبب المصفوفة الأولية $E‏ سنجد فيما بعد PA‏ أو 
LU‏ أو LDU‏ أيضاً. فى كل حالة نستخدم القاعدة العامة نفسها لضرب المصفوفات . 
مثال ١‏ 


العدد 17 مثلاً هو (5) (3) + (1) )2( وهذا هو الجداء الداخلى للسطر الأول من 
المصفوفة الأولى بالعمود الأول من الثانية . أما العدد 8 فهو (1-) (0) + (2) (4) وهو EU‏ 
عن السطر الثاني من المصفوفة الأولى والعمود الثاني من الثانية . العمود الثالث من B‏ 
مكون من أصفار وهو كذلك أصفار في 48 . 


مثال ۲ 


تأثير المصفوفة اليسرى هو المبادلة بين سطرين في المصفوفة اليمنى . 
Tali‏ 


BI =B. هما‎ - 4 


تبقي مصفوفة الوحدة كل متجه كما هو وتبقي أيضاً كل مصفوفة كما هى : 
مثال ٤‏ 


a b 
2a + 3c 2b+ 3d) 


api. 
c dl 


بالأعمدة: يوضح هذا المثال الخاصة التى تأملنا وجودها قبل قليل . إن 8 مكونة 
من عمودين متتابعين وإن ۸ تضرب كل منهما على انفراد . لذا فإن كل عمود من AB‏ 
سيكون تر كيبا لأعمدة 4. تماما كما في ضرب مصفوفة c amig‏ أعمدة 4 مضروبة بعناصر 
من 1. العمود الأول من 48 هو جداء t‏ بالعمود(١)+‏ جداء fc)‏ بالعمود(7). 

نتساءل OYI‏ عن أسطر AB‏ يكن للضرب أن يعمل مع سطر في كل مرة. 
يستخدم السطر الثاني من الجواب العددين 2,3 من السطر الثاني من A‏ بضرب هذان 
العددان سطري B‏ لنحصل dl de‏ 51+31 ]2 . بصورة مشابهة . يستتخدم المنطر 
الأول من ltl‏ العددين 1,0 ليعطي [4 ]0+[ .1]١ b‏ تماماً كما في الحذف» كل 
سطر من AB‏ تر كيب في أسطر B‏ . 

سنجمل فيما يلي الطرائق الثلاث للتعبير عن ضرب مصفوفتين . 

(۱) کل pare‏ من AB‏ هو جداء سطر في عمود : 


. 8 العمود زمن‎ GA السطر : من‎ = (AB), 
: هو جداء مصفوفة فى عمود‎ AB كل عمود من‎ (Y) 
B مضروباً بالعمود زمن‎ A = 48 العمود رمن‎ 
: هو جداء سطر في مصفوفة‎ AB كل سطر من‎ (Y) 
. 8 من 48 - جداء السطر زمن 4 في المصفوفة‎ i السطر‎ 
تفيد هذه الملاحظة لتحقيق خاصة من خواص ضرب المصفوفات . لنفرض أن‎ 
من الممكن أن تكون مستطيلة» ولنفرض أن أنواعها‎ A, 8, © لدينا ثلاث مصفوفات‎ 
يساوي على الترتيب‎ AB تسمح بضربها بهذا الترتيب: عدد الأعمدة في كل من‎ 
: عددالأسطر فى كل من © , 8؛ عندئذ تتحقق الخاصة التالية‎ 
(AB) C=A (BC) ضرب المصفوفات تجميعي‎ ه-١‎ 
إذا فر ضنا أن © مجر د متجه (مصفوفة ذات عمود واحد) فان ذلك هو المتطلب‎ 
إن ذلك هو القاعدة الأساسية كاملة لضرب‎ (BA (× =E (Ax) الذي قدمناه سايقاً‎ 
المصفوفات . إذا كان للمصفوفة © عدد من الأعمدة فان علينا أن نعتبرها موضوعة‎ 
الواحد تلو الآخر ونطبق هذه القاعدة عدة مرات . لذا فان الأقواس غير ضرورية عندما‎ 
نضرب عدداً من المصفوفات بعضها بالبعض الآخر . يمكن التحقق من ذلك بمقارنة‎ 
ON ؛)۲٠-٤-١ ؛ (التمرين‎ 4 (BC) مع العنصر المقابل له من‎ (AB (© كل عنصر من‎ 
; سنرى لاذا الرمز المصفوفى هو المفضل‎ 
نريد أن نتوصل إلى الرابطة التي تقع بين ضرب المصفوفات وطريقة الحذف.‎ 
ولكن هناك خاصتان أخريان علينا أن نقدمهما أولا-يتمتع الضرب المصفوفي بالأولى‎ 
: منهما بينما لا يتمتع بالثانية . الخاصة التي يحققها هي‎ 
: ضرب المصفوفات توزيعي على جمعها‎ و-١‎ 
A(B+C ) =A B+AC ,(B+C)D=BD+CD 
© من الواضح أن أنواع هذه المصفوفات يجب أن تكون متوافقة كما ينبغي كون‎ 
جمعهما . أما2 و 4 فان عليهما أن تكونا قابلتين للضرب‎ GSE و8 من نوع واحد لكي‎ 
. من اليمين ومن اليسار على الترتيب . برهان هذا القانون عمل مضجر‎ BHC في‎ 


se‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 

أما الخاصة الفاشلة في هذا المجال فهى ذات أهمية أكبر : 

5-1 ضرب المصفوفات غير إبدالى : بصورة عامة FE#EF‏ . 

مثال 0 نفرض أن 8 هي المصفوفة التي قدمت أعلاه والتي تقوم بطرح ضعفي 
المعادلة الأولى من الثانية ولنفرض أن ۴ هي مصفوفة الخطوة التالية » إنها تجمع السطر 
)١(‏ إلى السطر (۳) ؛ 


1 Û 0 EEE 
E=|2 1 0| و‎ F=|0 1 0| 
0 0 1 CEEI 
: هاتان المصفوفتان تشادلان‎ 
1 0 0 
Erala 1 0| =FE 
101 


بقوم هذا الجداء بخطوتين» بكلا الترتيبين» أو بهمامعاًء لأنه فى هذه الحالة 
ليس للترتيب أي تأثير . 

مثال ٦‏ نفرض BOI‏ هي نفسها لكن © هى مصفوفة الخطوة الأخيرة-إنها تضيف 
السطر ۲ إلى السطر 1. الترتيب الآن ينتج اختلافاً ؛ في حالة أولى» عندما نطبق E‏ ثم 
G‏ فان المعادلة الثانية تتغير قبل أن تؤثر فى الثالثة . إن ذلك هو الترتيب الذي سد الحاجة 
في الحذف . تؤثر المعادلة الأولى في الثانية التى تؤثر فى الثالئة . إذا جاء ت E‏ بعد 
فان المعادلة الثالثة لا تتأثر بأي شىء من قبل الأولى . يمكنك أن تلاحظ وجود صفر 
في الموضع (3,1) من EG‏ بينما هو 2- فى 6٤‏ : 


لذا فان GE‏ ± 506 . من أجل مثال كيفي سيقع » على الأغلب» الشيء ذاته - 
معظم المصفوفات غير تبديلية ‏ لكن المصفوفات الواردة هنا ذات معنى خاص . هناك 
سبب لكون EF =FE‏ وسبب لكون E626٤‏ . يستحق ذلك أن نأخذ خطوة اضافيةء 


لكى نرى ماذا يحدث لمصفوفات الحذف الثلاث فى الوقت ذاته : 


|1 0 0 ١ oo] 
GFE=|-2 10] 4 EFG=|2 1 øl 
"SE 1 | 1 


إن الجداء GFE‏ هو بالترتيب الصحيح للحذف . إنها المصفوفات التي تنقل المصفوفة 
الأصلية ۸ إلى المصفوفة المثلثية العليا U‏ . سنراها من جديد في البند التالي . 

المصفوفة الأخرى EFG‏ ألطف» لأنه» فى هذا الترتيب» لم يختل نظام الأعداد 
2 من نلو ا من lak‏ من E‏ بقيت مرتبة في الحداء . لسوء الحظ إنه الترتيب الخاطىء من 
أجل الحذف . لكن لحسن الحظ إنه الترتيب الصحيح لعكس خطوات الحذف» الذي 
ol.‏ أيضا فى الد الال . لامكل أن جداء مغر Gut‏ متلفيمين ذثيازين هو ايشا 


۱-٤-١‏ احسس الحداءات 
å 0 1 |3 ] 2251| 5 7‏ 
.21و2 © 01 Ol EIS‏ 1 5 
|31 ا 3 l4 25 ilsi” loo Ll‏ 


12>) 


y-t) 


ارسم جو ران متعامدين وارسم في eed evr ja‏ النقطتين x=0,‏ 


3= 2ه × . اجمع هدين المت 
استخدم سردا فى JS‏ مره نخسا الحداءات 


l4 1l, li 2 FI 4 3 
45ا1‎ of) alé 6| 
E Ts Vie 18 9 


أوجد الجداءين الداخليين والجداء المصفوفى : 


TA 


امج عق 


Y-i- 


A= imi 
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fi 2 1 ¿li 2 2 Be 5 1il 

I| 12‏ 7 | 
الأولان يعطيان طول متجه (مربع) 
إذا كانت مصفوفة من النوع m Xn‏ مضروبة بمتجه ×ذي « بعداًء فما هو 
عدد فما هوعدد العملبات التى يحويهاذلك ؟ olga sts gales‏ 
العمليات إذا ضربت #بمصفوفة من النوع م<مر؟ 
احسب الحداء : 


| 


Ax = | 


2 ]|0 6 
.| 1 ]| 2- 2 
)1 [| 1- 1- 
من أجل هذه المصفوفة» أوجد × متجه حل النضام 0= ×۸» حيث الطرف 
الثاني أصفار في المعادلات الثلاث . هل يمكنك أن تجد أكثر من حل 
واحد؟ 

أكتب المصفوفتين 8, 4 من النوع 3×2 واللتين عناصرهما على الترتيب 
ا 

عبر عن ال جداء الداخلي لمتجه السطر (..... ,از ,0 = « في المتجه العمود 
ox‏ بصورة التجميع . 

أعط أمثلة من النوع 3 (سوى 0 = (A‏ لمايلى 

(آ) لمصفوفة قطرية : 0 - .» إذا كان زع ¡ ؛ 

(ب)لمصفوفة متناظرة : »= »لكل نوز ؛ 

)>( لمصفوفة مثلثية عليا :0 - lja‏ كان ز< : ؛ 

(د) لمصفوفة متناظرة تخالفية : ,4- - ره لكل :وز ؛ 

هل البرامج الحزئية التالية تجري Ax pall‏ وفق الأسطر أو الأعمدة ؟ 


تاهآ 


A a 


=~} 


vA الغاوسى‎ sit المصفوفات‎ 


DO 10T=1,N DO 10J = 1,N 
DO 101- 1,8 DO 101=1,N 
1OB(I) = 8)1( +A(LJ) * XJ ) 10B + ACJ) * XG) 

النتائج متكافئة رياضياًء نفرض أنه منذالبدء 1(=0) #ولكن 
بناءفور تر Fortrandl‏ يجعل الشفرة (code)‏ الثانية» جزئياًء أكثر فعالية 
(الملحق7) . إنه أكثرفعالية على آلة متجهات مثل GY CRAY‏ يكن 
للمجموعة الداخلة ) (inter loop‏ أن تغير عدداً من dads BUI)‏ واحدة 
وذلك عندما تقوم الشفرة الأولى بتغييرات عدة لواحدة من (1) 8 ولا 


إذا كانت عناصر 4 هي ,هاستخدم رمز الدليل الأدنى من أجل كتابة 


)1( مضروب السطر الأول الذي يطرح من السطر:. 

. العنصر الحديد الذي يأخذ مكان ره بعد هذا الطرح‎ CY) 

() المحور الثاني . 

صائب أم خاطىء ؛ أعط مثالا معاكساً إذا كان الأمر خاطئاً. 

(I)‏ إذا كان العمودان الأول والثالث في AB‏ . متطابقين فانه يكون كذلك 
من أجل العمودين الأول والثالث في AB‏ 

(ب) إذا كان السطران الأول والثالث من 8 متطابقين فانه يكون كذلك 
من أجل السطرين الأول والثالث في AB‏ 

ج) إذا كان السطران الأول والثالث من A‏ متطابقين فانه يكون كذلك 
من أجل السطرين الأول والثالث في 48. 

. (AB F? =A7B? (3 


السطر الأول من 48 تركيب خطي لجميع أسطر B‏ . ماهي المعاملات في 


F‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


هذا التركيب وماهو السطر الأول من 48 إذا كان : 


keja a B=|0 1|? 
0 | 0 


i-si 


ثيتين دنياوين هو مصفوفة مثلثية دنيا (جميع 

عناصرها الواقعة فوق القطر الرئيسي أصفار . ast‏ هن ذلك Shee‏ ت 
النوع 3×3 وفسر كيف ينتج ذلك عن قوانين ضرب المصفوفات . 
٠٤-٤-١‏ بطريقة التجربة والخطأء أوجد أمثلة من النوع 2×2 بحيث يكون 

pole »4=-1 (1)‏ 4 أعداد حقيقية فقط . 

(ب) 0 =8 رغم أن 0+ 8 . 

. CD - 0 Jl خلاف‎ CD=-DC (>) 

(د) 0= EF‏ رغم أن E pole‏ أو F‏ ليست كلها أصفار . 
ات عت صف أسطر EA‏ و أعمدة 48 إذا كان | T‏ أ- : E‏ 
٠١-٤-١‏ حقق الخاصة التجميعية (EF (6 =E (FG)‏ من أجل مصفوفات النص . 
٠۷-٤-١‏ نفرض أن 4 قابلة للمبادلة مع كل مصفوفة من النوع 2×2 - (AB‏ 
BA )‏ وبصورة خاصة 


asja 8|‏ تامع إن 9|-.8 و |0 )=8 
بين أن 0= a=d bac‏ . إذا كان AB = BA‏ لكل مصفوفة eB‏ فان A‏ 
عوسيب سنوي 
8-3 ب-ثم | لبك d gee x‏ فر nO LS‏ 1. برهن أن القاعدة١ (AB ) x=A (Bx‏ تؤدي 


ا و العمود الأول من 8. 
٠۹-٤-١‏ أي واحدة من المصفوفات التالية تساوى :( 8+ (A‏ ؟ 


io oo 


E 


ti-i 


55١-85-١ 


المصفوفات والحذف الغاوسي +2 
في رمز التجميع» الحد ذو الدليلين ز, : من PAB‏ : 
(AB) ;, = 2 aixb 5‏ 


إذا كانت كل من 8 , ۸ مصفوفة من النوع n Xn‏ وكل عنصر فيهما 
يساوى الواحد» فأوجد (AB),‏ الترميز ذاته يحول الخاصة التجميعية 


(BC )‏ 4 - © (48) إلى الشكل 
b kj ca)‏ دم ai‏ )= زە( فی >[ - 
j a‏ 


k 
= 2 Syn Xn احسب كلا من الطرفين إذا كانت © أيضاً من النوع‎ 
للنظو فى صرب المصفوفات» مثل ضرب اس‎ Sl b هناك أربع‎ 
بأسطر . إذا كانت أعمدة 4هى ,»...... » وأسطر 8 هى المتجهات السطرية‎ 
م مصفوفة وإن‎ OL, wr 
كم‎ CF te buch OF ; 
. القاعدة فى ضرب المصفه فات‎ odg) 2 مثالا قرع النوع‎ bel (i) 
‘ - 

)>( فسر لادا يعطي الطرف ا ن القيمة الصحيحة Fin P E‏ 2 
للعناصر (AB),‏ 


المصفوفة التي «تدور» المستوي « »هي 


: 1 
cos O -sin | 
sin 8 cos Û |" 


A( 6) = 


(Í)‏ حقق أن (.6+6) A )6 (4 )6,( =A‏ من المتطابقتين المتعلقتين ب 
cos (0+0), sin )0 +0.)‏ . 


YA (-0) ماهو جداء (6) 4 فى‎ (WV) 


من أجل المصفوفات 
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a B=| 0| و‎ == 


د | زم ت | ټم 
I |‏ 
= ]نمب ] نم 


ص | دم ب | یم 
n|-‏ س | ټم 


أو جد القوى...7 A,A YA 2A ),..., 8? BB yg 2,٥‏ 
ا شرب الكتل ya‏ عسومي ةم القري عن kine Geb‏ |6 
وزعت مصفوفة إلى كتل (مصفوفات جزئية) وكانت طريقة اجراء 
الضرب بالكتل ممكنة» فان ذلك يجرى كما يلي : 


x X ظ‎ 5 
> IX X AX XIX X بن‎ [= = Sie 2 
أو‎ | clin x} اك‎ |< * × * 2 
x X XK 
5 ii x FE XIX x X 
x X 


(أ) عوض الحروف × بأعداد وتأكد أن ضرب الكتل عملية ناجحة . 
(ب) bel‏ مثالين آخرين (بالحروف *)» إذاكانت A‏ من النوع 3×4 و8 
من النوع 4x2‏ القطع الرأسي في 4 يجب أن يتلائم مع القطع الأفقي 
ity)‏ 


١‏ 2 العوامل المثلثية والمبادلات السطرية 
نريد أن ننظر من جديد في طريقة الحذف ونرى ماذا يعنى ذلك من وجهة النظر 
المصفوفي . لقد كانت نقطة الأنطلاق هي النظام Ax =b‏ : 


(4) r2 1 INE |3 
Ax =| 4 6 01| v | =| -2 | =b. 
2 7 م8 || ل‎ | 9 


لقد كان ol‏ ذاك ثلاث خطوات حذف : 
)١(‏ طرح ضعفي المعادلة الأولى من الثانية ؛ 
(Y)‏ طرح جداء العدد (1-) بالمعادلة الأولى من المعادلة الثالثة ؛ 
(Y)‏ طرح جداء العدد (1-) فى المعادلة الثانية من المعادلة الثالثة . 


المصفوفات والحذف الغاوسي E‏ 


الناتم نظام مكافىء ولكنه أبسط» fie‏ بمصفوفة معاملات جديدة ل : 


Ux=|0 -8 -2 [|| v | =| -12 | =c. 
0 O 1|] | 2 


المصفوفة U‏ مثلثية عليا » جميع عناصرها الواقعة تحت القطر الرئيسى أصفار . 

الطرف الاين متجه جديد نتج عن المتجه الأصلي ط بالمنطوات ذاتها التي أنتتجت 
U‏ عن A‏ لذاء فان طريقة الحذف يمكن امجازها بجا يلي : 

الانطلاق من Ab‏ 
تطبيق الخطوات (۰)۲(۰)۱ (۳) بهذا الترتيب 
الإنتهاء بالمصفوفة U‏ والمتجهء. 

المرحلة الأخيرة هي حل النظام » = ×0 بالتعويض التراجعي» لكننا لن نهتم الآن 
«WL‏ بل نر كز اهتمامنا على علاقة 4 ب( . 

E‏ مصفوفة الخطوة F E(N)‏ مصفوفة الخطوة (۲) و G‏ مصفوفة الخطوة (Y)‏ قد 
قدمت في بند سابق . لقد سميت مصفوفات أولية ومن السهل معرفة عملها. لطرح 
مضاعف ! للمعادلة رمن المعادلة ci‏ ضع العدد! - في الموضع (i,j)‏ من مصفوفة 
الوحدة وحافظ على الوحدان على القطر والأصفار في بقية المواضع . الضرب بهذه 
المصفوفة ينفذ الخطوة المطلوبة . 

نتيجة جميع الخطوات هو =U‏ 674 . لاحظ EO)‏ هي الأولى التى يضرب بها 
4 ثم F‏ ثم © . يمكننا آن نضرب GFE‏ بعضها ببعض لايجاد مصفوفة وحيدة تحول A‏ 
إلى U‏ (وتحول Was‏ 5 إلى Ce‏ . باهمال الأصفار يكون ذلك : 


IE 1 1 
أ‎ 1 2 1 2 3 , 
i 4 | jae 4 


إن ذلك جيد ولكن الأهم منه هو بالضبط العكس : كيف يمكننا العودة من 1ا إلى 
4 كيف يمكننا إبطال خطوات الحذف ؟ 


| 
1 1 


02 | 
GFE = 


mau 
ت‎ 


إن ابطال خطوة منفردة مثل )1( ليس بالأمر الصعب . عوضاً عن الطرح : 
نضيف مثلى السطر الأول إلى الثانى (ليس مثلى السطر الثاني إلى الأول !). نتيجة 
اجراء الطرح والجمع معا هي ظهور مصفوفة الوحدة من جديد : 


1 6 001 0 GÎ [1 0 8 
2 1 02 1 0|220 1 0| 
(£) 58 € 31 0 1] oai 


إحدى العمليتين تلفي الثائية . بلخة Go| coi ginal‏ المصفوفتين هى معكوس 
الثانية . 

إذا كان العدد (1-) يشغل الموضع (ز.) في المصفوفة E‏ فان معكوسه 
)+( يقع في هذا a gl‏ تمثل هذه المصفوفة بالرمز27 . جداء 67 في 
ع هو مصفوفة الوحدة. وهذه هي المعادلة )٤(‏ . 

يمكننا عكس كل خطوة باستخداء “6 ,"۴ ,"£ . المسألة الأخيرة هي إلغاء 
كل هذه العمليات دفعة واحدة ومعرفة أي مصفوفة تعيد U‏ إلى 4. . لنلاحظ 
أنه لما كانت الخطوة (۳) هي الخطوة الأخيرة للإنتقال من ۸ إلى ناء فإن مصفوفتها 
© هي الأولى التي يجب عكسها عندما ننتقل في الاتجاه المعاكس . العكس يجري 
فى ترتيب مضاد» لذاء فإن الخطوة المعاكسة الثانية هي ۴ والأخيرة "£ : 

(0) E" F'G'U=A 

يمكن للقارئ أن يعوض U‏ ذهنياً ب GFEA‏ ليرى كيف تسقط المعكوسات الخطوات 
الأضلية . | 
لقد تعرفنا الآن على المصفوفة التى تعيد A SU‏ . إنها المصفوفة 7-07 CE"‏ 


)1( يصعب ايجاد معكوس أغلب المصفوفات ! نقدم المعكوس بصورة نظامية في البندالأخير» 
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وهي مفتاح طريقة اخذف . وهي أداة الوصل بين 4 التي ننطلق منها و NU‏ 
نصل إليها. تدعى هذه المصفوفة 7 لأنها مثلثية دنيا . لكن هناك أيضاً خاصة أساسية 


يكن رؤيتها فقط عند ضرب جميع هذه المصفوفات بعضها ببعض : 


| | | | 
5 3 | | 
ae | a 4 


من المؤكد أن L‏ مصفوفة مثلثية دنيا كل عنصر في قطرها الرئيسي يساوي 
الواحد. وأصفار فوقه . الشيء المميز فيها هو أن العناصر الواقعة تحت القطر الرئيسي 
هي بالضبط المعاملات 2-1-1=/ يظهرء عادة» عندما تضرب مصفوفات 
فيما بينهاء أنه لا توجد طريقة مباشرة لمعرفة الجواب . في هذه الحالة » جاء ت 
المصفوفات بالوضع المناسب لمعرفة جدائها مباشرة . إذا ما خزن حاسوب كل مضروب 
,)- وهو العدد الذي ضرب به سطر المحور ليطرح الناتح من السطر i‏ لنحصل أخيراً 
على صفر في الموضع OU)‏ تلك المضاريب تكون تسجيلاً تاماً لطريقة 
الحذف . إنها صاخة لتكوين المصفوفة 1 التي تعيد 8 إلى ۸ . 

١‏ -ح ( التحليل المثلثى 1= (A‏ إذا لم يكن هناك ضرورة لمبادلاات 
سطرية» فانه يكن كتابة المصفوفة الأصلية على شكل جداء LU‏ -4.. المصفوفة 
امثلثية دنياء بوحدان على قطرها وتقع المضاريب AN,‏ أخذت من أجل الحذف) 
تحت القطر . 17 مثلثية عليا تظهر بعد الحذف التقدمى وقبل التعويض التراجعي ؛ 
عناصر قطرها هي المحاور . 


(1) =L. 


| 
2 [1 
1 -1 | 


١ مثال‎ 


[ 
?| 
2 |22 با 


E ee | 2‏ 
ر !|-4 ينحو إلى 


ا الجبر الخطي وتطبيقاته 
مثال ۲ (يحتاج إلى مبادلة سطرية) 


YA -|9 |‏ يمكن تحويله إلى الصيغة A=LU‏ 


مثال Y‏ (جميع المحاور موجودة والمضاريب تساوي الواحد) 


مثال AUC >) ٤‏ مصفوفة الوحدة و L‏ مطابقة ل (A‏ 


+ © D 
A= ST l 0} 
E 


be l 


خطوات الحذف هي E )١(‏ تطرح جداء ,1 بالسطر الأول من السطر الثاني F(Y)‏ 
تطرح جداء ,,! بالسطر الأول من السطر الثالث G(T)‏ تطرح جداء ا بالسطر 
الثاني من السطر الثالث ELI.‏ هو مصفوفة الوحدة : في المثال:- 7 . في LEY‏ 
المعاكس » إذا كانت قاعدتنا صحيحة » يعيد المعكوس المصفوفة A‏ : 


الترتيب الصحيح ضروري لتجنب التفاعل بين المصفوفات . لاحظ أن الأقواس 
ليست ضرورية بسبب القانون التجميعي . 


EV المصغوفات والحذف الغاوسي‎ 
nxndl> : A = LU 


التحليل A SLU‏ مهم لدرجة يجب أن نتكلم عنه من جديد . LAS‏ مايهمل في 
مقررات الجبر الخطي خاصة عندما يتركز على الجانب المجرد» أو عندما يظن أنه صعب 
- إلا نك قد أدركته . لو أن المثال )٤(‏ أعطي خطوة اضافية مقحمة لكي يقبل أي 
لاعوضاً عن ال حالة الخاصة 17-1» فانه سيكون من الممكن رؤية كيف تعمل هذه القاعدة 
بصورة عامة . لذا فان علينا أن نتذكر كيف يستخدم التحليل LU‏ في الناحية العملية . 
القاعدة هى : تطبيق 1 على U‏ يعيد 4 : 
سطر١‏ من U‏ 
U cp ¥ jew | =A.‏ 
سطر من U‏ 
البرهان هو تطبيق خطوات الحذف . في الطرف الأيمن» إنها تنقلنا من 4 إلى 7 . 
نريد أن نبين أنها تقوم بالأمر ذاته بالطرف الأيسر؛ إنها تزيل L‏ لما كان الجانبان في (7) 
تؤديان إلى U‏ ذاتها وأن جميع الخطوات التي أنجزت ALG‏ للعكس» لذا فان الطرفين 
متساويان والعلاقة (7) صحيحة . 
تطرح الخطوة الأولى جداء ly‏ في )1,0,0( من السطر الثاني فتجعل فيه ,ا صفراً . 
العملية الثانية تطرح جداء ,1 بالسطر الأول من السطر (”) . تطرح الثالثة جداء ر 
بالسطر الثاني الجديد (الذي هو 0,1,0) من السطر الثالث . الترتيب صحيح ونجد OW‏ 
مصفوفة الوحدة . يسمح القانون التجميعي لنا أن نواصل عمليات الضرب هذه على 
طول المصفوفة 1 . في النهاية» عندما تحولت 1 إلى 1» تبقى لا وحدها في الطرف 
الأيسر . يؤكد هذا أن مصير طرفي العلاقة )7( المصفوفة U‏ . أي أن عليهما أن يكونا 
m EAE‏ 
التحليل 17 = 4 حرج [ey le‏ بحيث تتطلب التمارين معالجة ثانية . لقد كتبنا 
المصفوفات من النوع 33» لكن يمكنك أن ترى كيف يمكن تطبيق هذه المحاكمات 
على مصفوفة أكبر من ذلك . هنالك برهان ثالث يصل إلى L1‏ = 4 بوساطة الاستقراء 


(v) 


EA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
الرياضي وذلك بارجاع كل مسألة من النوع nxn‏ إلى المرتبة الأخفض التالية nL‏ 
يوضح كتابي» مدخل إلى الرياضيات التطبيقية كيف يسقط الحذف مصفوفة بسيطة 
في كل خطوة . مجموع هذه المصفوفات هو بالضبط ine cae A=LU‏ 
ومن ثم نترك ا = 4 للاستخدام . 

مثال cA=LU)‏ بأصفار في المواضع الخالية) 


يبين ذلك كيف يكن تحليل مصفوفة ذات ثلاثة أقطار غير صفرية إلى مصفوفتين 
بقطرين غير صفريين . ينتج هذا JA‏ عن مسألة مهمة فى المعادلات التفاضلية (البند 


al 


(V_\ 


نظام خطى = نظامين مثلثيين . 

هناك نقطة خطيرة تتعلق بالصيغة A=LU‏ . إنها أكثر من سجل لخطوات الحذف ؛ 
إنها تعطى أيضا المصفواقات الح دة لإتمام حل ط = ×4 . فى الحقيقة A‏ ستهمل عندما 
© إلى × بالتعويض التراجعي (الذي يستخدم CU‏ يمكننا العمل ددول ۸ وسنقوم SUL‏ 6 


عندما ut‏ عامليها . 
باستتخدام dx)‏ المصفوفات ؛ الحذف يجزىء Ax=b‏ إلى نظامين ملش , 


الأو fee bu‏ ثم (A) time‏ 
إن ذلك يطابق =b‏ ×۸ . إذا ضرينا المعادلة الثانية ‏ 1 لنحصل على LUX =Le‏ التي 
هي b‏ = ×4 . يحل كل نظام مثلثى بسرعة . إن هذا هو الذي يعمله الحذف وإن نظاماً 


المصفوفات والحذف الغاوسي ۹ 


(udaka co) fle -1 

| ۲- حل (من ا و لاو طنجد Cx‏ 

فل ca gal ala‏ يسى آنه يكن اجر اء سلاسل كاملا من الأطراف gee‏ 

على التوالى . الروتين Stl‏ حل يخضع المعادلة (A)‏ إنه يحل النظامين المثلثيين rf‏ 

2 خطوة لكل منهما . يكن ايجاد ال حل المقابل بأي طرف أيمن جديد ب" عملية فقط . 
إن ذلك أخفض كثيراً من 7:73 خطوة ضرورية لتحليل 4 في الطرف الأيسر 


مثال (المثال السابق مع طرف أيمن (b‏ 


X1 ~- A? =] 
5 E g | -x, + 2x, - X3 =] 
wl کیا إل‎ Ar - 6 À : 
لاي - عه جزا إلى نظامين‎ 2 -xy el 
- X3 + 2X4 =] 
1 1 a 
9 2 , 3 9 C] + C3 - 1 
تعطي 3 کک‎ Lc= b - دع + وم‎ = | 
4 ون‎ + Ca = | 
10 My = X5 = | 
_| 9 = 52 "a i 
e 7 لي‎ Ux =c ور‎ “xq = 3 
4 X 4 = 4 


من أجل هذه «المصفوفات الحزامية» ينخفض عددالعمليات إلى ”2 . إنك ترى 

يف Jou‏ ا = Le‏ 5 تقدمياً؛ هذا بدقة ما يحصل خلال الحذف . ثمء -2ة يحل 
بالتعويض _ التراجعى ‏ كما هي العادة . 

ملاحظة ١‏ الشكل Lu‏ غير تناظري لأنه من ناحية : تقع المحاور على قطر U‏ 

الرئيسي » بينما كل عنصر من قطر 1 الرئيسي يساوي الواحد . إن إصلاح هذا الآمر 


سهل وذلك باخراج مضروب من U‏ مكون من مصفوفة قطرية 7 عناصر قطرها هي 
المحاور ,4 ..... d d,‏ . 


o‏ 41 الخطي و تطبيقاته 
d lÎ Held daê‏ )4( 
d, 1 wid‏ 
a 2‏ 
في المثال الأخيرء جميع المحاور تساوي الواحد . في هذه الحالة» 2 هى مصفوفة 
الوحدة وليس لهذه الملاحظة أية أهمية . لكن هذه الحالة استثنائية ومن المعتاد أن يكون 
LDU‏ مختلفاً عن LU‏ . 
كثيراً ما يكتب التحليل MA‏ بالصورة A = LDU‏ » حيث العناصر القطرية من 
كل من LU‏ وحدان و 7 هي المصفوفة القطرية للمحاور . 
من المتفق cade‏ رغم أن ذلك مربك» متابعة تمثيل هذه المصفوفة المثلثية العليا 
الجديدة بالرمز 1 . كلما رأيت LDU‏ فعليك أن تفهم من ذلك أن عناصر U‏ القطرية 


وحدان_بقول آخر کل سطر قد قسم على محوره . لذاء OP‏ 1,1 تعاملان بالتساوى . 
مثال ذلك : 


GE | |! || al | | u. 


حيث تقع وحدان على قطري نا L,‏ ويقع المحوران 2- ,1 فى D‏ . 

ملاحظة ۲ ريما أعطينا انطباعنا عند وصف كل خطوة في طريقة الحذف. وهو 
أنه لایو جد لنا خيار لاجراء الحسابات بترتيب آخر . إن ذلك خاطىء . إن هناك بعض 
الحرية وهناك 'طريقة كراوت Crou‏ التي ترتب الحسابات بطريقة مختلفة قليلاً. ولكن» 
من المؤكد أنه لاتوجد حرية كاملة OY‏ اجراء مبادلة الأسطر بترتيب اختياري» في خطوة 
ماء قد يزيل الأصفار التي كونت في خطوة سابقة . بالاضافة إلى ذلك» لاتوجد حرية 
في الوضع النهائي المتعلق بالمصفوفات L, D, U‏ . إليك نقطتنا الأساسية : 

١‏ ط إذا كان A = LDU, ,۸ = LDU,‏ حيث تمثل L‏ مصفوفة مثلثية Lis‏ بو حدان 
على قطرهاء U [ots‏ مصفوفة مثلثية عليا بوحدان على قطرهاء وتمثل D‏ مصفوفة 


المصفوفات والحذف الغاوسي 01 


قطرية بعناصر غير صفرية على قطرهاء فإن L,=L,,D,=D,,U,=U,‏ . التحليل LDU‏ 
والتحليل LU‏ يعينان بصورة وحيدة بالمصفوفة A‏ 
Ole pd‏ قري سيد ole Sab‏ الصقوقانت ق الخد SN‏ , 


مبادلة الأسطر ومصفوفة Volkl‏ 

سنقابل الآن مسألة كنا قد استبعدناها : العدد الذي نرى استخدامه كمحور 
يمكن أن يكون صفراً. يمكن أن يقع ذلك في وسط الحسابات ومن الممكن أن يظهر في 
الندء bce)‏ بكرن 0ه Ve SU (a,‏ شهلا لذلك : 


الصعوبة واضحة ؛ لايو جد مضاعف للمعادلة الأولى يمكنه تحويل المعامل 3 إلى 
صفر . العلاج كذلك واضح . a}‏ المبادلة بين المعادلتين » حيث ينقل المعامل 3 ليقع 
موقع المحور . في هذه الحالة السهلة تكون المصفوفة مثلثية عليا مباشرة 

3u + برك‎ =b, 

2v=b. 

ويمكن عندئذ حل النظام بصورة مباشرة بالتعويض التراجعي : 

لكى نعبر عن ذلك dab‏ المصفوفات» علينا أن ند مصفوفة المبادلة التى تنجز 
المبادلة بين السطرين . إنها المصفوفة : 


5 
5 ادم 


فاذا ضربنا بهذه المصفوفة فانه يقع التبادل بين السطرين : 


Oy‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

للمصفوفة 7 التأثير نفسه على tb‏ فهي تبادل بين tbb,‏ يأخذ عندها النظام شكله 
الحديد .PAx = Pb‏ لم يتغير موضعا المجهولين «, u‏ عند المبادلة بين السطرين . 
نتتقل الآن إلى حالة أكثر صعوبة . لنفرض أن A‏ مصفوفة من النوع 3×3 


0 a b 
A=| 0 0 باع‎ 
ae F 


إن وقوع صفر في موضع المحور يثير إحتمالين : إما أن يكون من السهل إصلاح 
المشكلة القائمة أو أن تكون المشكلة أكثر جدية . يقرر هذا الأمر بالنظر إلى ما تحت 
الصفر . إذا وجد تحته» وفي العمود ذاته» عنصر لايساوي الصفر أجرينا مبادلة بين 
الأسطر ليصبح العنصر غير الصفري هذا هو المحور المطلوب وتتابع عملية الحذف 
طريقها من جديد”"''. 

في الحالة التي نحن بصددها » كل شيء يتعلق بقيمة 4 . إذا كان 4-0 فان 
المسألة تشكل معضلة وتدعى عندئذ المصفوفة مصفوفة شاذة وليس هناك أمل بحل 
may‏ أما إذا كان 40 فان المبادلة بين السطر الأول والثالث ينقل 4 إلى موضع المحور 
وبذلك تكون الخطوة الأولى قد انتهت . لكن في موضع المحور التالي صفر أيضاً. 
العدد a‏ يقع OY‏ تحته (ء الواقعة أعلاه غير مستخدمة) وإذا لم يكن a‏ صفراً» فان الأمر 
يحتاج إلى مبادلة أسطر أخرى » المبادلة الأولى P13‏ وهذه المبادلة الثانية ووم تنفذان 
بواسطة المصفوفتين : 


Pi3= 


| 00 
د ووض و |0 1 0 
8 0 1 


يكن إيجادهما بحيلة بارعة إذا ماضربنا بها مصفوفة الوحدة P ,1= Py, Wee.‏ 
تنتح مصفوفة الوحدة بمبادلة بين السطر الأول والثالث . 


Llc (1)‏ تجري Lal‏ مبادلة أسطر عندما يكون المحور الأصلي قريب من الصفر ‏ وكذلك إذالم 
يكن مساوياً الصفر . إن اختيار محور كبير يصغر خطأ التدوير. 


المصفوقات والحذف الغاوسي Oy‏ 


نقطة أخرى : توجد مصفوفة مبادلة تقوم de Glo‏ تن Les‏ إنها جداء 
مصفوفتى المبادلة ) ٨,‏ تعمل أولاً !) : 
| 


0 
Q 


i” 


( 
| 
0 


0 | 
| 0| = 
0 


1 0 0 0 0 
Pa Pi = 0) Q 0 | (0 =F. 
0 1 | )( 0 [1 | 


لو أننا عرفنا ذلك» لضربنا مصفوفتنا با لمصفوفة ۶ من أول الأمر . لذا فانه لن 
يكون في الحذف صعوبة مع EPA‏ ليس هناك سوى الترتيب الأصلي السيء الحظ . 
بالترتيب الصحيح للأسطر نصل فعلا إلى الشكل المثلثي e‏ 


5 de f 
مثلثية‎ Wed هی‎ PA=|0 a b 
1 Ge c) 


فعلاً إن كون هذه المصفوفة مثلثية» وقع صدفة؛ غالباً مايوجد حذف يساري 
يجب عمله . لكن النقطة الأساسية هي : إذا أمكن للحذف أن يتم بمساعدة مبادلات 
سطرية» فانه يمكننا أن نتصور أن هذه المبادلات قد أجريت lal‏ لتنتح PA‏ وان هذه 
المصفوفة لم تعد بحاجة لبادلات سطرية . يعمل الحذف مع جميع الأسطر وهي OY‏ 
في وضع لاتقع فيه أصفار في مواضع المحاور. بقول آخرء تقبلت PA‏ التحليل المعتاد 
L‏ مضروبة ب 'ا . يمكن تلخيص نظرية غاوس فى الحذف كمايلي : 

١-ى‏ فى الحالة غير الشاذة» توجد مصفوفة مبادلة P‏ تعيد ترتيب أسطر A‏ بحيث 
لاتقع أصفار في مواقع المحاور . في هذه الحالة : 

. حل وحيد‎ Ax =۲ ela (1) 

. يحصل عليه بالحذف مع مبادلات سطرية‎ (Y) 

> LU iy palh PA يمكن ليل‎ lb تنب الآسطر مسيقاء‎ 5 seed (5)إذا‎ 

فى الحالة الشاذة لا توجد إعادة ترتيب تنتجح مجموعة ALIS‏ من المحاور . 


لاحظ أن لصفو فة مبادلة ۲ أسطر مصفوفة الوحدة ذاتها بترتيب ما. فى ال حقيقة 
P =I‏ أبسط مصفوفة مبادلة (إنها لا تجرى أي مبادلة) . إن جداء مصفوفتى مبادلة هو 


o$‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


مصفوفة مبادلة أخرى . إنها ليست تبديلية : الجداء oP XP‏ حيث ضربنا باتجاه 
معاكس لا فى المثال أعلاه» يؤدي إلى مصفوفة P‏ مختلفة . 

ملاحظة عليك الانتباه مع 1. افرض أن الحذف طرح السطر الأول من 
السطرالثاني فأوجد 1,,=1 . ثم افرض أنه بادل بين السطر الثاني والسطر CSUN‏ إذا 
أجريت هذه المبادلة قبل» فان المضروب يتحول إلى 1=,ا في PA=LU‏ © 

مثال 


بمباد لاات سطرية نستعيد 517 لكن OW‏ 2 درا , 1-1 : 
100 

210 

101 

الخلاصة : إن نظاما جيدا للحذف الغاوسى يحتفظ بتسجيل المصفوفات LU,‏ 

م. تحمل هذه المصفوفات المعلومات التى cal‏ بالأصل من 4 و تحتفظ بها بشكل أكثر 
قابلية للاستخدام . إنها تسمح بحل النظام Ax = b‏ من خلال نظامين مثلثيين . إنها 


المكافىء العملى للحساب الذي نريه فيما بعد لايجاد معكوس مصفوفة وحل النظام 
E ak = ACD‏ 


{= 


]1 0 0 
PA=LU ,P=|0 0 ١ 
0 1 0 


٠-١-١‏ متى تكون مصفوفة مثلثية عليا غير شاذة ؟ 
۲-٠-١‏ من أجل الحذف. أي مضاعف للسطر الثاني يطرح من السطر الثالث 


(۱) قال لى بعض الحبريين : إذا وقعت ۲ بين L yU‏ » فان ذلك يبقى 1-«/ لكن ذلك متأخر جداً . 


5-6-١ 


ات 
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ماسيكون المحور ؟ هل هناك ضرورة لبادلة سطرية ؟ 
إضرب المصفوفة ٠۴٠6 ٦‏ £ = 1 الظاهرة فى المعادلة )1( بالمصفوفة 
۴1 6 الظاهرة فى المعادلة (*) . 


= 


| 0 0 l100 
1 Ole ITT 
LETI je 11 


إضرب أيضاً بالاتجاه المعاكس . ما هى الأجوبة ولماذا كانت WIS‏ ؟ 


طبق الحذف لتحصل على نا ,ا من أجل كل من المصفوفات : 


= 4و 


| 1 1 
144 
1 4 8 


حلل 4 بالصورة LU‏ واكتب النظام المثلئي الأعلى ء = ×0 الذي يظهر 
بعد GALI‏ من أجل : 


أوجد E?‏ ,ة ي ,£ إذا كان : 


ا 
)17 دم 


أوجد الجداءين FGH , HGF‏ (حيث أهملت الأصفار فى المصفوفات 
المثلثية العليا) 


01 


A-0- | 


484-60-١ 


wl‏ الخطي وتطبيقا: 


(برهان آخر للعلاقة (A= LU‏ ينتج السطر الثالث من U‏ عن السطر الثالث 
من 4 بطرح مضاعف للسطر الأول ومضاعف للسطر الثاني (من CU‏ 
الستطر aa‏ السطر 3من 4 وا (السطر الأول م ACU‏ (السطر 
CU 202‏ 
yb 13 (1)‏ عت cy a pl‏ امن GY OI LIGA‏ قر 
استخدم سطر محور . . . . 
(ب) المعادلة الواردة أعلاه هي المعادلة التالية نفسها 
السطر Y‏ من 4= ١ SIL,‏ من CU‏ (السطر ۲ من 1U‏ (السطر " 
من ) 
أى فاعدة فى ضرب المصفوفات ( فى ١‏ د) تعطى LL‏ جداء T bOI‏ 
shes‏ : 

الأسطر الأخرى من LU‏ تتوافق بصورة مشابهة مع أسطر 4 . 
1( تحت أي شروط تكون 4 غير شاذة» إذا كانت 4 هى الجداء 


27 


= 


i -1 O0 
-] 
1 


O0 0 


(ب) حل النظام Ax =b‏ منطلقاً من Le = b‏ : 


ع 


QO || 1 | 


Ne os 
نا س‎ 
ت‎ 


٠٠-٠-١‏ () ل اذا نآخذ بصورة تقريبية ل ۸/2 من خطوات ضرب - طرح لحل كل 


من © = Lc = pb, Ux‏ 
(ب) ماهو عدد الخطوات التى يستخدمها الحذف من أجل حل ٠١‏ أنظمة 


\ \-o-\ 


1١-32-15 


\¥-o-\ 


١5-0--١ 


\0—0-) 


\1-0-) 


\V-—o-\ 


المصفوفات والحذف الغاوسي oV‏ 


بمصفوفة المعامللات A‏ نفسها وهى من النوع 60x60‏ ؟ 
حل النظام التالى دول أن SF‏ الضرب LU‏ لا ‘Asbo‏ 


2 & 244141 
0 ]ع ]| م ||[ 2 1 0 
2 بير || 1 O‏ 0 


كيف تمكنت » من IIs‏ 4 على صورة جداء UL‏ » جداء مصفوفة مثلثية 
عليا بمصفوفة مثلثية دنيا ؟ هل هذان المضروبان مطابقان للمضروبين فى 
A = LU clad‏ ؟ 


حل بالحذف وباستخدام مبادلات سطرية عند الضرورة : 


Vv + تير‎ = 0 u+4y+2w -ح‎ 2 
u+v=0 E -2u - öv + 3W = 32 
ut+viw = | v+w =l 


أي مصفوفة مبادلة نحتاج لذلك ؟ 

اكتب مصفوفات المبادلة الست من النوع 3×3 بما في ذلك 7-م. أظهر 
معكوساتها التي هي أيضاً مصفوفات مبادلة ‏ إنها تحقق 1=" مم وتقع 
فى القائمة ذاتها . 

أوجد التحليل 121 = PA‏ (وتحقق من ذلك)لكل من 


أوجد مصفوفة غير شاذة من النوع 4×4 تحتاج إلى ثلاث مبادلات سطرية 
لتبلغ نهاية الحذف . اجعل المثال مصفوفة مبادلة» إذا كان ذلك ممكناً . 


نسب تفضيل البريين فيمايتعلق بترتيب: 28 تجرئ البادلات 


11 111 1oolfi I i 
A=|1 1 3/——3/0 0 2|=Py=|0 0 110 3 6|. 
5 5 8 0 3 6. 010/002 


Jat! 1 OA‏ وتطبيقاته 


ماهى ا فى هذه الحالة ؟ على نقيض PA = LU‏ والمثال الذي ورد بعد 
wT‏ کو ای بأمكنتها ( ,را هی 1 و ,ا هی 2( 

۱۸-٠-١‏ إذكر أي نظام ما يلى يكون شاذاً وأيها يكون غير شاذ» وأي منها ليس 
له حل» حل واحد أو عدد غير منته من الحلول : 


v-w - 2 v-w =0 Vv +w =l 
u-v =2 و‎ u-v =0 3 u+v = l 
u-w - 2 u -w =0 u +w= l 
HE ماهي فيم © , 5, © التي تؤدي إلى مبادلات سطرية وما هي التي‎ ١-6-1 
المصفوفتين شاذتين؟‎ 
a | | c Z 
SERERE 


١‏ - المعكوس والمنقول 

معكوس مصفوفة من النوع ا هو مصفوفة أخرى من النوع nxn‏ . إذا 
كانت المصفوفة الأولى cA‏ فاننا فثل معكوسها بالرمز 4-1( bal‏ معكوس 4) . الخاصة 
الأساسية سهلة : إذا ضربت ب 4ثم ب A?‏ فانك تعود إلى ما انطلقت منه : 


إذا كان Ax=b‏ فان ×= A‏ 


لذاء =x Op‏ مم . جداء المصفوفة A‏ بالمصفوفة 47 يساوي مصفوفة الوحدة . 
لكن ليس لكل مصفوفة معكوس . تبرز المشكلة عندما يكون ×4 صفراً» لكن × لايساوي 
الصفر . ينقلنا المعكوس من ×4 إلى . لاتوجد مصفوفة إذا ضربت بمتجه صفري تعطي 
متجها غير صفري ‏ فى هذه الحالة ”4 لن تكون موجودة. هدفنا تعريف المعكوس 
وحسابه واستخدامه في الحالة التي يكون Lal‏ مو ودا ومن ثم التعرف على 
المصفوفات التي لها معكوسات . 


آي ت كرون tral‏ فة4 قايلة الستكس» st WS GA BS pies tm 9 N3)‏ 
العلاقتين 7 - o AB =1, BA‏ يوجد على الأكثر مصفوفة واحدة مثل 8 تدعى معكوس cA‏ 
JE‏ بالرمز Bad?‏ 
AAST AA‏ 010 
ملاحظة )١(‏ لايمكن أن يكون لمصفوفة معكوسان مختلفان لأنه إذا كان BA = I‏ 
و46-7 فإتنا نجل : 
B =B (AC) = (BA) C=C.‏ 
إذا وجد معكوس يساري ومعكوس يميني B)‏ مضروبة من اليمين Cg‏ من اليسار) 
لانيو كسا يانه . 
ملاحظة (Y)‏ معكوس A!‏ هو 4 نفسها . Lagi]‏ يحققان المعادلة CY)‏ 
ملاحظة (Y)‏ مصفوفة من النوع 1×1 قابلة للعكس عندما لاتكون صفراً : إذا 
كان [4]-4فان[1/4] -"4. يكن كتابة معكوس مصفوفة من النوع 2X2‏ يصلح 
لجميع مصفوفات هذا النوع (شرط أن لايكون ad -be‏ صفراً) : 


pia... 1 | 0 = 
c d له © زعم علو‎ 


ملاحظة )£( المصفوفة القطرية قابلة للعكس عندما لايكون أحد عناصر قطرها 
dı‏ 


إذاكان 
d,‏ 


|as A = 


l/d, | 


ملاحظة )0( المصفوفة | | | |= 4 ذات النوع 2x2‏ غير قابلة للعكس . عمودا 
جداء A‏ ×8 متساويان حتماً ولا یکن أن يكونا عمودين فى 1» اللذين هما مختلفان . 


.1 الجبر Jad!‏ وتطبيقاته 


(سئرى سبباً آخر أفضل من هذا لكون المصفوفة A‏ هذه غير قابلة للعكس). 

عندما تكون مصفوفتان قابلتين للجمع e‏ فانه لايمكننا أن نعمل كثيراً فيما يتعلق 
بمعكوس 4+8. يكن أن يكون المجموع LG‏ للعكس أو لايكون بصورة مستقلة عن 
قابلية العكس لكل من 4و 8 . بالمقابل » يعتبر معكوس جدائهما 48 قاعدة أساسية في 
حساب المصفوفات . يقع الأمر ذاته للأعداد العادية : من العسير تبسيط (a +b Y!‏ 
بينما يكن تجزئة ab‏ إلى 1# × Ia‏ . لكن من أجل المصفوفات» يلزم أن يكون 
ترتيب المضاريب صحيحاً إذا كان =y‏ ×48 فان y‏ "4 = :8 و Ay‏ 8= ×الأمر الذي يبين 
أن المعكوسات تظهر بترتيب معاكس . 

١ي elt‏ مصفوفتين قابلتين للعكس معكوس . هو جداء معكوسي هاتين 
المصفوفتين بترتيب معاكس . 

(Y) (ABY'=B" A* 

البرهان . لكي نبرهن أن BIA"‏ هو معكوس LAB‏ 

الخاصة التجميعية لحذف الأقواس : 


(AB) (B! A! )=ABB'A'=AIA'=AA' =1 


لي كل جداء هما ونستخدم 


(B'A')(AB)=B'A' AB=B IB=B 8-3 

قاعدة مشابهة صالحة من أجل ثلاث مصفوفات أو أكثر : 

abet aA” . 

لقد.رآينا تابر تغيبر الترتيب هتل قليل عتدذما عكسنا المضفوفات EF, GAS‏ 
في الحذف لنعود من جديد من A DU‏ في الاتجاه التقدمي 6۴۴۸ هي 17 . في الاتجاه 
المعاكس LETEC‏ هي جداء المعكوسات . بما أن © هي آخر مايطبق على A‏ فان 
Asi sta"‏ 

يكن ضرب معادلة مثل GFEA =U‏ بالمصفو فة " © (من اليسار) أو بالمصفوفة "۸ 
(من اليمين) أو بالمصفوفة UT‏ (في كل من الطرفين) . إذا احتجنا ل 4 فإنه يكن أن 
يدعى أنها 0778 0 . رجاء تحقق أنه من السهل بيان خطأ ذلك . 


A” حساب‎ 

لننظر فى المعادلة 1= "44 . إذا أخذنا عموداً في كل مرة» فان هذه المعادلة تعين 
من مصموفة الوحدة : „AX = ê‏ بصوره مشابهه © tAx,=e,, Ax,=‏ المتجهات ء هي 
of Adel‏ فى مثال من النوع 43 XA"‏ 4 ھی : 


Pi €2 3 


D=o 
- مه‎ 


8 
0 
LU 


لذاء يكون لدينا BW‏ أنظمة معادلات (أو ۸ نظاماً) لكل منها مصفوفة المعامللات 
4ذاتها . الأطراف اليمنى تختلف» ولكن من الممكن إجراء الحذف على جميع الأنظمة 
فى الوقت ذاته . نسمى هذه الطريقة طريقة غاوس-جوردان . Lö ge. Gauss -Gordan‏ 
عن التوقف عند / والانطلاق بالتعويض التراجعي» نتابع بطرح مضاعفات سطر من 
الأسطر التى تعلوه لنحصل على أصفار فوق القطر كما حصل تحته» وعندما نتوصل 
إلى مصفوفة الوحدة» نكون قد وجدنا A’‏ . 

المثال التالى يحتفظ بالأعمدة ee e,‏ ويعمل على أسطر ذوات ستة عناصر : 


مثال لطريقة غاوس_جوردان لإيجاد A”‏ 


> | IT 1 “ته‎ 8 | 
[A e يع‎ &]=| 4 6 001 0 
كما‎ oF 2H O 1 | 
Z £ At H 0 
—— >| 0 -8 2 -27 1 Q 
O 8 3 1 @ 1| 
23 1 j 0 0 | 
— 36 a 2 2 1 0 | ت‎ 37 L'il 
eS E ts EA 


3 الخبر الخطي وتطبيقاته 


بذلك ينتهي الحذف التقدمي . في المصفوفة الأخيرة» تعطى الأعمدة الثلاثة 
الأوائل المصفوفة المثلثية العليا المعتادة 1ا . أما الأعمدة الثلاثة الأخرى التى هى الأطراف 
اليمنى الثلاثة وقد هيئت من أجل التعويض-_التراجعي » فانها تكون المصفوفة "1 نفسها 
(إن ذلك نتيجة تطبيق العمليات الأولية على مصفوفة الوحدة : (L'SGFE‏ النصف 
الأول من الحذف انطلق من 4 إلى CU‏ والآن يذهب النصف الثاني من LSU‏ 


محدثاً أصفاراً فوق المحاور في المصفوفة الأخيرة وهكذا نصل إلى ' A‏ 


ع = كل 0 85 3 
8 8 8 | 
2 3 4 0-80 
opr - 3 |‏ 

i 5 6 

| a = — 

i 6 16 16 

|r Ay‏ کے 3 = 10 0او 
8 8 8 
A | |‏ 001 


في الخطوة الأخيرة» قسمنا على المحاور . تحولت مصفوفة المعاملات الواقعة 
في النصف الأيسر إلى مصفوفة الوحدة . بما أن 4 تحولت إلى / » فان العمليات ذاتها 
على التضصف الان AT SSF‏ بذلك 9S‏ قد حسينا المعكوض . 

ملاحظة من أجل المستقبل : يمكنك أن تلاحظ المحددة 16 - الظاهرة في المقامات 
في '4.. إنها جداء المحاور )1( )8-( (2) وهي تدخل في النهاية عندما نقسم الأسطر على 
piel‏ 

رغم أن هذا نجاح في حساب cA‏ فانني لاأنصح بذلك . إنني أقبل أن المعكوس 
يحل Ax =b‏ بخطوة واحدة بدلاً من إثنتين : 


Le =b , Ux =c عن‎ Lò ge x = 

يكنا أن تقب إلى ul‏ مح 9 255 CD‏ = وة o et et‏ لكت 
لم أكتبه بصورة مفصلة» وفي الحسابات الحالية لن نكون المصفوفتين "1 "1 . سيكون 
هناك تبذير في الوقت لأنه سيكون علينا أن نجري العمليات التي عددها 72« نفسها 
لضرب ء ب "ل أو ط ب "1 . ملاحظة مشابهة تطبق le‏ "۸ ؛ 

يحتاج الضرب 45 إلى , خطوة . إنه JH‏ الذي نبغيه وليست جميع عناصر 
المكوس. 

ملاحظة ١‏ : خارج عن الغرابة سنقوم بتعداد العمليات الضرورية لايجاد AY‏ 
إن التعداد المعتاد يعطي من أجل كل طرف أيمن جديد n?‏ عملية نصفها من أجل الحذف 
التقدمى ونصفها الآخر من أجل التعويض التراجعي . لذا فمن أجل ” من الأطراف 
اليمنى المختلفة» نحتاج إلى ” من العمليات » بالإضافة إلى 73« من أجل المصفوفة 
A‏ نفسهاء فيكون المجموع 3/ An‏ 

هذه النتيجة» مع ذلك» عالية نوعاً ماء وذلك بسبب الشكل الخاص للأطراف 
اليمنى 6. في الحذف التقدمي سيكون التغيير ضرورياً فقط » تحت العدد واحد الذي 
يشغل الموضع رمن العمود. هذا الجزء مكون من j‏ : مركبة فقط لذا فان التعداد من 
أجل » قد تحول Sad‏ إلى 20/2 *). إذا جمعنا من أجل كل زفان المجموع المتعلق 
بالحذف التقدمي سيكون 276. هذا العدد يجب أن نضيف إليه : ۸/3 وهو عدد 
العمليات التى طبقت على cA‏ بالاضافة إلى (272) n‏ عدد العمليات الضرورية لخطوات 
التعويض التراجعى التي تؤدي في النهاية لحساب قيم Ox‏ سواء أجري ذلك بشكل 
متفرق أودفعة واحدة في طريقة غاوس _جوردان . ويكون عدد العمليات الكلي اللازم 
لحساب A”‏ هو : 


Ve‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


إن هذا العدد منخفض بصورة واضحة . فى الحقيقة ا أن ضرب مصفوفتين 
مربعتين من النوع clown xn‏ إلى n?‏ خطوة فان عدد العمليات اللازمة لحساب A?‏ هو 
otal‏ نفسه الضروري لحساب AT‏ يظهر هذا الأمر وكأنه غير معقول (إن Aola‏ 
يحتاج» كما يظهر لناء إلى ضعفي ذلك) . في جميع الأحوال. إذاكانيت pb At‏ 
ضر وريه فانه يعضل عدم حسابها . 

ملاحظة ۲ : في حسابات طريقة غاوس ‏ جوردان قطعنا قدماً الطريق كاملا 
المؤدي إلى CU‏ قبل أن ننطلق إلى الجهة المعاكسة لاحداث أصفار فوق القطر . إن ذلك 
يشبه الحذف الغاوسي » لكن تراتيب أخرى ممكنة . كان بامكاننا استخدام المحور الثاني. 
لايجاد صفر فوقه كما هو الحال تحته . ولكن ذلك بطيء . في ذلك الوقت كان السطر 
الثاني SL Lee‏ لأنه كان يحتوي قبل النهاية أصفاراً نتتجت عن المبادلات السطرية 
الصاعدة إلى الأعلى» حي أخذت مكاتها مسقا 


قابل للعكس - غير شاذ 

أخيراً نريد أن نعرف ماهي المصفوفة القابلة للعكس وما هي المصفوفة غير القابلة 
لذلك . إن هذه المسألة مهمة جداً لدرجة أن لها أجوبة متعددة. بالفعل» كل فصل من 
الفصول الخمسة القادمة سيعطي طريقة لاختبار قابلية العكس مختلفة (لكنها مكافئة) . 
و oS‏ في » بعض الأحيان» أن تمتد الطريقة لتشمل المصفوفات المستطيلة والمعكوس 
من جهة واحدة ؛ الفصل الثاني يتطلب ضرورة كون الأسطر مستقلة خحطياً» أو الأعمدة 
مستقلة . الفصل الثالث يعكس 474 أو 447 تتعرض بقية الفصول فقط للمصفوفات 
المربعة وتنظر فقط في تلك التي محددتها لاتساوي الصفر أو ذات القيم الخاصة غير الصفرية 
أو ذات المحاور غير الصفرية. الاختيار الأخير هو الذى استخدمناه فى عملية الحذف 
ونريد أن نبرهن (في عدد قليل من المقاطع النظرية) أنها طريقة ناجحة . 

a)‏ فين أن هناك مصفوقة ld‏ مجموعغة كاملة هن gt- aldi‏ بالتعريف 


المصفوفات والحذف الغاوسي 16 


غير شاذة (نذكر من جديد أن المحاور ليست أصفاراً . ) تعطى المعادلة 44-7 n‏ نظاماً 
منفصلاً =e‏ ×4 من أجل أعمدة CAT‏ ويمكن حلها_بالحذف أو بطريقة غاوس- 
جوردان. يكن أن يكون هناك ضرورة لبادلات سطرية » لكن أعمدة AT‏ هي 
الوحيدة التي تتعين . بقول دقيق » علينا أن نبين أن المصفوفة “4 بهذه الأعمدة 
هي Lal‏ 

معكوس -يساري . حل 1=" 44 يؤدي بالوقت ذاته إلى حل ATARI‏ لکن كيف 
يجرى ذلك ؟ ليس ذلك مسألة تافهة . إحدى الطرائق تنتظر الباب SOI‏ : معكوس 
من جانب واحد لمصفوفة مربعة هو بصورة آلية معكوس من جانبين . لكن» يمكننا أن 
نعمل دون الباب الثاني بملاحظة بسيطة : كل خطوة في طريقة غاوس ‏ جوردان تقوم 
على عملية ضرب من اليسار بمصفوفة أولية. لقد استخدمنا ثلاثة أنواع من المصفوفات 
الأولية : 

i ع لطرح مضاعف 1 للسطر زمن السطر‎ )١ 

j i للمبادلة بين السطرين‎ P (Y 

(Y‏ 2 (أو (D'‏ لتقسيم جميع الأسطر على محاورها. 

طريقة غاوس ‏ جوردان هي في الحقيقة متتالية ضخمة من عمليات الضرب 
المصفوفي : 

(4) ال ل‎ =I 

هذه المصفوفة الواقعة داخل القوسين عن يسار ۸هي » بالبداهة معكوس يساري . 
إنه موجود وإنه يساوى المعكوس الأيمن وفق الملاحظة )١(‏ لذا كل مصفوفة غير شاذة 
قابلة للعكس. 

العكس صحيح Lal‏ : كل مصفوفة قابلة للعكس هي مصفوفة غير شاذة. إذا 
كانت A‏ قابلة للعكس » فان لها ” محوراً. ذلك واضح في ال حالة القصوى : اذا كان AJ‏ 
معكوس» فمن غير الممكن أن يكون فيها عمود كله أصفار . (لايمكن آبداً للمعكوس 


VA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


أن ينتج عموداً من مصفوفة الوحدة» بضربه بعمود صفري) . فى الحالة الأقل تطرفاًء 
نفرض أن الحذف انطلق من مصفوفة قابلة للعكس 4 لكنها محطمة مثل : 


d, ae oie, اج‎ 


E EES: 

"e : 
A = 0 0 0 اع‎ 
Û0 Û د ع ل)‎ 
0 0 022 


لايمكن أن يكون لهذه المصفوفة معكوس مهما كانت الأعداد: . أحد البراهين هو 

استخدام عمليات عمود (للمرة الأولى) لجعل جميع عناصر العمود SS‏ 
أصفاراً. بطرح مضاعف مناسب للعمود ۲ ثم مضاعف مناسب للعمود ١‏ (من العمود 
CY‏ نصل إلى مصفوفة غير قابلة للعكس فعلاً . لذاء فان المصفوفة الأصلية غير قابلة 
للعكس» نقع هنا في تناقض . عندما ننطلق بمصفوفة قابلة للعكس . فانه لايمكن 
للحذف أن يفشل . 

GIL‏ يعطى اختباراً موثوقاً لوجود"4 : يجب أن يكون هناك n‏ محوراً. 

تكون مصفوفة مربعة قابلة للعكس إذا وإذا فقط كانت غير شاذة. 

سيستخدم الفصل الثانى عمليات سطر على 4 ليحصل على سطر أصفار وعلى 
النتيجة ذاتها. من أجل بعض الأطراف اليمنى لايكون للنظام b‏ = ×4 حل . من أجل 
مصفوفة قابلة للعكس » يوجد دائماً [AN‏ الوحيد 478 = × 


المنقول 
نحتاج إلى مصفوفة أخرى وهى لحسن الحظ أبسط كثيراً من المعكوس . تسمى 

هذه المصفوفة منقول 4 » وتمثل بالرمز ”4 . أعمدتها على الترتيب أسطر 4- السطر ذو 
الرقم ¡ من A‏ يصبح العمود ذا الرقم : في ۸. لذا فإنه يكن تكوينها دون أية حسابات : 
0 2 


ادا كان 4 asl?‏ فان | | 


A‘ = 
4 4 0 0 3 
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بالوقت ذاته » أعمدة A‏ تصبح أسطراً للمصفوفة AT‏ إذا كانت A‏ مصفوفة من 
النوع mxn‏ فان ”4 من النوع nxm‏ . إن التأثير النهائى هو قلب المصفوفة حول قطرها 
الرئيسي بحيث ينتج العنصر الذي يقع في السطر i‏ والعمود رمن A‏ عن العنصر SUI‏ 
يقع في السطر 7 والعمود : في 4 : 


(0) 


إن منقول مصفوفة مثلثية Lio‏ هو مصفوفة مثلثية عليا وإن نقل A‏ يعيد ALS)‏ 

لنفرض الآن أن لدينا مصفوفتين 8و 4 فاذا جمعناهما ثم نقلنا الناتح فاننا نحصل 
على الشيء ذاته فيما لو نقلنا Yal‏ ثم جمعنا : (AtB)’‏ هرو "4+8 نفسه . لکن ليس من 
الواضح ماهو منقول الجداء AB‏ و منقول المعكوس cA‏ إليك القانونين الأساسيين في 
هذه المقرة : 


(AB) =B "A" هو‎ AB لوقنم)١( ام‎ 
(AY = )4”(' منقول المعكوس هو‎ (Y) 


نلاحظ أن القانون المتعلق ب"(48) يشبه القانون المتعلق ب'(48)» فى كل من الحالتين 
نقلب الترتيب ونحصل على "8"4 و 4 8. لقد كان البرهان المتعلق بالمعكوس سهلا 
ولكن الأمر يتطلب صبراً غير طبيعي من أجل نقل الجداء . السطر الأول من (ABY‏ 
هو العمود الأول من CAB‏ وهذا يعني أن أعمدة 4 قد حملت بالعمود الأول من 8 . إذا 
بقينا مع الأسطر فان ذلك يكافىء أسطر A”‏ محملة بالسطر الأول من BT‏ وهذا بالتأكيد 
هو السعطر الاول cp‏ "84 + 

الأسطر الأخرى من (AB)‏ ومن 787 8 هى أيضاً متفقة 


مثال 


لكي Jos‏ إلى القانون المتعلق ب 4'7) » ننطلق من العلاقتين 1= ۸۸و 
1= "44 و نأخذ المنقول لكل من هاتين العلاقتين . من ناحية أولى 17-7. من ناحية ثانية 
نعلم منقول حاصل الضرب من OV)‏ 

(1) An at =? و‎ A’) =] 

وهذا يجعل (A)!‏ معكوس "4 وبذلك نكون قد برهنا CY)‏ 

بعد أن أقمنا هاتين القاعدتين يمكننا أن نقدم صنفاً خاصاً من المصفوفات› يحتمل 
أن يكون أهم صنف من أصنافها . الصفوفة ا متناظرة هي ا مصفوفة التي تساوي منقولها : 
„A =A‏ المصفوفة مربعة بالضرورة وكل عنصر فيها يساوي نظيره بالنسبة للقطر الرئيسى 
أو بصورة أخرى : sa,‏ ه و إليك المخالين البسيطين : 


4 e18 | 


ليس من الضروري أن تكون المصفوفة المتناظرة قابلة للعكس ؛ ومن الممكن أن 
تكون مصفوفة صفرية . ومع ذلك إذا كانت "4 هوجودة فانها تكون متناظرة أيضاً . 
ينتج ذلك مباشرة من القانون )١(‏ الوارد أعلاه وذلك لأن منقول "۸ يساوي دوم 
(A'Y‏ من أجل مصفوفة متناظرة يساوي ذلك تماما" 4. لذاء فان 4 تساوي منقولهاء 
في هذه الحالة» وهي متناظرة عندما تكون 4 كذلك . 

تظهر المصفوفات المتناظرة في كل موضوع تكون قوانينه موافقة لذلك : «لكل 
فعل ردفعل يساويه ويعاكسه» والعنصر الذي يعطي تأثير ؛ على ريكافىء الفعل ELI)‏ 
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عن id i dE‏ بترو ها التناظر في البند القادم عند دراسة المعادلات التفاضلية . 
سنبقى هنا مع الحذف الغاوسي وسنهتم بمعرفة تأثير التناظر . بصورة أساسية إنه يقطع 
العمل إلى نصفين . الحسابات لما فوق القطر نسخة عن الحسابات المتعلقة aA le‏ كما 
أن المصغوفة المثلثية العليا U‏ تتعين تماما بالمصفوفة المثلثية الدنيا L‏ : 


cA =LDU متناظرة وإذا كان من الممكن نحليلها على الصورة‎ A ل إذا كانت‎ ١ 
ولم يكن هناك تغيير أسطر يشوه التناظر. فان المصموفة المثلثية العليا نا هى منقول‎ 
-A=LDL’ المصفوفة المثلثية الدنيا 1 . يصبح التحليل‎ 


لبرهان ماتقدم» نأخذ منقول tA LDU‏ يظهر المنقول بترتيب معاكس ليعطي 
AUD T‏ بما أن 4 متناظرة فانها تساوي cA‏ لذاء لدينا اللآن تحليلان ل4 وفق 
مصفوفة مثلثية دنيا في مصفوفة قطرية في مصفوفة مثلثية عليا ( L‏ مصفوفة مثلثية عليا 
عناصر قطرها تساوي الواحد وهى مشابهة LL‏ للمصفوفة (U‏ . استناداً إلى ١-ل»‏ 
فإن مثل هذا التحليل وحيد . لذلك فان ONL le‏ تكون مطابقة US‏ وهذا ما ينهى 
Ok J‏ 


مثال ( 4 متناظرة و (L'=U‏ 


بعد كل خطوة من الحذف. تبقى المصفوفة الواقعة فى القرنة الدنيا واليمنى متناظرة 
كما هى JU)‏ بعد الخطوة الأولى l‏ 


A 
2 


a b 1 C 
ab c 0 a- bD e - be 
b de\|---7 a a 
č e f be g 


يقطع عمل الحذف» بصورة أساسية؛ إلى نصفين بسبب التناظر» من 73 إلى . ۸/6 


١-1-١ 


1ج 


sin@ cosO | 


أوجد المعكوسات (لاضرورة لأنظمة خاصة) للمصفوفات 


cosO - © 


3h A= 
أوجد معكوسات مصفوفات البادلة‎ (1) 


460 1 
1 0 01 
010 


001 
P=|0 1 0| و‎ P= 
100 


(ب) فسر لماذاء من أجل مصفوفات المبادلة» ”8 تساوی دوماً 8 وذلك 
ببيان أن الوحدان واقعة في المواضع المناسبة لتعطى T=‏ مم . 

من العلاقة AB =C‏ أوجد قانوناًل "۸. قم بالأمر ذاته انطلاقاً من 

. PA =LU 

)1( إذا كانت 4 قابلة للعكس و CABAC‏ برهن بسرعة أن BHC‏ 

(ب) }13 كانت | : 1 4 أوجد مثالا يكون من أجله AB =AC‏ لکن 
.B +C‏ | 

إذا كان معكوس”4 هو 8 برهن أن معكوس ۸هو 48.. (لذاء تكون 4 
Abb‏ للعكس عندما تكون 4 AL‏ للعكس) . 


استخدم طريقة غاوس ‏ جوردان لعكس 


| 0 0 2 -1 0 0 0 1 
A,=al111),4¢e)-1 2 .اله‎ lT 1 
001 0 45 2 TE 


jesti 


a. So o 


[ س س 


المصفوفات والحذف الغاوسي ۷۹ 


أوجد مصفوفة من النوع 2×2 غير 1-- 4 و 1= 4 بحيث يكون معكوسها 
At: Wale‏ 


برهن أنه ليس للمصفوفة | إ i‏ معكوس وذلك بمحاولة حل : 


برهن أنه لايمكن أن تكون A‏ قابلة للعكس . جداء السطر الثالث من "4 


مضرويا 


‘Aw‏ يجب أن يعطى السطر الثالث من AA sI‏ ماهو الباعث لهذه 


D OC ©‏ بم 


الاستحال؟ 
أوجد المعكوسات (بأى طريقة مقبولة) للمصفوفات : 


1 0 0 
0 0 0 1 a ide, 1 0 a 6 
6 0 2 5 2 ظ‎ Jg g 
rsg g g gea 0 كه‎ 1 “10 0 
40 0 0 0 0 -3 IO 0 
4 


أوجد أمثلة A BS‏ بحيث يكون : 

)1( 8+ 4 غير قابلة للعكس رغم أن 8, 4 قابلتان لذلك 
(Y)‏ 8+ 4 قابلة للعكس رغم أن 8, A‏ غير قابلتر 
(۳) كل من A ,8 ,4 +B‏ قابلة للعكس . 


VY 


|] ot 


ا 


2-1-١ 


١-1-1 


١-1-١ 


مني حي ] 


AH اح‎ 
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في الحالة الأخيرة» استخدم OLS 4" (A +B) B'=B'+A"‏ أن 

4+ 8 قابلة للعكس أيضاً وأوجد قانوناً لمعك Ager‏ 

ماهي خواص المصفوفة 4 التي تبقى محفوظة من قبل معكوسها (بفرض 
۸ مو جودة) (۱) ۸ مثلثية (Y)‏ 4 متناظرة )1( 4 ثلاثية الأقطار (E)‏ جميع 
عناصرها altel‏ صحيحة )0( جميع عناصرها كسور (يدخل فى ذلك 
الأعداد الصحيحة مثل 3/1). 


: | 
إذا كان | | |-4و 


A'B, B'A, AB’, BA >| «B d 5 

(مهم) برهن» من أجل المصفوفات المستطيلة» أن MS‏ من ATA‏ , 447 
مصفوفة متناظرة lego‏ بين بمثال أنه يمكن أن لاتكونا متساويتين» أيضاً 
من أجل مصفوفات مربعة . 

برهن » من أجل أئ مصفوفة مربعة 28 أن A=B +B"‏ دائماً متناظرة وأن 
K=B -B'‏ دوم متناظرة تخالفية . الأمر الذي يعني أن ۸-="۸. أوجد هذه 
المصفوفة إذا كانت | 7 ! |= 8» واكتب 8 كمجموع مصفوفة متناظرة 
ومصفوفة متناظرة تخالفية . 

(أ) ما هو عدد العناصر المستقلة فى مصفوفة متناظرة من المرتبة n‏ ؟ 
(ب) ما هو عدد العناصر المستقلة فى مصفوفةمتناظرة ‏ تخالفية من المرتبة:,؟ 
)1( إذا كانت ALDU‏ بوحدان على قطري LU‏ ما هو التحليل المقابل 
ل 4 ؟ لاحظ أن AT‏ , 4 (كمصفوفتين مربعثين بدون حاجة لمبادلات 
سطرية) تشتركان بالمحاور ذاتها . ظ 

(ب) ما هو النظام المثلثي الذي يعطيه حل النظام =b‏ ر۸ ؟ 

إذا كان A =L D U,‏ نا =L D‏ 4 برهن أن L =L, ,D =D, ,U =U,‏ . إذاكانت 


4 قابلة للعكس › ob‏ التحليل وحيد . 


ikii 


Yin 


jo 


ry 1-1 


7-4-1 


المصفوفات والحذف الغاوسي VY‏ 
(I)‏ وضح المعادلة 1 رج L PLD =D U‏ وفسر لماذا يكون أحد الطرفين 
مصفوفة مثلثية دنيا بينما الطرف الآخر مثلثية عليا. 
(ب) قارن القطرين الرئيسيين فى هذه المعادلة ثم قارن العناصر غير 
القطرية . 
تحت أية شروط تتعلق بالعناصر » تكون 4 ALU‏ للعكس. إذا كان 


إذا حققت المصفوفة ISA‏ النوع 3 كول السط +١‏ السط =Y‏ 
السطر”» برهن أنه من غير الممكن حل Ax=[124]7‏ . هل 4 قابلة 
ا 

احسب التخليل المتناظر LDL"‏ للمضفوفتين 


1.3 § ry 
4-13 12 18] « =| | 
5 18 30 b d 
: أو جد | لمعكوس للمصفوفة‎ 
| 0 0 0 
1 1 0 0 
)ع ق‎ ١ 1 1 0م‎ 
-ER 
2 2 2 


إذا كانت 8, A‏ مصفوفتين مربعتين » برهن أن 1-48 قابلة للعكس إذا 
كانت 1-84 قابلة للعكس . انطلق من : B )[ -48( = ) 1 -BA)B‏ 


|١‏ - ۷ مصفوفات خاصة وتطبيقاتها 

سيكون أمامنا في هذا البند هدفان . الأول هو شرح حالة واقعية يظهر فيها نظام 
كبير من المعادلاات الخطية . حتى الآن لم يذكر هذا الكتاب أي تطبيقات من هذا النوع . 
فى الحقيقة » إن دراسة مسألة كبيرة وواقعية بصورة تامة » سواء فى الإنشاءات الهندسية 
أو فى الاقتصادء قد يقو دنا إلى متاهات عملية عميقة . لكن هناك تطبيق مألوف ومهم 

الهدف الثاني هو التوضيح» بهذا التطبيق ذاته» للخواص الأساسية التي تتمتع 
بهاعادة مصفوفة المعاملات . ليس من المعتاد مواجهه مصفوفة كبيرة بحيث تظهر وكأنها 
قد صيغت بصورة عشوائية » بل سيكون على الأغلب هناك نموذج ظاهر للنظرة الأولى 
- غالباً مايكون نموذج تناظر فيه كثيرمن العناصر الصفرية . في هذه الحالة الأخيرة» لما 
كانت مثل هذه المصفوفة غير المكتظة تحوى عدداً من المعلومات يقل كثيراً عن on?‏ لذا 
فمن المتوقع أن تكون العمليات الحسابية الواجب اجراء ها أكثر سهولة من حالة مصفوفة 
مليئة . سوف ننظر بصورة خاصة إلى خواص المصفوفة ا حزامية وهي التي تتجمع فيها 
العناصر غير الصفرية فى جوار القطر الرئيسي وذلك لرؤية تأثير مثل هذه الخواص 
على طريقة الحذف . في الواقع إننا سننظر في مصفوفة حزامية خاصة . 

يمكن رؤية هذه المصفوفة فى المعادلة (7). الفقرة التالية ستبين التطبيق . 

ينتح مثالنا عن إبدال مسألة متصلة بأخرى منقطعة . يكن للمسألة المتصلة أن 
يكون لها عدد غير منته من المجاهيل (هى قيم u(x)‏ عند كل ×) ولايمكن حلها بصورة 
صحيحة بالحاسوب . لذا سيجري حل ذلك بشكل تقريبى بوساطة مسألة منقطعة. 
كمسألة بسيطة ولكنها تبقى مسألة متصلة نموذجية» وقع اختيارنا على المعادلة التفاضلية 


| du 2 | 
(\) ~ =f), (x ع‎ 1 


ax 


هذه المعادلة معادلة تفاضلية خطية مجهولها » وهی ذات حد غير متجانس/. فى 
هذه المسألة كثير من الاعتباطية وذلك لأنه يكن اضافة تركيب من الشكل :8+ © إلى 
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حل » فيكون المجموع حلا آخر اذ أنه ليس للمشتقة الثانية للتركيب +0+ © أي تأثير في 
المعادلة . يكن إزالة عدم التعيين الناشىء عن الوسيطين C, D‏ بإضافة 'شرط حدي' 
عند كل طرف من طرفي الفترة : 


(Y) u (0) =0, «(1) =0 


ينتج عن ذلك مسألة ذات قيمتين حديتين فى نقطتين . إنها لاتصف قضية خيالية 
بل تصف مثلاً حالة ثابتة لحادثة توزيع الحرارة في قضيب يقع أحد طرفيه في الدرجة 
ا مئوية 0 ويخضع إلى توزيع منبع حراري SO)‏ 

لنذكر أن هدفنا هو ايجاد مسألة متقطعة أو ذات ote‏ أبعاد محذود بقول آخر 
ايجاد مسألة جبر b>‏ . لهذا السبب لايمكننا أن نقبل إلا عدداً محدوداً من المعلومات 
حول » مثل قيمه عند النقاط التي تقع » فيما بينهاء على أبعاد متساوية . x=hx=2h‏ 
0 - ×,..., وسيكون أي Ld EU‏ قيما تقريبية »....., » للحل ا حقيقي عند هذه النقاط . 
لقد سبق أن أعطينا القيمتين الحقيقيتين 0= »,0 -» عند الطرفين (2+1) -1- + و 
x=‏ : 

السؤال الأول هو كيف تستبدل المشتقة de?‏ /» ”4 ؟ مما أن كل مشتقة هي نهاية 
قسمة فرقين »لذا يكن أخذ ذلك بصورة تقريبية والتوقف عند قيمة محددة للبعد h‏ 
دون أن ندع ۸(أو ×4 ) يسعى إلى الصفر . من أجل المشتقة الأولى يوجد اختيارات 


متعدلده . 


(۳( du _ u(x+h)-u(x) 5 u(x)-u(x-h) al u(x +h)-u(x-h) 
dx h j h 3 2h 


الاختيار الأخير هو المفضل dole‏ بسبب التناظر حول ×» في الواقع هو الأكثر Bo‏ من 
أجل المشتقة الثانية يوجد تركيب واحد فقط تستخدم فيه القيم عند الك × : 
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du _ u(xt+h)-2u(x) + u(x-h) 


نيدن 


dx h` 

فتاز هذه الصيغة أيضاً بكونها متناظرة حول × . نعيد» إن الطرف الأيمن 

يقترب » في الحقيقة » من d'u /dx?‏ عندما 0 ۸ ولكن علينا أن نتوقف عندقيمة موجبة 
Ad‏ عند نقطة نموذجية #[ - + من الشبكة » يستعاض الآن عن المعادلة التفاضلية 

ASH? بعد ضرب الطرفين ب‎ t )٤( »ة 4 » بهذه المعادلة المنفصلة المشابهة‎ dx =f (x) 


(£) 


(0) + Uy, + دروو‎ ug =h" fUh). 
المعادلة‎ j= 1...... معادلة مشابهة تماماً لهذا الشكل واحدة لكل قيمة‎ nde 9 
الأولى والأخيرة تحويان القيمتين ,,. و ,» وهما غير مجهولتين -إنهما يمثلان الشرطين‎ 
على‎ gh) pilot وقد تقلا إلى الطرف الأيمد للمعادلة ليقوها بدو ر الحد غير‎ Quad 
الأقلء يمكنهما أن يكونا كذلك إذا لم يكونا معروفين أنهما يساويان الصفر). من‎ 
(u -»,,( معادلة حالة  ثابتة حيث يتوازن التدفق‎ il السهل فهم المعادلة )0( على‎ 
. من اليسار مع الضياع (۸ ۸)0 في المركز‎ SY )» - » , ( من اليمين والتدفق‎ SY 
يكن تصور بناء المعادلات )0( بصورة أفضل إذا كتبت بالشكل المصفوفي‎ 

: -م‎ 5 glh=1/6 سنختار‎ Au =b 
0) 


منذ الآن» وحتى إشعار آخر» علينا أن نتعامل مع المعادلة CV)‏ وليس من 
الضروري النظر إلى الخلف db ah‏ مصدر هذه ULM‏ . مهما يكن الأمرء فقد كونا 
صنفاً من مصفوفات المعاملات من المرتبة ”يكن أن تكون كبيرة جداًء ولكنها كما 
يظهر بعيدة عن أن تكون عشوائية . للمصفوفة A‏ خواص مختلفة » ثلاث منها أساسية : 


المصفوفات والحذف الغاوسي VV‏ 


)1( المصفوفة ثلاثية الأقطار . تقع جميع عناصرها غير الصفرية على القطر 
الرئيسي وهلى القظرين الجاورين ad‏ أما شاو نذا ارام لقي فلا يرج Vp‏ 
أصفار 0 a=‏ إذا كان 1 liji‏ ستقدم هذه الأصفار سهولة هائلة فى عملية الحذف . 

)1( المصفوفة متناظرة . كل عنصر »يساوي cao plat‏ بالنسبة للقطر الرئيسي 
Wag‏ لذا ستكون المصفوفة امثلثة العليا U‏ هي منقول المصفوفة الثلثية الدنياءاء 
وسيكون التحليل A= LDL": SUES‏ . تناظر المصفوفة يعكس التناظر الموجودفي 
المعادلة التفاضلية . فلو كانت فيها مشتقة فردية مثل du/dx‏ أ وبل / 4ك لما كانت ۸ 
متناظرة , 

(Y)‏ المصفوفة معرفة إيجابياً . هذه الصفة الإضافية تتحقق عند حساب المحاور 
وهى تشير إلى أن المحاور موجبة . سنقدم فى الباب السادس تعاريف متعددة ومتكافئة 
للمصفوفة المعرفة ايجابياً» ليس لمعظمها GILL Bre‏ ؛ إلا أن BLU‏ ولكون المحاور 
موجبة» نتيجة مباشرة واحدة : التغيير السطري غير ضروري من الناحية النظرية 
والناحية العملية . هذا مخالف لحال المصفوفة 4 الظاهرة في نهاية هذا البند والتى هى 
غير معرفة ايجابياً. بدون تغييرات سطرية ستكون شديدة الحساسية للتدوير. 

لنعد إلى الحقيقة الأساسية وهي كون 4 ثلاثية الأقطار . ماأثر ذلك على الحذف ؟ 
لنفرض» في البداية» أننا نفذنا الخطوة الأولى من GIL‏ وهى جعل ماتحت المحور 
الأول awed‏ |« 


l 2 l 
72 al : 
A 2 4 0 = °! 
-Å 2 -Í نه و‎ 
3 | 2 | 
-| ظ‎ 2 1 
- [ 2 -| P 2 


إذا ماقارنا ذلك مع مصفوفة عادية من النوع 5×5 فاننا Be‏ وجو د تبسيطين 
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)1( لم يكن سوى pare‏ واحد غير صفري واقعاً تحت المحور . 

(ب) هذه العملية الوحيدة قد نفذت على سطر قصير جداً . بعد تعيين المعامل 
الصحيح 1/2--,,1» فاننا نحتاج إلى عملية واحدة (ضرب - طرح) فقط . 

لقد تسهلت الخطوة الأولى كثيرا بسبب وجود الأصفار في السطر الأول 
والعمود الأول . علاوة على ذلك» فان الشكل الثلائي الأقطار محفوظ خلال الحذف 
(عند عدم الحاجة لتغييرات سطرية) . 

(ج) تقبل الخطوة الثانية من الحذف» شأنها فى ذلك شأن الخطوات ASUS‏ 
التسيطيق )1( Kea a‏ 

يمكننا أن نجمل النتيجة النهائية بطرق مختلفة . إن أفضل مظهر لذلك هو النظر 

في التحليل LDU‏ للمصفوفة A‏ : 


I 
نم | درا‎ 
— 


يكن التعبير عن الملاحظات )1( (د) كمايلي : العاملان L, U‏ لصفوفة ذات 
أقطار ثلاثة هما مصفوفتان بقطرين . لهاتين ال مصفوفتين تقريباً بنية A‏ ذاتها من الأصفار . 
لنلاحظ أيضاًء أن كلاً من 1 و U‏ منقول CG SV‏ كما كان متوقعاً بسبب التناظر: 
ولأن المحاور 4 كلها Le ge‏ من الواضح أن المحاور تتقارب من قيمة نهائية هي 
)+1( وذلك عندما تزداد n‏ كبراً. إن مثل هذه المصفوفة تجعل الحاسوب سعيداً . 


det A =6 (A سيجري فيما بعد مطابقة جداء المحاور مع محددة‎ OY) 


شكل .)۷-١(‏ مصفوفة حزامية وعواملها . 

هذه التسهيلات تؤدي إلى تغيير كامل في تعداد العمليات المعتاد. في كل خطوة 
من الحذف نحتاج إلى عمليتين وحيث إن هناك n‏ خطوة» لذا نحتاج إلى 2n‏ عملية 
Lia ge‏ عن ۸/3؛ الحساب سيكون أسرع بالنسبة لدرجة الضخامة . وهذا صحيح 
Lal‏ من أجل التعويض التراجعى ؛ فعوضاً عن 72 « نحتاج إلى 2۸ عملية» لذافان 
عدد العمليات الضرورية فى مصفوفة ذات أقطار ثلاثة » تتناسب مع «وليس مع قوة 
عالية ل. يكن حل نظام ذي ثلاثة أقطار ط= ×4 بصورة فورية تقريباً . 

لنفرض بصورة أعم أن A‏ مصفوفة حزامية » أي أن عناصرها أصفار عدا تلك 
التي تقع في الحزام :>ال:! الشكل .)۷-١(‏ نصف عرض الحزام wal‏ من أجل 
مصفوفة قطرية » و2 =« من أجل مصفوفة ذات أقطار ثلاثة و - «امن أجل مصفوفة 
كاملة . تحتاج الخطوة الأولى إلى ias w (w-1)‏ وبعد هذه الخطوة سيبقى لدينا مصفوفة 
ذات حزام من العرض «. با أنه توجد حوالي « خطوة؛ فان الحذف في مصفوفة 
حزامية يحتاج إلى حوالي win‏ عملية . 

عدد العمليات يتناسب مع ۸ ونلاحظ OYI‏ أنه متناسب أيضاً مع مربع w‏ عندما 
تقترب w‏ من n‏ فان المصفوفة تقترب من أن تكون ممتلئة ويصبح عدد العمليات من 
ى التعداد الأكثر دقة بالأمر التالى في القرنة اليمنى والسفلى من 
4 لم يعد « عرض الحزام . إن العدد الدقيق من عمليات القسمة وعمليات الضرب- 


جديد” ۸ تقریبا 
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الطرح اللازمة لايجاد LDU‏ (دون اعتبار تناظر 4) هو P=1/3w (w-1) Bn -2w+1):‏ 
من أجل مصفوفة متلئة حيث «-«:. من أجل مصفوفة متلئة حيث ewan‏ سيكو ن هذا 
العدد : OP = 1/3.n(n-1)(n41)‏ نلخص ما سبق : إذا كان لدينا مصفوفة حزامية A‏ 
فان لها عاملين مثلثيين لاو .1 تقع عناصرها غير الصفرية داخل الحزام وإن عمليتي 
الحذف والتعويض التراجعي سريعتان حقاً. 

هذه آخر عملية تعداد نقوم بها لذا علينا أن نوضح النقطة المهمة ASU‏ مه 
أجل مصفوفة مثل 4 التي وردت فى مثال الفرق المحدود. سيكون معكوسها مصفوفة 
ake‏ . لذاء عند حل النظام مدعف سيجعل عدم معرفتنا للمصفوفة A!‏ الوضع 
gaol‏ | من ا حالة التي نعرف فيها لاو 1 . إن ضر ب "4 بالمتجه ط يحتاج إلى 2” من الخطوات 
بينما 4۸ تكفى لحل ط= 1٥‏ و :- Lax‏ الحذف التقدمى والتعويض التراجعي اللذان 
يعطيائنا =U "c =U'L'b=A'b‏ عر , 

نأمل أن يكون هذا المثال قد خدم غرضين اثنين : الأول زيادة فهم القارىء 
لتتالية الحذف (التي سنعتبرها أصبحت مفهومة تماماً الآن). والغرض الثاني تقد 
مثال حقيقي من الأنظمة الخطية الكبيرة التي نصادفها في الحياة العملية . وف وه 
في الفصل القادم إلى القيمة النظرية للأنظمة الخطية 4-0 وجودو وحدانية الحل × . 


أخطاء التدوير 

من الناحية النظرية قد انتهينا من الحالة غير الشاذة . قديكون من الضرورى 
اجراء مبادلة بين الأسطر للحصول على مجموعة كاملة من المحاور؛ ومن ثم يحل 
التعويض التراجعي Ax b‏ . مع ذلك» قد نكون. من الناحية العملية» بحاجة لبادلات 
سطرية أخرى أو أن يظهر بوضوح أن الحل المحسوب أصبح تافهاً. نريد أن نكتب 
صفحتين (اختياريتين LLS‏ في الصف) . Jat‏ الحذف أكثر BUGLE‏ هو ضرورى 


Pol (y)‏ عدد صحيح إذا كان 1+ ۸-1,۸ ھی أعداد متتالية و لايد أن يكون أحدها يقبل القسمة 


٣ غل‎ 


وكيف يقدم . لنذكر أن الحذف » في نظام معتدل الحجم Wa‏ 100100 » يتطلب ثلث 
مليون عملية . وعلينا أن نتوقع في كل عملية las‏ تدوير. نحتفظ عادة» بعدد ثابت 
e a SE‏ 
346. - 00123.+345. 

نلاحظ أنه قد اهملت الأرقام الأخيرة بصورة كاملة في العدد الصغير . السؤال 
الوارد هناء ما هو تأثير أخطاء التدوير على الخطأ النهائي في الجواب ؟ 

ليس هذا الأمو مسألة سهلة. لقدعالج ذلك جون فون نيومن John Von‏ 
: الذي كان الرياضي الرئيسي في الزمن الذي تمكن فيه الحاسوب من القيام 
بمليون عملية بسرعة فائقة . في الواقع أعطى تركيب طريقتي غاوس وفون نيومن لطريقة 
eres‏ السهلة تاريخاً متميزاً رغم أن فون نيومن لم يتوصل إلا إلى تقدير معقد جدا 
Led‏ التدوير. لقد كان ويلكنسون Wilkinson‏ هو الذي أوجد الطريق الصحيح لجواب 
هذه y ULM‏ بحت كيه OV‏ قشي مدرسية 1 

هنالك مثالان بسيطان مقتبسان من نصوص ل Forsythe and Moler 3 Nobel‏ « 
سيوضحان ثلاثاً من أهم النقاط المتعلقة بأخطاء التدوير . المثالان هما : 


النقطة الأولى هي : 

١س‏ بعض المصفوفات شديدة الحساسية للتغيرات الصغيرة وبعضها ليس 
كذلك . المصفوفة A‏ سيئة الشروط (إى حساسة) أما A‏ فانها حسنة الشروط . 

من حيث الكيفية المصفوفة A‏ شاذة تقريباً بينما “4 ليست كذلك . إذا جعلنا العنصر 
الأخير فى A‏ 1-,,4» فانها تصبح شاذة إذ يصبح فيها عمودان متساويين . لننظر في 
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حالتين يكون فيهما الطرفان الأيمنان قريباً أحدهما من الآخرء في النظام Ax=b‏ : 


u + =2 u + yo 2‏ 
u + 1.000lv = 2.0001. u + 1.0001 = 2‏ 
حل النظام الأول 0 -«ا,2 -ير؛ حل النظام الثانى ]== التغير الذي وقع في 


المرتبة الخامسة من ١‏ تضخم تأثيره بحيث غير المرتبة الأولى من الحل» ولاتوجد أي طريقة 
حسابية يمكنها تفادي هذه الحساسية تجاه التغيرات الصغيرة. يمكن لسوء الشروط هذا أن 
ينتقل من مكان إلى آخر خلال الحسابات ولكن من غير الممكن حذفه . الحل الصحيح 
حساس جداً ولايمكن للحل المحسوب أن يكون أقل من ذلك . 

النقطة الثانية هي : 

. ع يكن لمصفوفة جيدة الشروط أن تفسد بسبب طريقة رديئة‎ ١ 

من المؤسف أن نقول» فيما يتعلق بالمصفوفة 4 » أن الحذف الغاوسي الصريح 
يمثل إحدى الطرق الرديئة . لنفرض Lil‏ قبلنا 0001 . كمحور أول Lof y‏ طر i>‏ 10.000 
ضعف السطر الأول من الثاني » ليصبح العنصر الأدنى الأيمن 9999- ولكن التدوير 
إلى ثلاث مراتب سيجعله 10.000 . لقد اختفى كل أثر للعنصر )١(‏ الذي كان سابقاً 
هناك . 
لننظر في المثال الخاص : 

v= 1‏ +؛:0001. 
.2 > نا + يز 
بعد الحذف تأخذ المعادلة الثانية الصورة : 
-9999y = - 9998,‏ أو 0 = v‏ 

سيعطي التدوير» عوضاً عن ذلك » 10.000- = -10.000v‏ أو 1= «. حتى OYI‏ 
لم يعكس تخريب المعادلة الثانية حلا رديئاً ٠.‏ صحيحة فعلاً إلى ثلاث مراتب . ومع 
US‏ فإذا ماتابعنا التعويض التراجعي» فان المعادلة الأولى تأخذ الشكل : 

u=1 أو‎ .000lu +.9999 = 1 


لو قبلنا قيمة ل1 = س خاطئة في المرتبة الرابعة فقط . فان هذه المعادلة تصبح : 
u=041 .000lu+1=1,‏ 
قيمة » المحسوبة خاطئة LU‏ رغم أن “4 ذات شروط جيدة؛ فالحذف الصريح 
مضطر ب بشدة. سواء كانت العوامل LDU‏ صحيحة أو تقريبية » فانها خارجة عن 
مس ى الضفو فة DLE AL‏ 


map d 0 || .0001 0 |f1 10,000 
| 10,000 1| 0 -9999 || 0 1 | 


لقد أدى المحور الصغير 0001 . إلى عدم استقرار وإن معالجة ذلك واضحة وهي 
مبادلة بين الأسطر . إليك نقطتنا الثالثة : 


١‏ ف كما كان من الضروري» عند وجود صفر في موضع محور» تغير نظري في 
الحذف » فان وجود محور صغير يضطرنا من الناحية العملية إلى تغييرفي طريقة 
الحذف . مالم يوجد تأكيد خاص مخالف» فان على الحاسوب أن يقارن كل محور 
مع بقية المحاور الممكنة الواقعة معه فى العمود نفسه . يدعى اختيار أكبر المحاور 
والمبادلة الملائمة بين الأسطر بحيث تؤخذ القيمة الكبرى محوراً» ا محوره الجزئية . 


يجب اجراء مبادلة بين السطرين مباشرة . aL‏ المصفوفى c‏ هذا الام يعم الضرب 
بمصفوفة مبادلة كما سبق . للمصفوفة الجديدة “SPAS‏ التحليل التالى : 


pect 3 ااا‎ 4 oft © ffi 13 
0001 1| [.0001 110 .9999 jlo 1 


لقد أصبح المحوران SW‏ 9999. و 1 وهما في مستو واحد تقريباً. لقد bis‏ سابقاً 
9999 - . و 0001. 


تتميز المحوره الجزئية عن الطريقة الأكثر محافظة للمحورة الكاملة » التي لانكتفي 
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فيها بالنظر في العمود ‏ بل تنظر أيضاً في جميع الأعمدة التالية من أجل محور أكبر 
محتمل . في المحوره الكاملة لايكتفى بالمبادلة بين الأسطر بل قد يتطلب ذلك مبادلة 
بين الأعمدة لتحريك هذه القيمة الكبرى كي تقع في موضع المحور (بقول آخر تغيير 
ترقيم المجاهيل أو الضرب من اليمين بمصفوفة مبادلة) . تكمن صعوبة هذه الطريقة 
المحافظة في كونها ذات WS‏ عالية ؛ البحث فى بقية الأعمدة عن المحور الأكبر يستغرق 
وقتاً طويلاً لذا OB‏ المحورة الجزئية تكفي عادة بشكل ملائم . لقد وصلنا أخيراً إلى 
الطريقة الأساسية للجبر الخطي العددي : الحذف بالمحورة الجزئية. ومع ذلك فانه من 
الممكن اجراء بعض التهذيبات الاضافية مثل الانتباه فيما إذا كان من الضرورى تغيير 
موضع سطر أو عمود بكامله . امهم الآن أن القارىء أصبح عارفاً بعمل الحاسوب 
بالنسبة لنظام معادلاات خطية . بالمقارنة مع الوصف «النظري» ‏ ايجاد AT‏ والضرب 
0 فان وصفنا قد استهلك كثيراً من وقت القارىء ( ومن صبره) . كنت أتمنى لو 
وجدت طريقة أكثر سهولة لتوضيح كيف ند × فعلاً» لكني لاأظن أن ذلك موجود . 


\-V-\‏ اجعل فى مثال النضص a=!‏ بدلا من 2 ح,,» ثم آوجد التحليل LDU‏ لهذه 
المصفوفة الجديدة ls‏ الأقطار الثلاثة . 
¥-V-\‏ اكتب مصفوفة المرق المحدود ذات النوع 3×3 (h=1/4)‏ المتعلقة بالمعادلة 


A. +u =x, u(0) = u(1) = Û. 
dx“ 
تقرب‎ 5X5 أو جد مصفوفة 4 من النوع‎ = Y-V-/ 
-aUa “MX دون لذ دورق‎ 


Ac الغاوسي‎ wear المصغوفات‎ 


وذلك بجعل شرو ط البدء u, =u U =U,‏ تحقق من أنه إذا طبقت مصفو فتك 
على المتجه (1.1.1.1,1) فانها pine daa‏ | 4 شاذة . بصو GALES)‏ برهن 
أنه إذا كانت wv)‏ حلا للمسألة المتصلة فان Qt!‏ «اكذلك.. الشرطان 
الحديان لايغيران فى عدم التعيين الموجود بسبب الحد C+Dx‏ 6 لذافا حل 
ا وا م 


(0) نصبح المعادلة‎ cf (x )= 4 72511 gh=l/4 أن‎ ap yA 


12 -1 8 || 8[ 2 | | 
=| 7 al U+ e. ae () j 
O a Ae >» |< | 


أوجد الحل من أجل test‏ ,» وأوجد أخطاء ها بالمقارنة مع الحل الصحيح 


u = sin 0‏ عند x=1/4‏ و 1⁄/2= × و 3/4 = ×. 
ماهو النظام ذو النوع 5×5 الذي يخل ف (CV)‏ إذا غير الشرطان الحديان 
فأصبحا 0 =(1) u‏ و 0(=1) Çu‏ 

( موصى به ) احسب معكوس مصفوفة هيلبرت ذات النوع3 


3x 


د =n]‏ | زرا س E|‏ 


بطر يقن ست خدعامتالية غاوس “جوردان المعقادة : wince )١(‏ 
صحيح (Y)‏ بتدوير كل عدد إلى ثلاثة أرقام عشرية . ملاحظة : هذه 
حالة لاتساعد فيها المحورة؛ حيث A‏ سيئة الشروط ولايمكن اصلاحها . 
من أجل المصفوفة السابقة ذاتهاء قارن الأطراف اليمنى للنظام Ax=b‏ 
المقابلة للحلين )3.6-,0,6( = „x= (1,1,1) , x‏ 


حل النظام ( 00 ) = A Ce Axr =b‏ مصمو 49 بنا ت من النوع 
0 و (7-1+)/1دره وذلك باستخدام أي نظام حاسوب لمعادلات خطية . 


A1 


ات 


الحبر dod!‏ وتطبيقاته 


ثم غير قليلا بأحد عناصر b lA‏ وقارن بين الحلين . 
فارن المحاور في حذف مباشر مع تلك الناتجة عن محورة جزئية وذلك 
للمصفوفة : 

i nt 
قبل الحذف)‎ aa (هذا فعلاً مثال يحتاج إلى تغيير‎ 
MIS 1 عند المحورة الجزئية » تحقق المضاريب رافي 1 العلاقة‎ clo فسر‎ 
فانه‎ cla I< 1 محققة‎ A استنتج أنه إذا كانت العناصر الأصلية للمصفوفة‎ 
يصبح كل عنصر محدود بالعدد‎ Ss Vo yest بعد ايجاد أصفار في‎ 
خطوة تصبح العناصر محدودة بالعدد “2 . هل يمكنك انشاء‎ k بعد‎ 2 
بحيث يكون المحور الأخير‎ ISI بعناصر 1كارها و‎ 3x3 مثال من النوع‎ 
4؟‎ 


Y) 


)1( اكتب مصفوفة من النوع 3×3 بالعناصر 


dij 


j beh‏ تروت 
j‏ 
(o)‏ احسب AB,BA A?‏ 
من أجل المصفوفتين 
ا 8 1ب 
B=| f‏ |=4 
اسب 7( AB „BA ,A", (AB‏ 
أوجد مثالاً من النوع 2×2 حيث 1/2= a‏ ويحقق : 
(Arsi A =A" ° =A.‏ 


حل بالحذف والتعويض -التراجعى : 


u +w=4 v+w=0 
u+v =3 9 u +w=0 
ح بر + نز + يز‎ 6 u +V =6 


حلل المصفوفتين السابقتين بالصورة A=LU‏ أو PA=LU‏ 

(أ) توجد ٠١‏ مصفوفة من النوع 2×2 عناصرها أ صفار ووحدان . 
ماعددالقابل للعكس منها ؟ 

(ب) (أكثر صعوبة) إذا وضعت بصورة كيفية وحدان وأصفارفيمواقع 
polis‏ مصفوفة من النوع10×10 » هل الأكثر احتمالاً أن تكون قابلة 
للعكس أو أن تكون شاذة ؟ 

توجد ١7‏ مصفوقة من النوع 2×2 عناصرها )١(‏ أو )١-(‏ . ماعدد القابل 


Tiga, pital 


AA 


١-١ 


١1١-15 


١؟-15‎ 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


ماهى أسطر EA‏ المرتبطة بأسطر 4 إذا كان : 


lool. + د‎ ¥ 2, 988} 
E=|0 2 0| ا ` |= £ أو‎ ED 1 of 
401 98 og 1 8 8 


اكتب نظاماً من 2x26 gill‏ » ذا عدد غير منتهه من الحلول . 
أوجد معكوساًء إذا وجد» بالمعاينة أو بطريقة غاوس 


- جوردان للمصفوفات : 


إذاكا نت E‏ من النوع 2×2 وهي تجمع المعادلة الأ ولى الى المعادلة 
الثانية» ales‏ 85,88 , 72 

ile‏ آم خاطىء» مع التعليل إذا كان صائباً ومثال معاكس إذا كان 
‘bbe‏ 

)1( إذا كانت 4 قابلة للعكس و كانت أسطرها فى ترتيب معاكس 
لأسطر #» فان 8 قابلة للعكس . | 

(۲) إدا كانت المصفوفتان 8 A,‏ متناظرتين فان 48متناظرة . 

. قابلتين للعكس فإن 84قابلةللعكس‎ A.B ذا كانت‎ (T) 

)٤(‏ يكن تحليل آي مصغوفة غير شاذة بالصورة A =LU‏ كجداء 
مصفوفة مثلثية دنيا | بمصفوفة مثلثية عليا U‏ 


Le =b „Ux =c بحل النظامين الان‎ Ax=b حل النظام‎ 


ماهو > A'e‏ الذي 9 oly lm‏ القيمة الخاصة لم ؟ 


١ 2-1 


١05-1١ 


ye) 


۷-1 


١8-١ 


هل من الممكن ايجاد مصفوفة B‏ من النوع 3×3 بحيث يتحقق 
(Í)‏ 2= مهلكل مصفوفة 4 . 

(ب) 2- ISIBA‏ مصفوفة ۸ . 

(ج) في المصفوفة BA‏ السطر الأول والأخير من A‏ معكوسان. 
(د) في المصفوفة 84 العمود الأول والعمود الأخير من 4 

معكو سان 

أوجد قيمة » فى المعكوس التالي ذي النوع nxn‏ 


© J | no -l : «=f | 
Ale L I ۴ + 1 غو‎ galt 8 + اا1‎ ee 
n+ | ١ | | 2 p *] i 
L E I g -| -i -I n 


لأي قيمة د« » متى يكون للنظام التالى حل» يكون له حل واحدء أو 
يكون له عدد غير منته من الحلول ؟ 

kx + y= | 

Xx + ky = | 


أوجد التحليل المتناظر 217 =4 لكل من : 


تفرض 4 من النوع 44 وهي تشبه مصفوفة الوحدة إلا في متجه 


العمودالثانى 3 


| Vy () 
| 0 y 2 () 
A 1ت و‎ 


. بفرض ۶0ر«‎ «LU حلل 4 وفق‎ (I) 


i ak 


اس 


د 
YY}‏ 


اعم 


2¬ 


(ب) أوجد 43 الذى له شكل A‏ نفسه . 
حل بطريقة الحذف أو بين أنه ليس هناك حل للنظامين : 


u+ v+ w=O0 u +v+w=0 
u+2v+3w=0 و‎ u +v+3w=0 
3u + Su + Tw! 3u + Sv + Twel. 


تعد مجموعة مصفوفات البادلة من النوع xn‏ + مثالا «للزمرة» . إذا 
ضربت أي اثنتين منها فان الناتح من الزمرة؛ معكوس كل واحدة منها 
يقع في الزمرة؛ مصفوفة الوحدة ذات النوع ذاته واقعة في الزمرة؛ 
وأن القانون ,م (p,p) =P P)‏ م صحيح لأنه صحيح من أجل جميع 
المصفوفات . 

Sn Xn والنوع‎ 4x4 ماهو عدد عناصر الزمرة ذات النوع‎ (Í) 

(ب) أوجد k Ui‏ بحيث تحقق كل مصفوفة مبادلة من النوع 
P= 3X3‏ 


صف أسطر DA‏ وأعمدة AD‏ إذا كانت | : 10 . 


Ç A! قابلة للعكس فماهو معكوس‎ A إذا كانت‎ (|) 
CATS give ga led Lads ble A كانت‎ 13] (OW) 


بتجربة 3 = ,2 = , أوجد 


2 3]. [2 3]. [2 |a 

alele ieli i‏ ةا 

انطلق من مستو أول +2v-w=6‏ » وأوجد Soles‏ 
)1( المستوي الموازي المار من نقطة الأصل 


428 


50-15 


5-١ 


TA=‘ 


(ب) مستوياً آخر يحوى» بالاضافة إلى المبدأًء النقطتين ,)6,0,0( 
)2,2,0( : 

(ج) مستوياً ثالثاً يلاقى الأول والثاني في النقطة (4,1,0) . 

ماهو مضاعف السطر (۲) الذي يطرح من السطر (۳) في الحذف 


: التقدمى لمايلى‎ 
Lg ol 2 | 
2 1 010 | ? 
O 5 Lig (0 


هل تعرف (دون اجراء ضرب هذين pall‏ ويين) أن 4 قابلة للعكس » 
متناظرة أوذات أقطار ثلاثة ؟ al‏ محاورها ؟ 

(i)‏ ماهو المتجه الذي Ax fare‏ مساوياً العمود الثالث + مثلى العمود 
الثالث لمصفوفة A‏ من النوع 3×3 ؟ 

(ب) أنشىء مصفوفة فيها العمود الأول + مثلي العمود الثاني =0 . 

ice:‏ من أن 4 شاذة (أقل من ثلاثة محاور) وفسر لماذا يجب أن يقع 


A= 


1ن" 
صحيح أم خاطىء مع التبرير إذا كان صحيحاً ومثال معاكس إذا 
كان ‘kb‏ 


)١(‏ إذا كان LU, = LY,‏ (حيث EE U‏ مصفوفة مثلثية عليا بعناصر 
فطرية غير صفرية وتمثل L‏ مصفوفة مثلثية دنيا pols‏ قطرها 
وحدان)» فان U,=U,‏ ,1= 1 . التحليل LU‏ وحيد . 

A'=A +1 إذا كان 7- 4+۸ فان‎ (Y) 

(۳) إذا كان كل عنصر قطرى من 4 صفراً فان 4 شاذة . 


بالتجربة أو بطريقة غاوس جوردان» أحسب : 


۹۲ 


١4-1 


!+ الخطى وتطبيقاته 


اكتب مصفوفة من النوع 2 بحيث 

. متجه ذى بعدين‎ sl تعكس انهاه‎ (Í) 

(ب) تسقط كل متجه ذي بعدين على محور ,× 
(ج) تدور كل متجه ذي بعدين باتجاه معاكس لدوران الساعةبمقدار 98٠‏ . 


a (>)‏ كل dos‏ دې بعدين في Wee‏ الربع الأول =X,‏ 2 . 


>) pA) 
فضاءات المتجهات والمعادزات الخطة‎ 


١-۲‏ فضاءات المتجهات والفضاءات الحزئية 

يكن لطريقة الحذف تبسيط النظام الخطى Arab‏ وهذا التبسيط يشمل عنصراً 
واحداً كل مرة. لحسن الحظ. يبسط الحذف كذلك النظرية . السؤال الرئيسى يتعلق 
بوجود ووحدانية ا لحل -هل هناك حل وحيد» أو لايوجد حل أو أن هناك عدداً لانهائياً 
من الحلول ؟ تصبح الإجابة عليها أيسر بعد الحذف . نحتاج إلى تخصيص بند إضافي 
ثل هذه الأسئلة» وبعدئذ تكون دائرة هذه الأفكار قد استكملت . إلا أن آلية الحذف 
تؤدي إلى اتجاه واحد في فهم النظام الخطي» وهدفنا الرئيسي هو التوصل إلى فهم 
مختلف joel,‏ . هذا الفضل يكن أن يكون أضعب من الفصل الأول . إنه يتوجه 
نحو جوهر الخبر الخطي . 

أولاً نحتاج إلى مفهوم فضاء المتجهات . لادخال هذا المفهوم» ننطلق مباشرة 
من الفضاء ات ذوي الأهمية الكبرى التى نرمز لها ب ۸ ,۸ R',‏ » حيث يوجد فضاء 
لكل عدد صحيح موجب . يتكون الفضاء R”‏ من جميع متجهات الأعمدة التي لها n‏ 
مر كبة (المر كبات هنا أعداد حقيقية) . يمثل الفضاء R?‏ بمستوي -y‏ المعتاد وتكون 
عندئذ ES gs‏ المتجه هما gy‏ إحداثيي النقطة المقابلة لهذا المتجه. مروف 
Lal‏ حيث تعين المركبات الثلاث نقطة فى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . الفضاء الوحيد 


{T 


1 الجبر الخطي وتطبيقاته 
Lite PER Sn‏ . الأمر القيّم في الجبر الخطى هو هو أن توسيع هذا المفهوم إلى n‏ 
بعداً يجري بصورة مباشرة . من أجل متجه من فضاء ذى سبعة أبعاد «Mee R‏ نحتاج › 
فقط » إلى معرفة المركبات السبع رغم أنه من الصعب تصور ذلك هندسياً . 

في هذه الفضاءات وفي جميع فضاءات المتجهات يمكن اجراء عمليتين : 

يكن جمع أي متجهين كما يمكن ضرب أي متجه بعدد. 

من أجل كل فضاء من الشكل "8 تنفذ هاتان العمليتان على مركبة واحدة في كل 
مرة؛ إذا كان x‏ متجهاً من *# مركباته 1,0,0,3 فان +2 متجه مر كباته 2,0,0,6. هناك 
سلسلة كاملة من الخواص يكن تحقيقها مثل الخاصة التبديلية ×+ ر= + + أو خاصة 
'المتجه الصفري' الذي يحقق العلاقة ×= +0 أو Lele‏ المتجه -x‏ الذي يحقق العلاقة+ × 
0 -* . من ضمن هذه الخواص» توجد ثماني خواص (منها pel Al‏ الثلاث التي 
(Lab S3‏ أساسية لفضاء ol gee‏ تكرت ALAS‏ التمرين (0-VN)‏ بصورة 
شكلية » elas‏ متجهات حقيقي هو مجموعة من ا متجهات» تقبل قاعدة جمع ا متجهات 
وضرب متجه بعدد حقيقي؛ على الجمع والضرب إنتاج متجه واقع في الفضاء ذاته وأن 
يحققا الخواص الثمان المذكورة . 

نظامياً تقع المتجهات التى نتعامل معها فيواحد من الفضاءات eR”‏ تمثل عادة 
عتحهات أعمدة . التعريف الشكلي لفضاء ء المتجهات يجعلنا نعتبر متجهات أشياء 
أخرى غير المتجهات المعتادة وذلك شريطة أن يكون الجمع والضرب بعدد معرفين 
بصورة ملائمة . سنقدم من أجل ذلك أمثلة ثلاثة : 

)1( الفضاء ذو السعة اللانهائية -8 . لمتجهات هذا الفضاء عدد غير منته من 
fhe OLS II‏ )....1,2,1,2( چولگ فانوني الجمع والضرب لم يتغيرا . 

(Y)‏ فضاء المصفوفات من النوع 3x2‏ في هذه ال حالة يعتبرالمتجه مصفوفة. 
ييكننا أن aod‏ مصفوفتين ويكون 8+4 = 8+ A‏ وهناك مصفوفة صفرية وهكذا . إن هذا 
الفشماء oles‏ تى ال چ (المركبات الست مرتبة فى مستطيل عوضاً عن 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۹٥‏ 


عمود) . ويعطي أي اختيار آخر mynd‏ مثالا مشابهاًء فضاء مصفوفات من النوع 
AN‏ 77 . 

)1( فضاء الدوال f(x)‏ . نفرض هنا أن جميع الدوال معرفة على فترة محدودة 
مثل 1> «>0. يقع في هذا الفضاء Mee‏ الدالتان (x) = sinx‏ ع fx) =x",‏ 
HUIS,‏ مجموعهما مهزو+” = (f+ g) (x)‏ وجداء كل منهما بعدد مثل -sinr‏ و ×3 . 
المنتجهات هنا دوال وعدد أبعاد هذا الفضاء مالانهاية Lad‏ إنه» في الواقع» مالانهاية 


= oo E 
5 اوسع من‎ 


أكثر سد cla‏ تقع ضمن الفضاءات المعتادة"۸. نريد أن نصفها ونبين سبب أهميتها . 
هندسياً» تصور الفضاء ذا الأبعاد الثلاثة R‏ واختر أي مستو يمر من نقطة الأصل . يمثل 
هذا المستوى بنفسه فضاء متجهات . إدا a Lpa ly pd‏ هذا المستوي بالعدد(3) أو 
بالعدد (3-) أو بأى عدد آخر فاننا نحصل على متجه واقع في المستوي ذاته . إذا جمعنا 
إحدى أهم أفكار الجبر الخطي . إنه فضاء جزئي من الفضاء الأصلي R?‏ 

تعريف : الفضاء ا جزئي من فضاء متجهات هو مجموعة جزئية من هذا الفضاء 
Gat‏ الشرطين : 

× +y إذا جمعنا أى متجهين «, × من هذه المجموعة الحزئية فان مجموعهما‎ )١( 
يقع فيها أيضاً.‎ 

CY)‏ ادا ضربنا cl‏ متجه × من هذه المجموعة ا لحز 45 بعدد c‏ فان الحداء يقع فيها 
Lal‏ 
بعدد. تجرى هاتان العمليتان وفق قواعد الفضاء الكلى دون أن تأخذنا إلى خارجه . 
لسنا بحاجة إلى تحقيق الخواص الثمان الضرورية لأنها محققة فى الفضاء الكامل› 


11 الخبر اخطي وتطبيقاته 


لذاء تكون محققة آلياً في كل فضاء جزئي . لنذكر بصورة خاصة أن ا متجه الصفري 
يجب أن يقع في كل فضاء جزئي لأنه يمكننا أن نختار فى الشرط (۲)» 0=». 

إن أدنى امكان لفضاء جزئي» هو أن يتكون من عنصر واحد وهو المتجه 
الصفري . إنه فضاء بعده صفر يحوي نقطة واحدة» فقط» هي نقطة الأصل . 
القاعدتان )١(‏ و (Y)‏ محققتان OY‏ الجمع pally‏ بعدد ممكنان؛ فالمجموع 0+0 من 
الفضاء ذي النقطة الواحدة وكذلك أي جداء من الشكل .cO‏ وهذا ه و أصغر فضاء 
جزئي بمكن : ليس هو المجموعة الخالية . هناك فضاء جزئى أقصى وهو أكبر فضاء 
جزئي e SE‏ وهو الفضاء الكلي الأصلي . إذا كان الفضاء الأصلى هو GR?‏ من 
السهل وصف الفضاءات الجزئية مثل : ۸ نفسه وكل مستو مار من نقطة الأصل وكل 
مستقيم مار من هذه النقطة ونقطة الأصل ذاتها (المتجه الصفرى) . 

الفرق بين مجموعة جزئية وفضاء جزئي يتوضح بالأمثلة . سنقدم هنا بعضاً 
منها ونقدم أمثلة أخرى فيما بعد. على كل حال سيكون السؤال الذي يجب الإجابة 
عنه هو ما إذا كان الشرطان )١(‏ و )1( محققين. هل يمكنك جمع متجهات وهل 
يمكنك الضرب code‏ دون ترك الفضاء ؟ 


مثال ١‏ لننظر في جميع المتجهات التي تكون مركباتها موجبة أو مساوية الصفر . 
إذا كان الفضاء الأصلي هوالمستوي -y‏ × آي cR?‏ فان هذه المجموعة الحزئية تمثل الربع 
الأول من هذا المستوي» يحقق الإحداثيان العلاقتين : 0<« , 0<+. إنها EEY‏ فضاءً 
جزئياً رغم آنها تحوي الصفر oly‏ ناتج الجمع يقع فيها . الشرط الثاني لم يتحقق إذ لو 
فرضنا أن العدد (1-) وإن المتجه هو | cx = | -1 1 OBIT Î‏ هو متجه لايقع في الربع 
الأول بل يقع في الربع الثالث . 

إذا أدخلنا الربع الثالث بالاضافة إلى الأول فانه يتحقق عندئذ شرط الضرب 
بعدد؛ كل جداء من الشكل cx‏ يقع في هذه المجموعة الجزئية وبذلك يتحقق الشرط 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطة AV‏ 


الثاني . لكن الشرط الأول لم يعد محققاً OY OW‏ جمع المتجهين | MEE‏ 
| 2 | أيعطي المتجه | | -١‏ ] وهو متجه لايقع في آي واحد من هذين الربعين. إن 
أصغر فضاء جزءي يحوي الربع الأول هو ASR?‏ 

مثال 7١‏ إذا انطلقنا من فضاء المتجهات المكون من مصفوفات النوع 3×3 فان 
هنال Ue Ls > Tels‏ هو pores‏ عة اللصفوفات Slee. LU LAL‏ قضاء pel‏ 
مجموعة المصفوفات المتناظرة . نجد فى كل من الحالتين أن المجموع 8 + ۸ والجداء cA‏ 
يرثان خواص 4 و8 . هما مثلثيتان دنياوان إذا كانت A‏ و8 Lowy e IS‏ متناظرتان lo}‏ 
كانت A‏ و 8 متناظرتين . من الواضح ٠‏ أن المصفوفة الصفرية تنتمي إلى كل من هذين 
الفضاتين الجرثيين . 

نصل الآن إلى الأمثلة الأساسية للفضاءات الجزئية . إنها تتصل مباشرة بالمصفوفة 
۸ وإنها تعطى معلومات حول النظام Arab‏ فى بعض الحالات» نحوي متجهات ma‏ 
مركبة مثل أعمدة ۸ لذاء فانها فضاءات > 45 من RY‏ فی حالات أخرى. يكون 
لهذه المتجهات + مركبة» مثل الأسطر gl)‏ مثل × نفسه) . إنها فضاءات جزئية من R‏ 
a‏ نوضح ذلك بنظام ذي ثلاث معادلات في مجهولين : 


K 0 | 6 
! | 3 A | - b, 
1 )2 ajl |p, 


إذاكان عدد المجاهيل أكبر من عدد المعادلات» يمكننا أن نتوقع عدد أغير منته من 
الحلول (مع أن الأمر ليس كذلك دائماً) . فى الحالة الحاضرة» عدد المعادلات أكبر من 
عدد المجاهيل )> :”) وعلينا أن نتوقع e‏ كا معتاد» أن لايكون هناك حل . يكن أن 
يكون هذا النظام SOU‏ للحل من أجل بعض الأطراف اليمنى فقط » وفي الواقع من 
أجل مجموعة جزئية صغيرة من متجهات الأبعاد الثلاثة ط. نريد أن JÈ‏ هذه المجموعة 


AA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


الحزئية „bJ‏ 
إن إحدى طرائق وصف هذه المجموعة الجزئية بسيطة جداً بحيث من السهل 
عدم الا نتباه USI‏ 


؟ أ يكون النظام =b‏ مه قابلاً للحل إذا وإذا فقط أمكن التعبير عن المتجه م 
کر Aida, Juss‏ 
لايكشف هذا الوصف أي شيء جديد أكثر من إعادة ALS‏ النظام Ax =b‏ بالشكل 


الثاني : 


Fi 


6 
ba 08 
D3 


+ y 


(Y) 7 


to ا‎ 


0 
4 
4 


وهذه هي المعادلات الثلاث بمجهولين نفسها . لكن المسألة التي علينا أن ننظر 
فيها الآن هي : ايجاد العددين » و « اللذين إذا ضربا بالعمودين» الأول والثاني» 
أنتجا المتجه ط. يكون النظام قابل للحل بصورة صحيحة إذا كان هذان المعاملان 
موجودين ويكون عندها (uv)‏ هو الحل . 

لذاء فإن المجموعة الجزئية المكونة من الأطراف اليمنى ‏ الموافقة هى مجموعة 
جميع تراكيب أعمدة 4. إن أحد الأطراف المواتية هو العمود الأول نفسه ويكون 
عندها الحملان 0 -« و 1=». إمكان آخر هو العمود الثاني 0 -» و val‏ وثالث 
هو أن يكون الطرف الأيمن 0= طوالحملان عندئذ هما 0 -» و0 v=‏ (من أجل هذا 
الاختيار التافه» سيكون 0= ثم ملائماً وذلك نيبا کات عناصر المصفوفة) . 

سننظر الآن في جميع تراكيب العمودين ونصف النتائج هندسياً : يكن حل 
النظام ط = ×۸ إذا وإذاء فقطء كان b‏ واقعاً في ا مستوي ا مولد يمنجهي العمودين 
(شكل .)١-١‏ هذه هي مجموعة المتجهات الملائمة $b‏ إذا وقع b‏ خارج هذا المستوي. 
ail‏ لن يكون تركيباً للعمودين . في هذه ا حالة ليس للنظام حل . 
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الشيء المهم هو أن هذا المستوي ليس مجموعة جزئية فقط من # بل هو فضاء 
جزئى يدعى فضاء أعمدة المصفوفة 4. يتكون فضاء الأعمدة من جميع تراكيب أعمدة 
4. ويرمز له ب (4) ۸,. تكون المعادلة =b‏ :ده قابلة للحل إذا وإذا فقط كان طواقعاً في 
elas‏ أعمدة A‏ من أجل مصفوفة من النوع m Xn‏ يكون هذا الفضاء فضاء جزئياً من 
R”‏ وذلك OY‏ للأعمدة m‏ مركبة ومن السهل التحقق من المتطلبين )١(‏ و(۲) المتعلقين 
بالفضاء الجزئى . 

Ax =b نفرض أن ط و "< واقعان فى فضاء الأعمدة بحيث تتحقق المعادلة‎ )١( 
9b glans ود ییات تركييين خاصين‎ x txt أجل‎ ede! من أجل وا اة ت‎ 
حاصل‎ b تركيب لهذه الأعمدة. إذا كان‎ Lal أى ”ط+ ط هو‎ tA )» +× Jab +b" Lib’ 
مساوياً ضعفي العمود الشاني»‎ b’ طرح العمود الثاني من العمود الأول وكان‎ 
ط هو العمود الأول + العمود الثاني . المتجهات المواتية مغلقة بالنسبة للجمع‎ + 8” Ol 
. وهذا ما يحقق الشرط الأول من شرطي الفضاء الجزئي‎ 


perpendicular 
to plane 


column space 


شكل .)١-۲(‏ فضاء الأعمدة هو مستو من فضاء ذي أبعاد BG‏ 


rel إذا وقع ط في فضاء الأعمدة فإنه بقع فيه كذلك كل مضاعف . إذا‎ (Y) 
تركيب للأعمدة متجهاً 6 (أي = ×4) » فاذا ضربنا كل معامل في هذا التركيب‎ 
A(cx)=cb بقول آخر‎ teb نحصل على‎ Lola c بالعدد‎ 


ا الجبر الخطي وتطبيقاته 

هندسياً» الحالة العامة تشبه الشكل )١-7(‏ باستثناء عدد الأبعاد الذى يمكنه أن 
يكون مختلفاً جداً؛ ليس من الضروري أن نجد مستوياً ذا بعدين فى فضاء ذي ثلاثة 
أبعاد . كما أنه ليس من الضروري أن يكون العمود على فضاء الأعمدة الذي رسمناه 
في الشكل )1-1( Leys te‏ من تاجحية قصويئ Sal‏ 
أصغر فضاء أعمدة ينتج عن المصفوفة الصفرية 0= ۸. المتجه الوحيد الذي يقع في 
فضاء الأعمدة هذا (التركيب الوحيد للأعمدة) هو 5-0» وليس هناك خيار آخر 
J‏ ميجعل النظام = SUL Or‏ للحل . في الوضع الأقصى الآخر. نفرضء مثلاً» أن 
A‏ مصفوفة الوحدة من النوع 5×5 فيكون عندئذ فضاء الأعمدة R‏ كاملا ؛ يمكن تر كي 
sos YI‏ الخمسة لمصفوفة الوحدة للحصول على أي متجه . عدد أبعاده خمسة . هذا 
الآمر غير ab tos ple‏ الوحدة . كل مصفوفة غير شاذة من النوع 5×5 تقبل الفضاء 
۴١‏ كاملا كفضاء أعمدة . يمكننا من أجل مثل هذه المصفوفة حل النظام Ax =b‏ بطريقة 
غاوس للحذف؛ يوجد خمسة محاور . لذا فان أي متجه b‏ ينتمى إلى فضاء أعمدة 
مصفوفة غير شاذة . | 

يكنك أن ترى» SU‏ يحتوي هذا الفصل الفصل السابق. هناك درسنا الحالة 
الأككر kalle nt ESY Ley‏ من النوع ۸× » والتى فضاء أعمدتها LR"‏ 
سندخل هنا في دراستناء Lal‏ المصفوفات الشاذة والمستطيلة من أي نوع كانت ؛ يقع 
فضاء الأعمدة بين الفضاء الصفري والفضاء الكلى . كل ذلك» بالاضافة إلى 
الفضاءات المتعامدة معهاء يعطي واحدة من طريقتينا لفهم النظام Ax =b‏ . 


الفضاء الصفري للمصفوفة ۸ 

الطريقة الثانية مزاوجة (ثنوية) للأولى . لانهتم فقط بالحصول على الأطراف 
اليمنى 0 الموافقة بل ينصب اهتمامنا أيضاً على مجموعة الحلول × التي تلائم ذلك . إذا 
كان الطرف الأيمن 0 - 5 فان ذلك يعطي دوماً الحل الخاص 0= ». لكن من الممكن أن 
يكون هناك عدد غير منته من الحلول الأخرى (يقع هذا دائماً عندما يكون عدد المجاهيل 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١‏ 


أكثر من عدد المعادلات (n>m‏ مجموعة حلول النظام 0 = Ax‏ شو نشسة 
فضاء متجهات الفضاء الصفري AS‏ . 

يتكون الفضاء الصفري لمصفوفة من جميع المتجهات « بحيث أن 0= ×۸ ويرمز له 
ب(4) /ال,. إنه فضاء جزئي من LE eR”‏ كما كان قضماء الأعمدة قضاء > ثيا oy‏ 


R™ 


الشرط )١(‏ محقق : إذا كان 0 -عهو 0=“ ×4 فان 0=( A (etx‏ الشرط M‏ 

محقق : إذا كان 0= ×۸ فان 0= (cx)‏ ۸. كلا الشرطين لايتحققان إذا كان الطرف 
الأيمن لايساوى الصفر . حلول المعادلة ا لمتجانسة فقط )0 = () تكوّن فضاء جزئياً. من 
السهل ايجاد الفضاء الصفرى للمثال المذكور آنفاً : 


1 0 0 
5 4 HER 
EQ 0 


تعطى المعادلة الأولى u=0‏ وتعطى الثانية ا E‏ لذا فان الفضاء الصفري 
لايبحوى سونى المنجه الصفري والتركيب الوحيد الذي يعطى الصفر في الطرف الاين 
هو الذي يكون فيه 0 = a ee,‏ 


سيتغير الوضع فيما لو أضفنا عموداً ثالثاً مكوناً من تركيب للعمودين الآخرين : 


إن فضاء الأعمدة للمصفوفة 8 هو فضاء أعمدة 4 نفسه وذلك لأن العمود الجديد 
بقع في المستوي الظاهر في الشكل H )١-۲(‏ ماهو إلا مجموع هذين العمودين اللدين 
انطلقنا منهما. لكن الفضاء الصفري لهذه المصفوفة B‏ يحوي المتجه الذي مركباته 
t=]‏ أو A‏ ماعب له : 


+2 


ver‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


المضاء الصفري للمصفوفة 8هو المستقيم الذي يحوي جميع 
النقاط- - 2, =e‏ ,»= ×حيث يمكن للعددء أن يتحول من _ إلى . , . (يمر هذا 
المستقيم من نقطة الأصل مثل كل فضاء جزئي) . إن لهذا الفضاء الصفري ذي البعد 
Lad tm gl‏ ستعامدا CL gine) dae‏ لى مباشر: بأسطر المسقوفة وهو ذو Leal‏ 
خاصة . 

الخلاصة : نريد أن نكون قادرين» فى أي نظام =b‏ ×4 على ايجاد كل الأطراف 
اليمنى المواتية م وكل حل للنظام Arab‏ يقع المتجه 0 في فضاء الأعمدة ويقع المتجه x‏ 
في الفضاء الصفري . إن هذا يستدعي أن نحسب عدد أبعاد الفضاءات الجزئية التي 
ذكرناها سابقاً وأن ut‏ مجموعة متجهات مناسبة لتوليدها. ونأمل أن ينتهى بنا ذلك 
إلى فهم الفضاءات الجزئية الأ ربعة التي ير تبط بعضها ببعض بشكل صميمى كما ترتبط 
هي بالمصفوفة tA‏ فضاء أعمدة A‏ الفضاء الصفرى 4-1 c‏ والفضاءان المتعامدان 
معهما. 


تمارين 


-iT‏ برهن أن شرطى فضاء المتجهات )1 و )1( مستقل أحذهما عن الآخخر 
Da‏ بانشاء : 
(I)‏ مجموعة جزئية من فضاء ذي بعدين مغلقة بالنسبة لجمع المتجهات 
وكذلك بالنسبة للطرح ولكنها لا تحقق ذلك من أجل الضرب بعدد . 
(ب) مجموعة جزئية من فضاء ذي بعدين (تختلف عن الربعين 


t—\=7 


فضاءات المتجهات والمعادللات الخطية V‏ 


المتعاكسين) مغلقة على الضرب بعدد ولكنها ليست كذلك بالنسبة لجمع 
oleae‏ 
أى واحدة من المجموعات الحزئية التالية من R?‏ تكون فضاء جزئياً ؟ 
(Í)‏ مستوي المتجهات b‏ حيث المركبة الأولى 0= ط. 
(ب) ستو التجهات 2 Com‏ المركبة الأولى 1- b‏ 
(ج) المتجهات Sb‏ تحقق 0 = bb‏ (إن ذلك اتحاد فضائين جزئيين› 
المستوى 0 - والمستوي 0 -, 5). 
)>( المتجه الو حيد )0,0,0( = .b‏ 
(ه) كل تراكيب المتجهين )2,0,1(= x= (1,1,0) sy‏ . 
(و) المتجهات SN b,b)‏ محقق العلاقة 0= b -b,+3b‏ ; 
صف فضاء الأعمدة والفضاء الصفري لكل من المصفوفتين : 


lk a 10 8 0 
TF d و‎ | 0 1 


ماهو أصغر فضاء جزئي من فضاء المصفوفات من النوع 3x3‏ الذي 
يحوي جميع المصفوفات المتناظرة وجميع المصفوفات المثلثية الدنيا ؟ 
ماهو أوسع فضاء جزئي محتوى في هذين الفضاءين الجزئيين معا ؟ 
ف صرف PANET: PPIE ENE I PE TE‏ قیق 
الخواص التالية : 


x+y =ytx )ا(‎ 

x +(y +z) = (x+y) +z (Y) 

(۳) یو جد متجه صفرى وحيد يحقق ×= 0 + × لكل x‏ 
CE)‏ لكل +« يوجد متجه وحيد ×- بحيث يكون 0= (×-) + × . 


١ 


احبر الخطي وتطبيقاته 


lx =x (0) 
(c C=C ERY 
c(x+y)=cx + cy (¥) 


(Cc له‎ =€ FHC EA 


)1( نفرض أن الجمع في R?‏ يضيف واحداً إلى كل مركبة من ËU‏ الجمع 
العادي مثل (9,2) = (5,0) + (3,1) عوضاً عن (8.1) » وأن الضرب بعدد 
لم يتغير . ماهي الخواص التى لم تتحقق من الخواص الثمانية أعلاه ؟ 
(ب) يرهن أن مجموعة الأغداد الحقيقيةالوجية المدودة بالعمات 
ty‏ × و ننه المعرفتين بحيث يساوي OEL‏ على الترتيب المفهوم المعتاد 
من «د و »» تمثل فضاء متجهات . ماهو المتجه الصفرى ؟ 

نفرض p‏ مستوياً في الفضاء الثلاثي معادلته 6 -7+ 20+ ×. ماهى معادلة 
المستوي رم المار من نقطة الأصل والموازى إلى م ؟ 


هل كل من ,5 و م فضاء جزئی من ˆ ۸ ؟ . 


)1( جم oye SESE‏ الشكل (..1,0:1,8 الى ری عدا غير منج 
قيمة معينة ل j‏ وحتى اللانهاية . 

)>( جميع المتتاليات المتناقصة Ix.‏ + د لكل J‏ 

J — gee We alg x Fl جميع االات المتقارية‎ (>) 

„x gk لكل‎ (x kx y 5 oo الو‎ E gl جسیم‎ - (9) 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطة 6. 


Lavina gl gaai‏ أو نقظة أو فضاء جريا أو فقياء SU tro‏ ف أوفضاء 
A isal‏ 

۹-١-1‏ بين أن مجموعة المصفوفات من النوع 22 غير الشاذة ليست فضاء 
متجهات . كذلك بين أن مجموعة المصفوفات الشاذة من النوع 2 2x‏ 
ليست فضاء متجهات . 


۲۔۲ حل 11 معادلة فى 1 مجهول 

لقد أصبحت الآن طريقة الحذف مألوفة فى حالة المصفوفات المربعة وإن مثالا 
واحداً يكفي لتوضيح الامكانات الجديدة التي تظهر عندما تكون المصفوفة مستطيلة . 
يسير الحذف نفسه دون تغيير جوهري ولكن عندما نصل إلى مرحلة استخلاص الحل 
بوساطة التعويض التراجعى » سوف يظهر بعض الا ختلاف . 

abe‏ من القضل قبل عرش هذا UUM‏ قرشم عله UK‏ ب انظ فی 
المعادلة العددية ax =b‏ ~ إنها نظام مكون من معادلة واحدة بمجهول واحد. من الممكن 
أن تكو ن 4 -:3 أو 0 = ×0 أو 4 -+0ء هذه الأمثلة الثلاثة تظهر أمامنا حالات ثلاث : 

)1( إذا كان 0ه فانه» من أجل أي قيمة ل5» يوجد حل 4/ - + وهذا الحل 
وحيد. هذه ا حالة ليست شاذة (هي حالة مصفوفة من النوع 1×1 قابلة للعكس) . 

(۲) إذا كان 0= 09a‏ - 5» فإنه يوجد عدد غير منته من الحلول؛ كل قيمة XS‏ 
jar‏ المعادلة 0= +0 . إن هذه I‏ حالة عدم تعيين ؛ يوجد حل ولكنه غير وحيد . 

C)‏ إذا كان 0 - 4 و 40 5 فإنه لاي جد حل للمعادلة =b‏ ×0 . إن هذه MEI‏ غير 


فى حالة المصفوفات المربعة. APERE:‏ ا لحالات أن تظهر . سوق دل a‏ 


# () 


Nak‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


ب 4 قابلة للعكس. لكن لايزال ل 4 معنى . في حالة المصفوفة المس: 
لايمكن للحالة الأولى أن تظهر ؛ لیکن anal‏ على حل ا يكون عد الخ 
HERAT‏ حل واحد + لكل 5. يمكن أن يكون هناك عدد لانهائى من الحلول لكل Hb‏ 
عدد لانهائى لبعض قيم 5 وقد لايوجدحل من أجل قيم أخرى ل» أو حل وحيد 
لبعض قيم ط وقد لايوجد أي حل لقيم أخرى . 

نبدأ بمصفوفة من النوع 4 × 3» نتجاهل في البداية الطرف الأيمن ط : 


ف 


المحور 1= » غير صفريء لذاء فان العمليات الأولية المعتادة تجعل العناصر 
الواقعة فى العمود الأول وتحت هذا المحور أصفاراً : 


3 2 
> FL 
6 2 


Ooo Ww 


1 
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لقد أصبح المرشح للمحور الثاني صفراً لذا ننظر فيما إذا كان أحد العناصر التي 
تقع تحته غير صفري وذلك لكي نجري مبادلة أسطر . في هذه الحالة » العنصر الذي 
يقع تحت المحور الصفري صفر أيضاً . لو كانت المصفوفة الأصلية مربعة لأشار ذلك 
إلى أن المصفوفة شاذة . بالنسبة لمصفوفة مستطيلة» علينا أن نتوقع مشكلات على كل 
حال ولیس C‏ سيب يعوا JS GALI lee y‏ ماتا OF pm alae‏ 
ننتقل إلى العمود التالي حيث المحور غير صفري . بطرح مثلي السطر الثاني من الثالث 


جد : 


فضاءات المتجهات والمعادللات الخطية V‏ 


بقول دقيق» نعمل بعدئذ على العمود الرابع . نجد صفراً آخر في موضع المحور 
لذا Se‏ عمل أى شىء وتنتهى المرخلة التقدمية من الحذف. 

إن الشكل النهائي هو المصفوفة ا وهي أيضاً مثلثية We‏ ولكن المحاور””'' ليست 
adi halen‏ كار رادي كي a oop‏ 
ja lll 5x9‏ ل مكرك aeeti-‏ ر افیا Li sic aia‏ 
العناضر الممفلة بجوم أن تكخون أو لاتكخون أصغارا 


«+ + ¥ 
+ + # 
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شكل (۲-۲). العناصر غير الصفرية لنموذج مصفوفة مدرجة ل . 


يمكننا أن نلخص بالقول ماهو ظاهر فى هذا الشكل : 
)١(‏ الأسطر غير الصفرية تأتى في المقدمة ‏ وإلا يجب إجراء مبادلات أسطر- 
وستكون المحاور أول العناصر غير الصفرية في هذه الأسطر . 


)١(‏ تذكر ob‏ ا محاور ليست أصفاراً . خلال عملية الحذف قد نصادف صفراً في موضع المحور 
وهو مؤقت؛ بمبادلة الأسطر أو بالتخلي عن عمود والانتقال إلى الذي يليه» تصل إلى صف 
من المحاور غير الصفرية تقع تحتها أصفار . 
(Y)‏ يقع نحت كل محور عمود من الأصفار ناتج عن عملية الحذف . 
(۳) كل محور يقع عن يمين المحور المتعلق بالسطر الذي يسبقه وهذا ما يعطي 
الشكل المدرج . 


١ 


ل الخبر et!‏ وتطبيقاته 


بما Lil‏ انطلقنا من 4 وانتهينا ب اء فان للقارىء المنتبه أن يسأل : هل لهذه 
المصفوفات علاقة بمصغوفة مثلثية دنيا L‏ حيث LU‏ = 4 كما سبق ؟ لايوجد أى سبب 
ينع من ذلك OY‏ خطوات الحذف لم تتغير؛ لاتزال كل خطوة تطرح مضاعفاً لسطر 
من آخر واقع تحته . علاوة على ذلك» عكس كل خحطوة يجری» أيضاء كالسابق LE‏ 
وذلك باضافة المضاعف الذي طرح» وإن هذه الخطوات العكسية تجرى بالترتيب الذي 
يسمح بتسجيل UEU‏ مباشرة في .1 : 


على القارىء أن يتحقق من أن =LU‏ 4 وأن يذكر أن 2 هنا ليست مستطيلة بل 
مربعة ومن الرتبة 3 m=‏ حيث m‏ عدد الأسطر في كل من نا و 4. 

العملية الوحيدة التي لم تطلب في مثالناء وقد نحتاج إليها بصورة عامة» هي 
مبادلة الأسطر . كما في الفصل الأول» يحتاج ذلك إلى تقديم مصفوفة مبادلة م يمكنها 
انجاز كل مبادلة أسطر ضرورية في 4» قبل البدء بالحذف . في الحقيقة» با أننا تعهدنا 
بالانتقال إلى العمود التالى» عندما لايكون في العمود المعنى محورء فان ذلك 
البسرجها FAO‏ أ السش 5غ قاف اليك Mell‏ اة 


؟ - ب يقابل كل مصفوفة A‏ من النوع m Xn‏ مصفوفة مبادلة P‏ ومصفوفة مثلثية 
دنيا .1 > كل عنصر في قطرها يساوي الواحد ومصفوفة مدرجة U‏ من النوع tue m Xn‏ 
يكون PA =LU‏ . 

هدفنا OVI‏ هو حل (إذا كان هناك حل) المعادلة Ax =b‏ 

لنفرض أننا انطلقنا بالحالة المتجانسة» 5-0. بما أن عمليات الأسطر لاتؤثر 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 5. 


على أصفار الطرف الأيمن للمغادلة 0= cAr‏ فمن السهل رد هذه المعادلة إلى 
الصورة 2-0 : 


PII ia‏ 33 ا( 
G0 0 5 Til” |2001|‏ 
o oj” 0‏ 6 :0 


تدخل المجاهيل vwy‏ في فئتين» الفئة الأولى مكونة من ا مجاهيل الأساسية 
وهي التي تقابل أعمدة المحاور؛ الأول والثالث يحويان محورين. لذا »فان »و u‏ 
هما المجهو OY‏ الأساسيان. LÍ‏ الفئة الثانية فانها مكونة من المجاهيل الاختيارية وهي 
التي تقابل الأعمدة التي لاتقع فيها محاور» وهما العمودان الثاني والرابع لذا فان و 
هما المجهو لان الاختياريان . 

لايجاد الحل العام للمعادلة 0 = Ux‏ (وهي ال مكافئة للمعادلة (Ax=0‏ » يمكننا أن 
نعطي قيماً اختيارية للمجاهيل الاختيارية . لنفرض أننا رمزنا لهاتين القيمتين بالحرفين 
ov gy‏ يكن» عندئذ» تعيين المجاهيل الأساسية بصورة تامة وحساب كل منها بدلالة 
المجاهيل الاختيارية» بتعويض تراجعي . لنعمل باتجاه الأعلى : 


wW =- : y يؤدى إلى‎ 3w+ y=0 


u = -3v-y يؤدى إلى‎ » + 3 + 3w + 2y =0 


يو جد La‏ مالانهاية مزدوجه من حلول هدا النظام بو rtd‏ سيطين احتہارین 
ومستقلين « و «. الحل العام هو التركيب : 


(\) 


١ 


1 الجبر الخطي وتطبيقاته 


يرجى النظر. من جديد »فى الشكل الأخير لحل المعادلة 0= ×4. fre‏ المتجه 
(3,1,0,0-) حلا عندما يكون المجهو OY‏ الاختياريان 0= cv =l, y‏ والمتجه الأخير هو 
ا حل عندما 1= -v =0,y‏ إن كل حل هو تركيب خطى لهذين ا حلين . لذاء فان الطريقة 
eee‏ لايجاد جميع حلول النظام 0 - gh Ax‏ : 

-١‏ بعد أن نصل بواسطة الحذف إلى c Ux=0‏ نعين المجاهيل الأساسية والمجاهيل 
الاختيارية . 

١‏ نعطي لأحد المجاهيل الاختيارية قيمة واحد وللمجاهيل الاختيارية الأخرى 
أصفاراء ونحل النظام 0 = Ux‏ بالنسبة للمتغيرات الأساسية . 

كل متغير اختياري يعطي الحل الخاص به بالخطوة الثانية» وتكون تراكيب 
هذه الحلول الفضاء الصفري ‏ فضاء جميع حلول 0= „Ax‏ 

هندسياً » يكن عرض الصورة التالية : فى الفضاء ذي الأبعاد الأربعة» تكوّن 
حلول 0= ×4 فضاء جزئياً ذا بعدين وهو الفضاء الصفري للمصفوفة A‏ فى مثالناء هذا 
الفضاء مستو مولد بالمتجهين (1/3,1-,1,0-) و (3,1,0,0-) . مجموعة تراكيب هذين 
المتجهين تكون مجموعة مغلقة بالنسبة للجمع والضرب بعدد. إن هاتين العمليتين 
تؤديان » فقط » إلى زيادة فى حلول 0 - ×4 وكل هذه التراكيب واقعة في الفضاء 
الصفري . 

لقد وصلنا إلى المكان الذي يمكننا فيه أن نتعرف على نظرية ذات أهمية كبرى . 
لنفرض أننا انطلقنا بمصفوفة عدد أعمدتها يزيد على عدد أسطرها ”< : . مما أنه من 
الممكن وجود مالايزيد عن m‏ محوراً غير صفري (لايوجد قدر كاف من الأسطر يتسع 
لأكثر من ذلك)» سنجد مالايقل عن nim‏ من المتغيرات الا ختيارية . قد يكون هناك 
» بالطبع » عدد أكبر من المتغيرات الاختيارية إذا أصبحتء كما في مثالناء بعض 
الأسطر صفرية . لكن ذلك sop‏ إلى sl‏ مشكلة: على واحد على الأقل من 
لتغيرات أن يكون اختيارياً. يكن إعطاء هذا المتغير قيمة اختيارية فيؤدي ذلك إلى 
النتيجة التالية : 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ANA‏ 


١-ج‏ لكل نظام متجانس حل غير تافه» إذا كان عدد المجاهيل أكبر من عدد 
(n>m) Slll‏ : يوجد حل × يختلف عن الحل التافه 0= + . 


يجب أن يوجد» فعلاًء عدد غير منته من الحلول لأن كل مضاعف cx‏ يحقق 
ضا المعادلة. gl‏ 0دزعة) A‏ يحوي الفضضاء الصفرى المستقيم الحامل m=‏ ادا 


وجدت متغيرات اختيارية أخرى» فان الفضاء الصفري يصبح أكثر من مجرد مستقيم 
من فضاء ذي n‏ بعداً. إن الفضاء الصفري هو فضاء جزئى عدد أبعاده يساوي عدد 


المجاهيل الا ختيارية . 
هذه الفكرة أساسية -عدد أبعاد فضاء جزئى ‏ ستقدم بدقة فى البند التالى . إنه 
عدد درجات الخرية . 


تعد الحالة غير المتجانسة 5*0 مختلفة LU‏ لنعد إلى مثالنا الأصلى م - جم 
ولنطبق على طرفي المعادلة العمليات التي نقلتنا من 4 إلى 0 . سيكون ELI‏ نظاماً 
مثلثياً علوياً » - Ur‏ 
(Y)‏ 


IE 0‏ 
b» - 2b,‏ = ف 1 3 0 0 
b, - 2b, + 5b,‏ ")0000 
ليس المتجه » الظاهر فى الطرف الأيمن» بعد خطوات الحذف» سوى Lb‏ كما 


هو معلوم من الباب السابق . 

ليس من الواضح أن لهذا النظام من المعادلات حل . يظهر الشك يسبب 
المعادلة الثالثة : طرفها الأيسر صفر» وستكوز المعادلات غير متسقة مالم يكن 
b,- 2b,4+5b =0‏ بقول آخر e‏ إن مجموعة ا متجهات «المواتية ليست الفضاء الثلاني 
الأبعاد كاملاً . رغم أن عدد المجاهيل هنا يزيد على عدد المعادلات» فمن الممكن أن 
لايكون للنظام حل . لقد تعرفنا في البند (Y)‏ على طريقة أخرى في النظر في هذه 


ا الجبر dad!‏ وتطبيقاته 


المسألة نفسها : يكن حل النظام = ×4 إذا وإذا فقط كان ثم واقعاً فى فضاء أعمدة 
4.. هذا الفضاء الحزئى مولد بالأعمدة الأربعة للمصفو فة (LU CoS) A‏ 


| 3 el Ja 
21 16 [Sl Jah 
Al Ja 3| |0 


بالرغم من أن هناك أربعة متجهات . إلا أن تراكيبها الخطية تملأ مستويا فقط في 
الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة ؛ إلا أن العمود الثاني ماهو إلا ثلاثة أضعاف العمود الأول 
أما العمود الرابع فإنه يساوي مجموع العمود الأول مع جزء من العمود الثالث . 
(لاحظ أن هذين العمودين غير المستقلين ٠‏ الثاني والرابع» هما بالضبط العمودان اللذان 
ليس في أي منهما محور). لقد أصبح OW‏ من الممكن وصف فضاء الأعمدة بشكلين 
مختلفين LIS‏ من ناحية أولى » إنه المستوى المولد بالعمودين الأول والثالث؛ العمودان 
الآخران واقعان في هذا المستوي وليس لهما أي تأثير جديد. من ناحية ثانية وبشكل 
مكافىء ۰ إنه المستوي المكون من جميع النقاط (b bb)‏ التي تحقق العلاقة 20 -, م 
0 = 50+ . هذا هو القيد الذي يجب فرضه على ١‏ لكي يكون النظام قابلاً للحل . كل 
عمود يحقق هذا القيد الذى فرض على 2. هتدسيا »سترى أن المخجه )2,1-,5( متغامد 
مع كل همود 

إذا فرضنا أن المتجه b‏ واقع في هذا المستوي وبالتالي ينتمي إلى فضاء Bae YI‏ 
فانه من السهل ايجاد حل للنظام Ax =b‏ المعادلة الأخيرة من النظام تكافىء 0 -0. 
بالنسبة للمجهولين الاختياريين × و «» يكن اعطاؤهما قيماً اختيارية كما سبق ذكره. 
وعندهاء يمكن ايجاد المتغيرات الأساسية بتعويض تراجعي . لنأخذ مثالاً خاصاً تكون 
فيه مركبات ١‏ هي 1,5,5 (علينا أن ننتبه إلى العلاقة 0= ط5+, 28 -, ). يأخذ عندها 
النظام Ax =b‏ الصورة : 


E ¥ 4 ey") TE 
a نه م‎ Sj | إه‎ Sb 
i & & 0| ا8‎ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية VY‏ 


تحول عملية الحذف هذه العلاقة إلى الصورة : 


ia FON f 
00 3 I1 |] 23 
0 0 0 ojj” 0 | 


المعادلة الأخيرة من الصورة 0 -0» كما يلاحظ » أما المعادلات الأخرى فتعطي : 
3w+y=3‏ أو w=1- Ly‏ 
1= بر2+ u+3v+3w‏ أو u =-2-3v-y‏ 
يلاحظ من جديدء أن هناك مالانهاية مزدوجة من الحلول . بالنظر إلى المركبات 
الأربعة معاً» يكن كتابة الحل العام كما يلى : 


H | -2 | E: | | j- | 
(Y) x=|" |= 0 +v : +y | _ | E 
w| | () = | 
y| ] 0 0 | | 


ادخال المتجه )2,0,1,0-( الذي هو حل حاص ai] Ax =b ela‏ يحل المعادلة» 9 SUS‏ 
الحدان الأخيران يؤديان إلى حلول أخرى (لأنهما يحققان 0= (Ax‏ . كل حل للنظام 
Ax =b‏ هو مجموع هذا الحل الخاص مع الحل العام للمعادلة 0 = Ax‏ 


يأتى الجزء المتجانس من الفضاء الصفري . Shy‏ الحل الخاص الوارد في (۳) 
من حل المعادلة بعد جعل جميع المتحو لات الإاختيارية أصفاراً. هذا هو الجزء الجديد» 
فقط » OY‏ الفضاء الصفرى قد حسب مسبقاً . عندما تضرب هذه المعادلة الواقعة ضمن 


١ Aplex=bt+u على‎ Las sA ب‎ lb Yl 


NYE‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


هندسياً » يقع هذا الحل» أيضاً » في مستو من الفضاء الرباعي لكنه ليس فضاء 
جزئياً منه وذلك OY‏ هذا المستوي لاير من نقطة الأصل . يوازي هذا المستوى فعلاً 
الفضاء الصفري الذي رأيناه سابقاً ولكنه مزاح عنه بالحل الخاص . وهكذا أصبحت 
الحسابات pF‏ 6 خطوة جديدة : 

Ux=c Arbia ١ 

Y‏ أجعل جميع المجاهيل الاختيارية أصفاراً وجد Yo‏ خاصاً. 

7 اجعل الطرف الأيمن صفراً وأعط على التوالى لواحد من المجاهيل 
الاختيارية» القيمة واحد واجعل المتغيرات الاختيارية الأخرى أصفاراً. فتجد حلا 
متجانساً (متجه × فى الفضاء الصفري) . 

لم يكن للخطوة الثانية ظهور سابقاً. عندما كانت المعادلة على الشكل 0 - ×۸ . 
كان الحل الخاص هو المتجه الصفري . إنه يلائم النموذج ء إلا أن 0 =× خاص لم يكن 
مكتوباً فى المعادلة )١(‏ . والآن اضف إلى الحلول المتجانسة كما فى AY)‏ 

تبرز طريقة الحذف عدد المحاور وكذلك عدد المجاهيل الاختيارية . إذا كان هناك 
م محوراً فهناك + مجهولاً أساسياً و - مجهولاً اختيارياً. إن العدد + سوف يعظى 
Len‏ إن ,43 المضفوفةسوعكن افيض عساية GALI‏ اليا : 


, نفرض أن هناك‎ . U» = > د نفرض أن عملية الحذف قد أعادت (- مه إلى‎ Y 
صفرية . سيكون هناك حل إذا و إذا فقط‎ U محوراً وأن الأسطر ال: -:” الأخيرة في‎ 
فهناك دوماً حل . الحل‎ + =m كانت ال -:” مركبة الأخيرة من المتجهء أصفاراً . إذا كان‎ 
العام هو مجموع حل خاص (حيث جميع المجاهيل الاختيارية أصفار) مع حل‎ 
فليس‎ r= n مجهولا اختيارياً تعتبر وسطاء مستقلة) . إذا کان‎ n - r متجانس (حيث‎ 
x= 0 هناك مجاهيل اختيارية والفضاء الصفري يحتوي فقط‎ 

A فة‎ gtvall ع يدعى رة‎ stall 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية 0 


لاحظ الحالتين المتطرفتين عندما تكون الرتبة أكبر ما يكن : 
)١(‏ إذا كان =n‏ + فليس هناك أي مجهول اختياري في ×. 
(۲) إذا كان =m‏ فليس هناك أسطر صفرية في LU‏ 
عند وو سات ee PE‏ فرص الوه باک eee‏ 
06 
عندما يكون =m‏ + عندئذ لايوجد أى شرط على cb‏ وفضاء الأعمدة هو كل 
eR"‏ ويمكن حل المعادلة مهما كان الطرف الأيمن . 
ملاحظة اختيارية : فى العديد من الكتب . لاتتوقف عملية الحذف عند U‏ 
ولكنها تستمر حتى تصبح المصفوفة على اشكل مدرج بأسطر مختصرة». والاختلاف 
في ذلك هوأن جميع المحاور ترد إلى ctl‏ وذلك بقسمة كل سطر على عدد ثابت . 
كما أن أصفاراً تنشأ» ليس فقط تحت كل محور بل كذلك فوقه . بالنسبة للمصفوفة 
الموجودة فى النص › يكون هذا الشكل كمايلى 1 


3 0 1| 
E E Z 

3 i 
T 


(0 


o = 


عد 


إذا كانت A‏ مصفوفة مربعة وغير شاذة فإننا نتوصل إلى مصفوفة الوحدة. إنها 
حالة من طريقة غاوس ‏ جوردان في ا حذف » بدلا من طريقة غاوس العادية التي 
تجعل LE .۸ =LU‏ » كما هو الحال بالنسبة لطريقة غاوس ‏ جوردان» إنها شديدة 
البطء في الحسابات العملية الخاصة بالمصفوفات المربعة وستفقد أية بنية حزامية 
فى "۸ . يتطلب هذا الشكل المدرج الخاص عمليات عديدة كى يصبح الاختيار الأول 
فى الحاسوب . ولكنه» على كل حال» له أهمية نظرية «كشكل قانوني» ل4 : 
يصرف النظر عن اختيار العمليات الأولية» التى تتضمن مبادلة أسطر وقسمة 
أسطر» فان الشكل المدرج ذي الأسطر المختصرة ل 4 هو دوماً نفسه . 


1١11 


كم نموذجاً يوكنك أن تجد (مشابهاً لذلك الظاهر في الشكل (Y Y‏ من 
مدي . العناصر الواقعة عن £ يمين المحاور 


کون يوسي ممكن بعدد من المجاهيل يزيد على عدد المعادلات بحيث 
لن يكون لهذا النظام حل . 
اود عا LU‏ للمصفوفة : 
I 2 ¢ 3‏ 
A=|0 1 1 0|.‏ 
1 11206 


عين مجموعة متغيرات أساسية ومجموعة متغيرات اختيارية وأوجد 
الحل العام للنظام 0 = o Ax‏ اكتبه على شكل العلاقة .)١(‏ ماهى رتبة 4؟ 


عين من أجل المصفوفة : 


ala 2 $o 
الشكل المدرج ا و المتغيرات الأساسيةو المتغيرات الاختيارية والحل‎ 
LAS ob, 9b, حيث‎ Ax =b العام للنظام 0= ×۸ . ثم طبق الحذف على‎ 
له حل) وأوجد‎ ol) متسقاً‎ Ax ab الطرف الأيمن. أوجد شروط كون‎ 
الحل العام بالشكل الظاهر في المعادلة )1( ماهي رتبة ۸؟‎ 
على منقول‎ tb bybub, نفذ الخطوات ذاتهاء بفرض طرف أيمن‎ 
امصفوقة.‎ 


OOND 


فضاءات المتجهات والمعادلاات الخطية 


كمجموع حل خاص للنظام Ax =f‏ مع الحل العام للنظام 0 = Ax‏ 


ATI has 
: صف المجموعة المواتية للطرف الاين فى‎ 
| a D| 
() | | = bs ۴ 
yo 037 b, 


وذلك بايجاد القيود التى يجب أن تفرض be‏ لكي تتحول المعادلة 
الشالثة إلى الشكل 0-0 (بعد الحذف). ماهي الرتبة ؟ ماهو عدد 
Lala‏ الاختيارية وماهو عدد الحلول ؟ 
أوجد قيمة » التى تجعل النظام التالى قابلاً للحل : 
2 تير دن U+‏ 
2u+ 3v- w= 5‏ 
wee.‏ + برك + du‏ 
ماهي القيود التى تفرض على b, 9b,‏ (إن كانت ضرورية) كي يكون 
للنظام Ax =b‏ خل . 


|5 > متجهين في الفضاء الصفري ل4 وكذلك الحل العام للنظاء 


Ax =b 


۱۹۸ الجبر Jat!‏ وتطبيقاته 
٠٠-۲-۲‏ () أوجد جميع حلول النظام : 
X]‏ 
0 ,/]4 123 
Ux=|0 0 1 242-101‏ 
0 02 0 0 0 
Xa |‏ 
(ب) إذا تغير الطرف الاين من )0,0,0( إلى (a,b,0)‏ فما هى الحلول 
yue‏ 
pad \\-Y-Y‏ 2 أن اكل ال رحد 0 #42 اد aÚ ppor‏ قاد 
ماهى رتبة 4 ؟ 
۱۲-۲-۲ أوجد نظاماً =b‏ ×4 من النوع 3 ×2 حله العام هو 
I |‏ 
x=|1/+w |‏ 
l‏ 0 
۱۳-۲-۲ أوجد نظاماً من النوع 33 حله العام كما سبق LET‏ بحيث لن يكون 
له حل عندما , 8ع b +b,‏ 
۱٤-۲-۲‏ أكتب els‏ م- ×4 من النوع 22 بحيث يكون له حلول عديدة من 
الصنف pole”‏ ولايكون له حل من الصنف CASI. pels"‏ 
۳۲ الاستقلال ا لخطي» الأساس والسعة 


لايعطي العددان yn‏ بذاتهما وصفاً كاملا للحجم الحقيقي لنظام خطي . 
فلمصفوفة مثالنا الأخير ثلاثة أسطر و أربعة أعمدةغ ولكن في الواقع» ليس السطر 
الأخير سوى تركيب من السطرين السابقين . بعد الحذف يصبح هذا السطر صفرياً 
وليس له أي تأثير حقيقي على المعادلات المتجانسة 0= Ar‏ الأعمدة الأربعة ليست 
أيضاً مستقلة وإن فضاء الأعمدة ينحط إلى مستو ذي بعدين» ذلك OY‏ العمود الثاني 
والعمود الرابع ماهما إلا تركيبان من الأول والثالث . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية VEN‏ 


العدد المهم الذي بدأ بالظهور للعيان هو الرتبة or‏ لقد قدمت الرتبة سابقاً بطريقة 
حسابية محضة » كعدد للمحاور التى تظهر خلال الحذف أو بشكل مكافىء لعدد 
الأسطر غير الصفرية في المصفوفة النهائية 1 . إن هذا التعريف آلي بحيث يمكن اعطاؤه 
إلى الحاسوب . لكن سيكون من الخطأ أن نكتفي بذلك التعريف لأن للرتبة معنى بسيطاً 
وحدسياً : إنه عدد أسطر ا مصفوفة 4ا مستقلة حقيقة . نريد أن نعطي لهذا العدد وأعداد 
أخرى مشابهة تعاريف رياضية أكثر منها حسابية . 
إن هدف هذا البند هو شرح واستخدام الأفكار الأربعة الآتية : 
١-الاستقلال‏ الخطي أو الارتباط 
١‏ توليد فضاء جزئي 
Y‏ أساس فضاء جزئي 
8 سعة فضاء جرئى . 
في الخطوة الأولى» سنعرف الاستقلال الخطي . إذا كانت لدينا ا متجهات 
...ل فإننا ننظر في تراكيبها الخطية y,‏ +....+ر«رء+ cy‏ يؤدي التركيب التافه. 
حيث جميع الأحمال0- co,‏ كماهو واضح. إلى المتجه الصفري:0 + Ov‏ 
0= «0+...+, . السؤال الوارد هناء هوما إذا كان هناك تركيب آخر يعطي الصفر 
أيضاً . إذا كان الأمر كذلك فالمتجهات مرتبطة وإلا فهى مستقلة . 
١‏ -ه إذا كان كل تركيب غير تافه لهذه المتجهات غير صفري أي إن : 
c vte y tte v - 0‏ لايقع إلا إذا كان 0 -,ع-....- c =c,‏ فان المتجهات المفروضة 
a‏ مستتقللة خطياً . وإذا كان الأمر خلاف ذلك فان هذه المتجهات مرتبطة خطياً 
وإن واحداً منها تركيب خطي في المتجهات الباقية . 


اكتشاف الارتباط الخطى سهل فى حالة الفضاء ذى الأبعاد الثلاثة » إذا اعتبرنا 
المتجهات أسهماً منشأة من نقطة الأصل . يكون متجهان مرتبطين إذا وقعا على مستقيم 


oe‏ ا حبر الخطى وتطبيقاته 


Ga old pee OO Pte‏ تسق a‏ ب she‏ عا وال :درن 
أى شرط خاص 6 BE led peal oe‏ رسيي اهس aliet Ua Mie‏ 
كل أربعة متجهات من ۸# مرتبطة خطياً دوماً. 

مثال ١‏ إذا كان أحد المتجهات» ولنقل cv,‏ متجهاً صفرياً فان جملة المتجهات 
تكون مرتبطة خطياً حتماً» لأنه يمكننا أن نختار مثلاً 3= » و0 - ع لبقية المعاملات . إن 
هذا التركيب غير تافه ويعطى الصفر . 


مال ¥ reel‏ اض ةة : 
2 


5| 
0) 


مرتبطة OV Lae‏ العمود الثاني يساوي ثلاثة أضعاف العمود الأول. إن تركيب 
الأعمدة بالأحمال 3,1,0,0- يعطي عموداً صفرياً . 

الأسطر » كذلك» مرتبطة خطياً OY‏ السطر الثالث يساوي حاصل طرح خمسة 
اا و ر (الأمر ذاته يجب أن يقع من أجل تركيب 
bpb ab,‏ رط ليصبح صفرأ في الطرف الأيمن وذلك لكي يكون النظام متسقاً . مالم 
يكن 0= 58 + 2 - ط فان المعادلة الثالثة لن تأخذ الصورة 0 - 0) . 
مثال Y‏ أعمدة المضفوفة المثلشية : 


A = 


زیا ا UJ‏ 


l 
2 8 
| -3 


3 4 
=|0 [1 
0 0 


مسقا bat‏ يظهر ذلك بصورة آلية عندما تكون عناصر القطر غير صفرية . 
ری سل اا ا و او 


of 


rN كنأ‎ ٣ل‎ 


2 
5 


4 
| 
0 


3 
0 
0 f 


C] T C4 + C3 1 


ooo 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية TTI‏ 


علينا أن ثبين أن c e e,‏ جميعها يجب أن تكون أصماراً . المعادلة الأخيرة 
نعطي 0 -,» لذاء فالمعادلة التي قبلها تعطي 0= c,‏ . وبالتعويض في المعادلة الأولى. 
نجد 0 -ء. إن التركيب الوحيد الذى يساوى الصفر هو التركيب التافهء لذا Ola‏ 
bes awe lyse oda‏ 

إذا ماكتب ذلك بالشكل المصفوفي فانه يبدو كمايلي : 


i 


5 4 2 || 3 0 
G 1 3 || 22 | 21 ل‎ | 
U U 2 || وج‎ 0 


c أن الفضاء الصمري يحتوى فقط على المتجه الصفري‎ sete 
. هذا يعني تماماً قولنا إن الأعمدة مستقلة خطيا‎ =c cs 
يمكن اجراء محاكمة مشابهة على أسطر 4 التي هي أيضاً مستقلة خطياً . لنفرض‎ 
SW ol 
c, (3, 4, 2) ومع‎ (0, 1, 5) +e, (0, 0, 2) = (0, 0, Û 
ثم تعطي المركبة الثانية 0 رء ونجد‎ ce = من المركبة الأولى» نجد 0 - »3 أو0‎ 
Lc, - أخيرا‎ 
يجب أن تكون الأسطر‎ U يكن توسيع هذه الفكرة لتشمل أي مصفوفة مدرجة‎ 
مستقلة خطياً. علاوة على ذلك» إذا نظرنا بامعان إلى الأعمدة التي تقع فيها محاور.‎ 
: نلاحظ أنها مستقلة خطياً. في مثالنا القريب حيث‎ 


rm 5 ra 


العمودان الأول والثالث مستقلان. لا توجد جملة مستقلة مكونة من ثلاثة من 
هذه الأعمدة» وبصورة أكيدة من أجل الأعمدة الأربعة كلها . صحيح أن العمودين 
الأول والرابع مستقلان ۰ ولكن ادا جعلنا الواحد الأخير Lgl pe‏ يصبحان 


\YY‏ ال حبر الخطى وتطبيقاته 


مرتبطين . من ا مضمون أن الأعمدة التي تقع فيها المحاور مستقلة . والقاعدة العامة 
ي 


۲ و إن الأسطر غير الصفرية التى Sr laste‏ المصفوفة المدرجة U‏ مستقلة خطياً 
وكذلك الأعمدة التى تحتوى محاور عددها + نشا 


مثال ٤‏ إن أعمدة مصفوفة الوحدة من النوع n Xn‏ 


هي ا وک Mist‏ 1 يعطى لهذه المتجهات الخاصة الرموز عم 46 إنها 
ft‏ متجهات الوحدة فى الاتجاهات الإحداثية . فى “۸ » لدينا : 


ت 
© © س D‏ 


يوجد كثير من الجمل المكونة من أربعة متجهات من RY‏ مستقلة خطياً ولكن 
استخدام هذه الجملة أسهل وأقوم . 

للتحقق من كون جملة من المتجهات ,«....« مستقلة OS Las‏ المصفوفة ۸ 
التي تقبل المتجهات المفروضة أعمدة لها ثم حل النظام 16-0.. تكون المتجهات مرتبطة 
خطيا إذا وإذا فقط وجد لهذه المعادلة حل يختلف عن 0-». إذا لم توجد متغيرات 
اختيارية (الرتبة تساوي Ca‏ فانه لايوجد فضاء صفرى سوى 0=» وتكون هذه المتجهات 
مستقلة . إذا كانت الرتبة أقل من olin‏ أحد المجاهيل على الأقل» اختياري ويمكن 
اختياره غير مساو للصفر وتكون الأعمدة عندئذ مرتبطة Was‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ITF‏ 


إن هناك IE‏ ذات أهمية خاصة . لنفرض أن لكل من هذه المتجهات iS pom‏ 
فتكون عندها 4 مصفوفة من النوع Mm Xn‏ ء إذا فرضنا n >m‏ سيكون من المتعذر أن 
تكون الأعمدة مستقلة . فلا يكن أن يوجد» محوراً لأنه لاتوجد أسطر كافية 
لاستيعابها . لذاء فان الرتبة ستكون أقل من . CV‏ نظام متجانس 0 A c=‏ يزيد فيه 
عدد المجاهيل عن عدد المعادللات» حل 0* ©. 


على القارىء أن يدرك أن هذا النص شكل موه للنص Y)‏ >( 5 
مثال © لننظر فى الأعمدة الثلاثة للمصفوفة : 


fi 2 
aji و‎ a} 


لايمكن لهذه الأعمدة. باعتبارها من R?‏ أن تكون مستقلة ولك oils jit‏ 
الأعمدة مساوياً الصفر» نحل النظام 46-0 : 


إذا أعطينا القيمة واحد للمتغير الاختياري e‏ فان التعويض التراجعى في Uc=0‏ 
يعطي al Jeah C=-lycal‏ ؛ تحد أن الغعمود الأول Lisl‏ العموه 
LISI > godt ists sl‏ يساوئ الصقر. 


توليد فضاء جزئي 
الخطوة التالية فى دراسة فضاء المتجهات هى تعريف ماذا يعنى قولنا إن جملة 
متجهات تولد فضاء . لقد استخدمنا هذا المصطلح فى بدء هذا الفصل عندما تكلمنا 


re‏ ال حبر الخطي ون تطبيقاته 


les نفدم‎ kos Vi هذا المستوى فضاء‎ Uosis g المستوي المولّد بعمودى المصفوفة‎ uF 


۲ ح إذا تكون فضاء متجهات ۷ من جميع التراكيب الخطية لجملة خاصة من 
المتجهات eww‏ فاننا نقول إن هذه الحملة تولد الفضاء . بقول آخر يكن التعبير 
عن كل متجه v‏ من ۷ بتر OS‏ خطى فى المتجهات ال ws‏ 

لفاح جني ل =C W‏ رار من أجل معاملاات © مناسبة . 


| | if 
من الممكن لأكثر من مجموعة من المعاملات » أن تعطى المتجه « ذاته» ليس من‎ 
الضروري أن تكون هذه المجموعة من المعاملات وحيدة لأنه يكن للجملة المولدة أن‎ 
لا إذا كانت‎ ! ١. تكون كبيرة بقدر مانريد حتى أنه من الممكن أن تحوي المتجه الصفرى‎ 
. الحملة المولدة مستقلة)‎ 


مثال T‏ المتجهات الشلاثة )2,0,0-( = (1,0,0),w,= (0.1.0),w‏ = «تولد المستوى x -y‏ 
الواقع في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة . وكذلك المتجهان الأولان وحدهماء بينما يولد 
المتجهان , »و , ۷« مستقيماًء فقط . 


مثال ۷ فضاء الأعمدة لمصفوفة هو» بالضبط » الفضاء ا مولد بهذه الأعمدة . هذا 
التعريف صنع حسب الطلب . كما أن أخذ جميع تراكيب الأعمدة هو بالضبط كأخذ 
الفضاء الذي تولده. ضرب 4 فى + يعطى تر كيبا لللأعمدة وهو متجه فى فضاء الأعمدة . 


إذا كانت الأعمدة هى المتجهات الاحداثية ..... e‏ الصادرة عن مصفوفة 
الوحدة فإنها تولد "۴. كل متجه (,ه......, ( =« هو تركيب خطى فى تلك الأعمدة . 
في هذا المثال» الأحمال هي OLS MM‏ نفسها : bab © + ....+« e‏ ولكن ليست 
أعمدة مصفوفة الوحدة has‏ »هی التى تولّد "۸ ! 


فضاءات المتتجهات والمعادلات الخطية yo‏ \ 


لكي نقرر ما إذا كان تركيباً خطياً في الأعمدة» علينا أن نحل المعادلة Ax =b‏ 
ولكي نبين ما إذا كانت الأعمدة مستقلة» علينا أن نحل المعادلة 0= Ax‏ إن التوليد 
يتضمن فضاء الأعمدة بينما الاستقلال يتضمن الفضاء الصفرى . الفضاء الأول يجب 
أن يكون كبيراً إلى حد كاف بينما الآخر ينبغي أن يحتوي على المتجه الصفري فقط . 
من أجل المتجهات الاحداثية م...., 66 يكن cp ler Viel el‏ سهولة : إنها تولد “۸ 
وهى مستقلة خطياً. بكلام بسيط » لاتوجد متجهات في تلك الجملة زائدة عن اللزوم . 


يقودنا ذلك إلى مفهوم الأساس . 


)1( إنها مستقلة خطيا. 


بعد اجتماع هاتين الخاصتين أمراً أساسياً في الجبر الخطي . إن ذلك يعني أن كل 
متجه فى الفضاء هو تركيب من متجهات الأساس» لأنها تولده. فان ذلك يعني أن 
التركيب وحيد : إذا كان tatay‏ مه دن وكذلك ۷ ط+.....+ =b v‏ «فان الطرح 
يؤدي إلى OVI .0=2 (a-b. yy.‏ يلعب الاستقلال دوره» يجب أن يكون كل معامل 
Lava -b‏ لذافإن ca =b‏ وهناك طريقة واحدة» فقط » GES‏ « كتركيب فى 
متجهات الأساس . 

ولعله من الأفضل أن نقول هنا إن المتجهات الإحداثية pene‏ »ليست الأساس 
الوحيد ل" 8. تعتبر بعض الأشياء في الجبر الخطي وحيدة ولكن ليست هذه منها . 
فلفضاء المتجهات عدد لانهائي من الأسس ا مختلفة . عندما تكون مصفوفة مربعة 
قابلة للعكس» تكون أعمدتها مستقلة ‏ وهي تكون أساساً ل "۸. إن عمودي أي 
مصفوفة غير شاذة مثل : 


Vv‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


cee a 
a =|; 4 
. وهما مستقلان‎ 
5 
0 
Va 
A 
‘ 


شكل (Y-Y)‏ جملة مولدة وأساس في ”۸ . 
مثال ۸ لننظر في المستوي x -y‏ المعتاد (الشكل -Y‏ الذي R? fos‏ إن المتجه v‏ 
منفرداً» مستقل خطياً ولكن لايولد” ۸. المتجهات vy SW‏ « تولد حتماً R‏ 
ولكنها غير مستقلة خطياً. لكل إثنين من هذه المتجهات مثل vv,‏ هاتان الخاصتان- 
إنهما يولدان وهما مستقلان» لذا » فانهما يكونان أساساً . لاحظ ثانية أنه ليس لفضاء 


ا متجهات أساس وحخيد . 
مثال ٩‏ لننظر في المصفوفة المدرجة U‏ ذات النوع 3×4 : 
2 3 3 ) 
US 1|:‏ اح دن 
0000 


تولد أعمدتها الأربعة فضاء الأعمدة. كالمعتادء ولكنها غير مستقلة . هناك عدد 
من الأسس المحتملة ولكننا سنقترح اختياراً خاصاً : الأعمدة التى تحوي محاور (فى 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية YEY‏ 


هذه الحالة الأول والثالث» اللذان يقابلان المجهولين الأساسيين) هي أساس لفضاء 
الأعمدة . لقد ذكرنا فى (۲-و) أن هذين الععودين مستقلان ومن السهل أن SS‏ 
أنهما يولدان هذا الفضاء . في الواقع» إن فضاء أعمدة U‏ هو المستوي «- + في ۸. إنه 
ليس مطابقاً لفضاء أعمدة 4. 

وجملة القول : إن أعمدة مصفوفة تولد فضاء أعمدتها. إذا كانت مستقلة› 
فإنها أساس لفضاء الأعمدة_سواء كانت المصفوفة مربعة pl‏ مستطيلة . إذا كنا نتكلم 
عن الفضاء "8 بأكمله وتطلبنا من الأعمدة أن تكون أساساً لذلك الفضاءء عندئذ » لابد 
yin E ETER‏ الم . j‏ 


رغم أن اختيار الأساس ليس وحيداً» بل هناك عدد غير منته من الاحتمالات 
الصالحة لذلك» فهناك شىء مشترك بين كل هذه الاختيارات هو خاصة ذاتية للفضاء 


لفسا ` 


lst‏ أساسين لفضاء متجهات يحويان العدد ذاته من المتجهات . إن هذا العدد 
malt‏ كين كل الاسس والذى يعبر عن عدد درجات الحرية للفضاء يدعى عدد أبعاد 
Rg E‏ 

طبعاً » علينا أن نبرهن هذه الحقيقة : وهي أن كل أساس ممكن يحوي العدد 
ةم المتجيات: نطلب أولاً من القارىء النظر إلى الخلف في مجموعة الأمثلة 
وأن يذكر عدد أبعاد كل منها . 


)١(‏ عليك أن تتذكر أن التعبير «عدد أبعادا قد استخدم بطريقتين مختلفتين . نقول عن متجه إن عدد 
أبعاده أربعة ونعني بذلك أن له أربع مركبات أو إنه عنصر قي ˆ ۸ . لقد عرفنا الآن فضاء جزثياً 
عدد أبعاده أربعة» مثال ذلك مجموعة من متجهات ؟ ۸ فيها المركبتان الأولى والأخيرة تساويان 
الصفر . إن عناصر هذا الفضاء الجزئي الرباعي البعد هي متجهات عدد أبعادها ستة مثل 
)0,5,1,3,4,0( . 


١١‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


إن للمستوي ex -y‏ (الشكل PHY‏ متجهين فى كل أساس » وإن عدد أبعاده اثنان. 
في الفضاء ثلاثي البعد. نحتاج إلى ثلاثة متجهات إما باتجاه المحاور x-y -z‏ أو باتجاهات 
ثة أخرى (مستقلة خطياً) . إن daw‏ الفضاء "۸هو Sec eLaal „n‏ 1 فى المثال )4( 
بعدان؛ لقد كان فضاء ثنائي البعد LR‏ للمصفوفة الصفرية وضع استثنائي : جميع 
أعمدتها وأسطرها متجهات صفرية . من Gall‏ عليه أن نعتبر المجموعة الخالية أساساً 
لثل هذا الفضاء وأن عدد أبعاده يساوي الصفر . 
النظرية ۲ -ي تكافىء» ضمن هذا المفهوم لعدد الأبعاد» النظرية التالية : 


J) yY‏ ادا فرضنا أن AS‏ من اللحموعتين V‏ في WooW,‏ أساس لفضاء متجهات 


. mM - م‎ OV 


البرهان : لنفرض أن إحدى المجموعتين أصغر من الأخرى ولنقل .m<n Ia‏ 
نريد أن نبرهن أن هذا الفرض يوصلنا إلى التناقض . بماأن المتجهات « أساس فإنها 
تولد الفضاء وإنه یکن كتابة کل w‏ كتركيب at‏ فى ۷ 


] 


يمكن كتابة ماسبق بالرمز المصفرفي WEVA‏ حيث المتجهات w‏ تشغل أعمدة 
المصفوفة W‏ وتشغل المتجهات « أسطر المصفوفة “7 . ليس هناك طريقة لمعرفة 
المعاملات sa,‏ لكن علينا أن نعرف الأمر لمهم : A‏ مصفوفة من النوع mim mXn‏ 
> . استنادا إلى (۲ ج) هناك حل غير الحل التافه للنظام cAc=0‏ بالضرب ب ۷ نجد أن 
0 - 146 أو gx liag .Wc=0‏ أن مجموع المتجهات w,‏ المحملة بالمعاملات »يساوي 
الصفرء sl‏ أن المتجهات w‏ ليست مستقلة خطياً. بماأن هذا يناقض الفرض»› وهو 
كون هذه الجملة أساساًء لذاء فان علينا أن نرفض كون men‏ 


mi 
Wi وما ن 4 ع‎ t.. F amYm = 2 RFS 
pel 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١795‏ 


هذا البرهان هو نفسه الذي بينا فيه أن كل جملة مكونة من 1+ m‏ متجهاً من R”‏ 
مرتبطة حطياً . إن برهاناً مشابهاً يكن تعميمه على أية فضاءات متجهات ليست 
بالضرورة فضاءات متجهات الأعمدة . بالفعل» يمكننا أن نرى هذه النتيجة العامة 
كمايلى : فى فضاء جزئي عدد أبعاده k‏ » لاتوجد جملة مستقلة خطياً مكونة من أكثر 
من » متجهاً كما أنه لاتوجد جملة مكونة من fil‏ من /متجهاً قادرة على توليد هذا 

توجد نظريات «ثنوية» نذكر منها واحدة؛ إنها تسمح بالإنطلاق من مجموعه 
قد تكون أقل أو أكثر من اللازم والإنتهاء من أن نجعل منها أساسا . 


١‏ -ل يكن توسيع أي مجموعة مستقلة خطياً من V‏ لتصبح أساساً له وذلك 
بأضافة معتجمات og tf‏ إذا كان ذلك ضروريا. 

يمكن اختصار أى مجموعة مولدة للفضاء V‏ بحيث تصبح أساساً وذلك بحذف 
بعض متجهاتها عند الضرورة . 


إن هذه النقطة تعني أن الأساس مجموعة مستقلة عظمى لايمكنها أن تكون أوسع 
من ذلك دون أن تخسر استقلالها كما أنه لايمكنها أن تكون أصغر من ذلك وتبقى 
مولدة للفضاء . 

هناك ملاحظة أخيرة حول لغة البرمجة الخطية . إننا لانستخدم أبداً التعابير 
ac‏ أساس مضفوفة أو as’‏ فضاء أو 'سعة الأساس فليس لها آي معتى + إنها 
سعة فضاء الأعمدة المساوى لرتبة المصفوفة كما سنبرهن ذلك في البند التالي . 


IF 


tr 


۳-۳-۲ 


8 


6-۳-۲ 


0( 
l‏ — 
"| 0 = 
l‏ 
قرر كذلك فيما إذا كانت تولد*# وذلك بحل 
)0,0,0,1( کے CV hte‏ 
قرر الارتباط أو الاستقلال لمايلى : 
L8) OAD GE Û‏ 
ب) ! Mig kt 3 V 3" 4 + a"‏ 2 0 د لأي vr ad 3" 4 a aaa‏ 91 
ج) (2, ey‏ , (0,1,1) , (1,0,0) , (1,1,0)ء SY‏ قيم لجن . 
برهن أنه إذا كان أي pare‏ قطري من المصفوفة التالية مساوياً الصفر فان 
أسطر هذه المصفوفة مرتبطة Ube‏ 


i= 


a0 ë 
O d e 
0 0 f 
نا مستقلة خطياً فان الجملة‎ yy , هل صحيح أنه إذا كانت المتجهات‎ 
: مستقلة خطياً » أيضاً؟ (ارشاد‎ w =v, ty, اح‎ ۷ ۷ Ww نات‎ ty, 
Ce أوجد القيم الممكنة ل‎ ade س‎ te w te افرض تركيباً 0 = رر‎ 
عوضاً عن أعمدتهاء فهل يمكن. بطريقة الحذف. أن نقرر‎ A مصفوفة‎ 
.)١ 7 7( متجهات التمرين‎ be الاستقلال أو عدمه ؟ طبق ذلك‎ 
: هندسياً » الفضاء الجزئى من # المولد ب‎ e حلد‎ 


(7 


yey 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية } AT‏ 
أ)(0,2,0) , )0,1,0( , )0,0,0( ¢ 
نب ) )0,2,1( , )0,1,1( . (0,0,1) € 
ج) جميع هذه المتجهات الستة . أي اثنين منها يكونان أساسا؟ 
د) جميع المتجهات التي مركباتها موجبه . 
قررفيما إذا كان المتجه ٠‏ واقعاً في الفضاء الجزئي المولد بالمتجهات 
ow nw,‏ اجعل المتجهات w‏ أعمدة مصفوفة 4 ثم حاول حل النظام 
Ax =b‏ . ماهي النتيجة من أجل : 
w =(1, 1,0), w, = (2, 2, 1), w, = )0, 0, 2), b = (3, 4, 5) (Í)‏ 
(ب) )0,0,0( = w, = )1, 2,0), w, = )2, 5,0), w, = (0, 0, 2), w,‏ ولأي 
f b‏ 
صف بالقول أو برسم في المستوي x-y‏ فضاء الأعمدة وفضاء الأسطر 
للمصفوفة | 2 }|= A‏ وكذلك للمصفوفة A’‏ اعط أساساً لفضاء 
الأعمدة. 


بتعيين مواقع المحاور. أوجد اساسا bloc! laa)‏ المصفوفة i‏ 


U= 


QS Ooo & 
oo ے‎ 
oom غ‎ 
ma Oh WwW 


عبر عن كل عمود ليس من الأساس بتركيب خطي في أعمدة الأساس . 
أوجد كذلك مصفوفة 4 لها الشكل المدرج المعطى ولكن بفضاء أعمدة 
نفرض أننا اعتبرنا كل مصفوفة من النوع 2×2 متجهاء رغم أنها ليست 
متجهاً بالمعنى المستعمل . لقد قدمنا قواعد لجمع المصفوفات وضربها 
بعدد وبينا أن هذه المجموعة من المصفوفات مغلقة بالنسبة لهاتين 
العمليتين . أوجد أساساً Lad‏ المتجهات هذا. ماهو الفضاء الجزئي 
المولد بمجموعة جميع المصفوفات المدرجة TU‏ 


se 


۱۱-۳-۲ 


e 


EY 


= - 


\o-Y-Y 


boi 


\Vv-Y-1 


\A-Y-Y 


rl‏ الخطى وتطسقاته 


أوجد اساسين مختلفين للفضاء الجزئى من ۸ الذي فيه المركبتان الأوليان 
متساؤيتان . 

أوجد مثالاً معاكساً للقضية التالية : إذا كان ,«.....,« أساساً لفضاء 
المتجهات *8 وكان 17 فضاء جزئياً منه» فان مجموعة جزئية من هذا 
الأساس تكون اساسال LW‏ 

أوجد عدد أبعاد كل من : 

| فضاء جميع متجهات “۸ التي مجموع مركباتها يساوي الصفر‎ (I 
4x4 ب) الفضاء الصفري لمصفوفة الوحدة من النوع‎ 

ج) فضاء جميع المصفوفات التي من النوع 4 4. 


ee P 2 ae f 


خفض ote‏ متجهات أعمدة هذه المصفوفة لتصبح أساسال ”۸ . 
لنغرض أن + هو عدد Olay (Volul‏ 

)١‏ أي مجموعة مستقلة مكونة من متجهاً تصلح أساساً له 

. أي مجموعة مكونة من » متجهاً تولد ۷ تصلح أساساً له‎ CY 

بقول آخر إذا علم أن عدد المتجهات ملائم» فان هاتين الخاصتين تؤدى 
إحداهما إلى gl‏ : 

ko المصفوفات المتناظرة من النوع 3 واو‎ Luss أبعاذ‎ ste daal 
Läd اساسا لهذا‎ 

برهن أنه إذا كان كل من ۷و ۷ فضاءً جزئياً ثلاثي الأبعاد من ۸ء فإن 
Shes‏ ها غبر ضفري مشدركاً Login‏ اراد : plaid‏ من spell‏ 
سرا سا ؛ 

أ) إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة Las‏ عندئذ يكون للنظام ط = ×4 حل 


وحيد لكل b‏ 


(4-4-5 


ES 


yj- 


كرك 
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فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية نلف 


ب) ليس لمصفوفة من النوع 5X7‏ أعمدة مستقلة خطية . 

لنفرض أن n‏ متجها من "۸ دخلت كأعمدة فى A‏ إذا كانت مستقلة 
خطياًء فما هى رتبة 4 ؟ إذا ols‏ "۸ فما هي الرتبة في هذه ا حالة ؟ 
اذا 45 os‏ آماسا ISL RS‏ يكون dee‏ ؟ | 
في فضاء المصفوفات التي من النوع 2x2‏ أساساً للفضاء الجزئي 
المكون من المصفوفات التي مجاميع أسطرها ومجاميع الأعمدة فيها كلها 
متساوية . (بالأضافة إلى ذلك : أوجد خمس مصفوفات من النوع 3 x‏ 
3 مستقلة خطا تحقق الخاضة المذكورة) 

إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع 17 64 ورتبتها i ٠1‏ فكم عدد المتتجهات 
المستقلة التي تحقق 0= Ax‏ وكم ote‏ المتجهات المستقلة التي GE‏ 
Ay =0‏ 

لنفترض أن ۷ فضاء متجهات سعته (7) و W‏ فضاء جزئي سعته )4( فما 
هو الصح وماهو الخطأ فيما يلي : 

)١(‏ كل أساس ل۷ يكن توسعته لأساس ل۷ وذلك بإضافة ثلاثة 
متجهات أخرى . 

)1( كل أساس VI‏ يكن تخفيضه لأساس ل۷ وذلك بحذف ثلاثة 
متجهات . 

لنفترض أن ,نا...... V‏ هى تسعة متجهات في R’‏ 

. هذه المتجهات (هي) (ليست) (يجوز أن تكون) مستقلة خطياً‎ (Í) 
.۸ (ب) هذه المتجهات (تولد) (لاتولد) (يجوز أن تولد)‎ 

(ج) إذا كانت هذه المتجهات أعمدة فى 4 فإن النظام =b‏ 43 (له (J>‏ 
(ليس له حل ) +( يكن أن یکوت له (fm‏ 


vs‏ ا حبر الخطى وتطبيقاته 


5-7 الفضاءات الجحزئية الأربعة الأساسية 

لقد عالج البند السابق التعاريف ولم يهتم بالبناء. فنحن نعرف ماهو الأساس 
ولكننا لانعرف كيف نحصل عليه . سننطلق OV‏ من وصف واضح للفضاء الجزئي 
راغبين في ايجاد أساس واضح له . 

يعرف الفضاء الجزئي باحدى طريقتين : بالطريقة الأولى نعطي مجموعة من 
المتجهات تولد الفضاء ؛ إن ذلك هو حال فضاء الأعمدة حيث تكون الأعمدة معر وفة. 
بالطريقة الثانية » نعطي قائمة القيود المفروضة على الفضاء الجزئي» فلا تكشف هذه 
الطريقة عن المتجهات الواقعة فى الفضاء بل عن الشروط التى عليها تحقيقها . الفضاء 
الصفري Mes‏ يتكون من جميع المتجهات التي تحقق 0= ×4 وكل معادلة في هذا النظاء 
مشل قيداً. في الصورة الأولى للتعريف. يمكن وجود أعمدة غير مفيدة» في الصورة 
الثانية» يمكن وجود قيود مكررة . فى كل من الحالتين لايمكن إظهار أساس بمجرد 
النظر بل هناك ضرورة لطريقة نظامية . 

يكن للقارىء أن يخمن كيف يكن أن تكون هذه الطريقة . سنبين» انطلاقاً من 
المصفوفات» PLU‏ التي حصلنا عليها بالحذف» كيف نجد أساساً لكل فضاء جزئى 
مرتبط ب 4. لذاء حتى لو أضحى هذا البند أطول من غيره» فانه لابد أن ننظر إلى 
الحالة القصوى : 

عندما تكون الرتبة كبيرة بقدر OKY]‏ ۸ = أو ۳= أو م - =٠‏ + ؛ فان 
للمصفوفة فى هذه ا حالة معكوسا من اليسار 8 أو معكوساً من اليمين © أو معكو سا 
من الطرفين A‏ 


للوحاطة بالمناقشة كاملة سننظر في كل من الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة 
على حدة . اثنان منها مألوفان واثنان جديدان . 
lai. |‏ أعمدة 4 » ويرمز له ب(#7)4. . 
Y‏ -الفضاء الصفري AJ‏ ويرمز له ب (4) AM‏ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية We‏ 


A إنه (47) # وتولده أسطر‎ eA فضاء أسطر4 » والذي هو فضاء أعمدة‎ ٣ 

4 الفضاء الصفري الأيسر ل 4 الذي هو الفضاء الصفري ATS‏ إنه يحوي 
جميع المتجهات «التي تحقق 0= ر4 ويرمز له ب AA)‏ 

A إذا كانت‎ AT يلفت النظر بالنسبة للفضائين الأخيرين» أنهما يصدران عن‎ Le 
فانك تستطيع أن ترى أي فضاءات مضيفة تحوي الفضاءات‎ xn مصفوفة من النوع‎ 
: إلى عدد المركبات‎ BIL الجزئية الأربعة وذلك‎ 

الفضاء الصفري MA)‏ وفضاء الأسطر Law. P(A)‏ فضاءان جزئيان في " ۸ . 

الفضاء الصفري الأيسر MA)‏ وفضاء الأعمدة F(A)‏ هما فضاءان جزئيان 


من R"‏ 
للأسطر ۸ مر كبة وللأعمدة .m‏ بالنسبة للمصفوفة البسيطة : 


T E 0 0 
= 0 |} 


فضاء الأعمدة هو المستقيم الحامل ل | ب | . أما فضاء الأسطر فهو المستقيم الحامل 
ل i | 1 Û al”‏ إنه فى „R?‏ الفضاء الصفري هو مستو في ۸ والفضاء الصفري الأيسر 


هو مستقيم في “8 : 


0 


2 0 
H Epe AAT) « f سم يحوي |1| و‎ A) 
: 


as 

لاحظ أن جميع المتجهات هي متجهات أعمدة . حتى الأسطر تم نقلها. وفضاء 
أسطر A‏ هو فضاء أعمدة 47. عادة» المصفوفة البسيطة هي U‏ بعد الحذف . ومسألتنا 
هي ربط الفضاءات الخاصة با مع الفضاءات الخاصة ب 4. لذاء فإننا نلاحظ المصفوفة 
المدرجة 1 وفى الوقت نفسه. المصفوفة الأصلية : 


YA‏ ب الجبر الخطي وتطبيقاته 
رغبة في التجديد» سنعالج الفضاءات الحزئية الأربعة مرتية حسب الأهمية . 
۳ فضاء أسطر 4. بالنسبة لمصفوفة مدرجة مثل U‏ » سيكون فضاء الأسطر 
er‏ إنه يحوي جميع تراكيب الأسطر كما هو شأن أي فضاء أسطر_إلا أن السطر 
قاعدة مشابهة تسري على أي مصفوفة مدرجة لها + محور و+ سطر غير صفرى : 
أسطرها غير الصفرية مستقلة وعدد أبعاد فضاء أسطرها r‏ لحسن الحظ »يتم التعامل 
مع المصفوفة الأصلية A‏ بالسهولة نفسها. فسطرها الثالث لايؤدي إلى شيء أيضاً . 


۲م : لفضاء أسطر 4 أبعاد عددها pagr‏ يساوي عدد أبعاد فضاء أسطر CU‏ وله 


كذلك الأسس ذاتهاء OY‏ فضاءى الأسطر متطابقان . 


سبب ذلك أنه ليس لأي عملية أولية تأثير على فضاء الأسطر بل تتركه كما هو . 
إن أسطر U‏ هي تراكيب من أسطر المصفوفة الأصلية A‏ لذا . فإن فضاء أسطر ن 
لايحتوي على جديد . بالوقت ذاته» با أن كل خطوة يکن عكسهاء فليس من شيء 
ضائع » يمكن استرجاع أسطر A‏ من 1 . ينتج السطر الثاني من U‏ عن السطرين الأول 
والثاني من 4. تنتج أسطر 4 عن السطرين الأول والثاني من نا . صحيح أن 4و U‏ لهما 
أسطر مختلفة إلا أن تراكيب الأسطر متطابقة . إن هذه التراكيب هي التى تصنع فضاء 
الأسطر . 

لاحظ أننا لم ننطلق من أسطر A‏ (عددها Cn‏ التى تولد فضاء الأسطر ونحذف 
aw m -r‏ | متها لنحضل بذلك على آساس. استثاداً إلى ۲ ل» يكنا أن نفعل ذلك . 
ولكن سيكون من الصعب أن نقرر مانبقي من الأسطر ومانحذف . لذاء كان من 
الأسهل أن نأخذ الأسطر غير الصفرية في U‏ 

Y‏ - الفضاء الصفري للمصفوفة A‏ : لنذكر أن الغرض الأساسي للحذف كان 
تبسيط نظام معادلات خطية دون أي تغيير فى حلها . لقد رد النظام 0 = ×4 إلى النظام 


فضاءات المتجهات والمعادلاات الخطة ATY‏ 


0 -11» وهذه العملية ALG‏ للعكس . لذا » فالفضاء الصفري للمصفوفة ۸هو 
نفسه الفضاء الصفري للمصفوفة 10 . من بين القيود المفروضة بالمعادلات ال« وهي 

Ax - 0‏ يوجد : قيداً » فقط مستقلة» . وهى معينة بأي + من الأسطر المستقلة 
خطياً من cA‏ أو tsi)‏ وضو حا) بالأسطر غير الصفرية من U‏ التى عددها/. إذا اخترنا 
التعبير الأخير فإن ذلك يكشف عن طريقة محددة لايجاد أساس للفضاء الصفري . 


۲ ن للفضاء الصفرى VA)‏ أبعاد -n -r asde‏ يمكن تكوين اسا له برده إلى 
النظام 0 = Ux‏ الذي له n -r‏ من المتغيرات الاختيارية ‏ تقابل أعمدة SU‏ لاتحوي 
محاور . لذا نعطي على التوالي» القيمة (1) pach‏ اختياري ونعطي لبقية المتغيرات 
الاختيارية القيمة صفر ثم نحل النظام 0 = Ur‏ بالتعويض التراجعي بالنسبة للمتغيرات 
الباقية (الأساسية) . المتجهات LAW‏ عن ذلك والتى عددها n -r‏ تكون أساسا 
ut Ayo‏ 


هذه هى »تماما » الطريقة التى اتبعناها فى حل Ux=0‏ بالمتغيرات الأساسية 
والاختبارية. لقد احتوى الخال على محورين فى العمودين ON)‏ و AY)‏ لذاء فان 
متغيراتها الاختيارية هما الثاني والرابع vy‏ وأساس الفضاء الصفري هو : 


5 1 
vies J Y; = l . لاع م‎ i>, = A 
y=O =| pr gal T jmp 
0) | 


من السهل أن نرى » سواء من أجل هذا ال مثال أو بصورة عامة» أن هذين المتجهين 
مستقلان. في کل تركيب من الشكل ,46,8 p‏ يكون ESM gac‏ «ویکون »هو 
المركبة oy‏ لذاء pols‏ الوحيد ليكوة0-,+رء+ + Og Su dl pee‏ 
0-,» -,ء. هذان المتجهان يولدان» أيضاء الفضاء الصفري ؛ والحل العام هو التركيب 
ux ty,‏ وعلى هذا فان المتجهات × التي عددها 4-2 = ۸-۲ تكون أساسا . 


يسمى الفضاء الصفرى نواة 4 ويدعى عدد أبعاده ۸-١‏ صفرية 4 . 

١‏ -فضاء أعمدة 4.: Voi‏ هناك نقطة أخرى تتعلق بالرمز . كثيراً مايدعى فضاء 
الأعمدة بمدى A‏ (يخصص له الحرف7.) يتعلق هذا المصطلح مع المعنى aliall‏ لمدى 
دالة f‏ كمجموعة جميع قيم (2)/الممكنة . إن + واقع في مجال/ . أما القيمة f(x)‏ فتقع 
في مدى هذه الدالة . في الحالة التي نحن بصددهاء الدالة هي fæ) Ax‏ يتكون 
مجالها من كل ×ينتمي إلى "۸. أما مداها فمكون من كل متجه ممكن Ar‏ (بقول 
آخرء من كل ١‏ الذي من أجله» يكون Ar =b‏ قابلاً للحل). نحن نعلم أن ذلك 
يمثل جميع تراكيب الأعمدة أي أن المدى هو فضاء الأعمدة. إننا نعتزم 
استخدام المصطلح المعتاد وهو فضاء الأعمدة » كما أننا سنتبنى الرمز المختصر 
M (A )‏ 

مسألتنا الحالية هي ايجاد أساس لفضاء الأعمدة AU)‏ وكذلك لفضاء 
الأعمدة (77)8.. هذان الفضاءان مختلفان (يكفى النظر إلى المصفوفتين) إلا أن عدد 
أبعادهما واحد. هذه هي النقطة الرئيسية . 

العمودان الأول والثالث من U‏ هما أساس فضاء أعمدتهاء وهما العمودان 
اللذان يحويان محاور . كل عمود آخر هو تركيب فيهما. بالاضافة إلى SUS‏ فان 
الشيء ذاته صحيح بالنسبة للمصفوفة الأصلية -بالرغم من أن المحاور غير ظاهرة 

dake‏ . العمودان الأول والثالث من A‏ هما أساس لفضاء أعمدتها . بالتأكيدء 
العمود الثاني ليس مستقلا . إنه ثلاثة أضعاف العمود الأول . أما العمود الرابع فيساوي 
العمود الأول + ثلث العموة CI‏ اذا مكلت أصمدة معيتة من 7 أساسا ola)‏ 
أعمدة U‏ فإن الأعمدة المقابلة لها من 4 تشكل أيضاً أساساً لفضاء أعمدة ۸. 


والأعمدة 


)١(‏ الأمر المحزن هو أن فضاء الأسطر يبدأ» أيضاء بالحرف ذاته . سنتخصص فى هذا الكتاب 
الحرف 7 للرثية والحرف R‏ لغضاء الأعمدة. 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ¥4\ 


سبب ذلك أن 0 = ×4 إذا وإذا فقط. كان .Ux=0‏ إن هذين النظامين متكافئان 
ولهما الحلول ذاتها . العمود الرابع من U‏ كان أيضاً مساوياً العمود الأول + ثلث العمود 
الثالث . إذا مانظرنا إلى الجداء المصفوفى 0= ×4 فاننا نجد أنه يمثل ارتباطاً خطياً لأعمدة 
A‏ بمعاملات هى احداثيات ×. هذا الارتباط يقابل بارتباط بين أعمدة U‏ وبالمعامللات 
ذاتها. إذا كانت مجموعة من أعمدة A‏ مستقلة فان الأمر ذاته يكون من أجل أعمدة U‏ 
E A‏ 1 

والآنء لايجاد أساس د( 4)#. نستخدم ماسبق أن فعلناه بالنسبة ل . إن 
الأعمدة التى عددها , والتى تحوي محاور هي أساس فضاء أعمدة cU‏ نختار هذه 
الأعمدة نفسها من LSA‏ يلى : 


۲س عدد أبعاد فضاء الأعمدة ) AA‏ يساوي الرتبة S glug r‏ عدد أبعاد فضاء 
الأسطر : عدد الأعمدة ا مستقلة خطياً يساوي عدد الأسطر ا مستقلة خطياً . يمكن تكوين 
أساس للفضاء P(A)‏ بتلك الأعمدة من 4 التى عددها + والتى تقابل فى U‏ الأعمدة 


هذه الحقيقة التى مفادها أن لفضاء الأعمدة وفضاء الأسطر عدد الأبعاد ذاته 
fee‏ نظرية من أهم نظريات الجبر الخطى . نختزل ذلك غالباً بالقول 'رتبة الأسطر = 
رتبة الأعمدة . إتها تبر عن det‏ غير واضبحة قامامن أجل E‏ عشوائية من 
النوع 12 10 مثلا. يقال شيء مشابه لذلك بالنسبة للمصفوفات المربعة : إذا كانت 
أسطر مصفوفة مربعة مستقلة خطياً فان الأمر كذلك أيضاً بالنسبة للأعمدة (والعكس 
Sub‏ ). هنا Lat‏ لأيظير هذا الأمر claw‏ على الأقل ليس Ago Lee‏ 


)1( الأمر المحدن هو أن فضاء الأسطر يبداء أيضاء DL‏ ذاته. ستخصضص فى هذا الكتان 
الحرف + للرتية والحرف R‏ لفضاء الأعمدة . 


Ve.‏ الجبر Jad!‏ وتطبيقاته 


لكى نرى مرة أخرى dl‏ عدد أبعاد كل من فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة 
للمصفوفة U‏ يساوي + » ننظر في وضع rd gh‏ ذي رتبة 7-3. إن للمصفوفة U‏ . 
dy ** * * * |‏ 
* * يك | 
U=|0 00‏ 
Od,‏ 0 000 
0 0 0 000 
ندعى هناء أيضاً » أنه توجد UW‏ أعمدة » فقط» مستقلة. للأعمدة ثلاث 
مركبات غير صفرية فقط . فإذا LSE‏ من أن نبرهن أن الأعمدة الثلاثة الأساسية_الأول 
والرابع والسادس ‏ مستقلة خطياً فانها تصلح أساساً (لفضاء أعمدة نا وليس LAS‏ 


لنفرض أن تركيباً خطياً لهذه الأعمدة يساوى الصقر : 


dy | + =| [o 

| لو‎ [a d> t= bt ie 

F219 | 73] a | lol‏ | 9 اك 
| 0 )( 0 | 0 | 


لنعمل بالاتجاه نحو الأعلى كالمعتاد فنجد أن على ,ع أن يساوي الصفر وذلك 
oY‏ المحور 0 حبك . لذاء سيكون ,ء مساوياً الصفر أيضاً لأن 0 -,4 ونجد أخيراً0 = „e‏ 
هذا ما يحقق الاستقلال الخطي وينهي البرهان. با أن 0= ×4 إذا وإذا فقط كان Ux=0‏ 
فانه يمكننا أن نستنتج أن الأعمدة : الأول والرابع والسادس من 4 تكوّن أساساً 

P(A)‏ وذلك مهما كانت المصفوفة الأصلية A‏ حتى إننا gb‏ 6 هذا المثال 
لانعرفها. 

تكد أن فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة كليهما يصبح اقا سد ات 
الحذف على4. ليس من الضروري أن نتعامل مع 4. بالتأكيدء كان من الممكن. 
إيجاد منقول A‏ بمبادلة أعمدتها مع أسطرها (وفضاء أعمدتها بفضاء أسطرها) . ومن 
ثم يكن رد '4 إلى شكله المدرج (وهو مختلف عن CU"‏ يقودنا هذا إلى الفضاءات 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية YEA‏ 


الصحيحة ولكنها ليست فكرة مناسبة . هناك استعمالات عديدة للمنقول إلا أن هذه 
ليست منها. الفكرة هي أن ل(4) # و (47) #. العدد نفسه من الأبعاد وأنه يكن 
إيجاد ذلك في وقت معأ من U‏ 

نصل الآن إلى الفضاء الجزئي الأساسي الرابع الذي بقي حتى الآن بعيداً عن 
الأنظار . بما أن الفضاءات الثلاثة الأوائل كانت IU. P(A), MA), BAN‏ فإن 
الرابع لبد أن يكون (475)/.... إنه الفضاء الصفري للمنقول أو الفضاء الصفري اليساري 
ل4 إذ إن 0= ر 4 تعنى 0= 4" ويظهر المتجه على يسار 4 . 

؟ -الفضاء الصفري اليساري ل ۸ (يساوي الفضاء الصفري ل '4) . إذا كانت A‏ 
من النوع ۸× m‏ فان 4 من النوع x xm‏ . فضاؤها الصفري هو فضاء جزئي من "۸ ؛ 
المتجه y‏ له pom‏ كبة . إذا ماكتينا على النحو 0 - yA‏ فان هذه المركبات سوف تضرب 


أسطر 4 لينتج السطر الصفري . 


T = 
y A SY we 


v m 


A =(0...0 | 


يدعى المتجه "ر متجهاً صفرياً يسارياً للمصفوفة A‏ 
من السهل slow!‏ علد أبعاد هذا الفضاء الصفري A)‏ فی كل مصفوفة ; 
عدد المتغيرات الأساسية زائداً عدد المتغيرات الاختيارية يساوي عدد الأعمدة الكلى . 
هذا يعنى من أجل 4 أن : ۸= ort )١-۲(‏ بقول آخر : 
علد أبعاد uesia elas‏ أبعاد الفضاء الصفري = ste‏ الأعمدة . 
تصلح هذه القاعدة كذلك ATI‏ لها m‏ عموداً وهى كمصفوفة لها 
جوده A‏ 
نفسها . إلا أن عدد أبعاد فضاء أعمدتها يساوي» أيضاً ‏ ولذا : 


(\) r +dim./ (A) =m 


؟ ١‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


. M-F يساوي‎ A A ) ع عدد أبعاد الفضاء الصفري اليساري‎ y 


تختفى المتجهات y‏ فى مكان ما أثناء الحذف» عندما تركب أسطر 4 لتنشأ عنها 
الأسطر الصفرية في U‏ والتي عددها -m -r‏ لايجاد ,نيدأ من PA =LU‏ أو 
L PA =U‏ . الأسطر الأخيرة من 1:15 والتى عددها +-:” تكون أساساً للفضاء الصفري 
اليساري ‏ لأنها تضرب 4 لتعطي الأسطر الصفرية US‏ نعيد : يحتوي الفضاء 
الصفري على الأحمال التى تتركب بواسطتها أسطر 4 لنحصل على الصفر . 
في مثالنا 4 × 3 ؛ كان السطر الصفري هو السطر الثالث Y=‏ (السطر الثاني)+ ۵ (السطر 
الأول). إن ذلك هو التركيب نفسه ط5+,ط2-,ط الذي ظهر في الطرف Lis VI‏ 
أدى ذلك إلى 0-0 كمعادلة أخيرة . لذا » فإن ols yo‏ رهي 2,1-.5. هذ المتجه 
هو أساس للفضاء الصفرى اليسارى الذي عدد أبعاذه .m-r=3-2=1‏ 
إنه السطر الأخير من 1"۶ وينتج عنه السطر الصفري في 1 -وبامكاننا ملاحظته دون 
UE” galap‏ 

إننى أدرك أن الكتاب لم يعط» حتى الآن» سبباً للاهتمام بالفضاء AMAT)‏ 
إذا كتبت با حروف المائلة : الفضاء الصفري اليساري مهم أيضا› فان ذلك صحيح 
ولكنه غير مقنع » سيكون البند التالي أفضل عندما يعطي معنى فيزيائياً ل «. 

لقد عر فنا GYI‏ سعات الفضاءات الا ربعة ويمكننا أن نلخص ذلك في جدول» 
ويظهر أنه من المواتى أن نعرض ذلك كنظرية . 

النظرية الأساسية في الجبر لخطي» جزء ١‏ 

r عدد أبعاده‎ tA فى = فضاء أعمدة‎ )4(-١ 

n- reslu] عدد‎ tA iS الفضاء الصمر‎ = Z ؟_(4)‎ 

4(۳ فى - فضاء أسطر sde $A‏ أبعاذه ٣‏ . 

هم 4 = الفضاء الصفري اليساري ٤4‏ عدد أبعاده m-r‏ 


| M= =< 2. r= : مثال‎ 


LEM فضاء الأعمدة يحتوي على مضاعفات | ! | . العمود الثاني هو في‎ ١ 
. نفسه ولايؤدي إلى شىء جديد‎ 

۲ القضاء الصغري يحتوي على مضاعفات | hi‏ . هذا المتجه يحقق 0= ×۸ 
وكذلك تفعل مضاعفاته . 

Y‏ فضاء الأسطر يحتوي على مضاعفات | ! | . إنني أكتبه كمتجه عمود لأنه 
فى فضاء أعمدة ۸ . 

4 الفضاء الصفري اليساري يحتوي على مضاعفات | 7 | . هذا المتجه 
يحقق 4750-0. وأسطر 4 بالأحمال 3,1- يؤدي مجموعها إلى الصفر . 

في هذا ا مثال» جميع الفضاءات ا جزئية الأربعة هي مستقيمات! هذه صدفة 
مضدر ھا om rely n-r=1gr=l‏ ستكون التمارين أكثر تنويعا. لاحظ انك إذا 
غيرت العدد الأخير فى A‏ من 6 إلى 7 فسيتغير عدد الأبعاد . لفضاء الأعمدة وفضاء 
الأسطر العدد 2= . الفضاء الصفرى والفضاء الصفري اليساري Ob pe‏ فقط المتجهين 
0= بدو 0= «. المصفوفة قابلة للعكس . 


وجود المعكوس 

نحن نعلم أنه نه إذا كان للمصفوفة A‏ معكوس یساری (BA =I)‏ ومعكوس 
يمينى (AC=7)‏ فان هذين المعكوسين متساويان : =C‏ 6( 84) = (46) 8 = 8 . يمكننا 
لامعا ا ا 
المعكوسان . نقول بشكل مجمل» يوجد معكوس فقط عندما تكون الرتبة أكبر 
مايكن. 

تحقق الرتبة» دائماً » مايلى «> ١‏ و Mgrs‏ لأنه لن تكون لمصفوفة من 


النوع m xn‏ أكثر من m‏ سطراً مستقلة ولا أكثر من ۸ عموداً مستقلة . ليس هناك مكان 
لمحاو رأكثر من :” أو أكثر من «. نريد أن نبرهن أنه إذا كان ١ =m‏ فان لهذه المصفوفة 
معكوساً عن اليمين» وإذا كان r= n‏ فان للمصفوفة معكوساً عن اليسار. فى الحالة 
الأولى. يوجد للنظام Arab‏ » دوماً » حل» وفى الحالة الثانية» يكون الحل (إن وجد) 
وحيدا . المصفوفة المربعة هي المصفوفة الوحيدة التي قد تحقق cram gr =n‏ لذلك 
لاتوجد سوى المصفوفة المربعة التي قد تحقق الوجود والوحدانية . فالمصفوفة المربعةء 
فقط » قد يكون لها المعكوسان . 


5-ف الوجود : للنظام Arab‏ حل واحد ×على الأقل من أجل كل قيمة ل 
b‏ إذا وإذا فقط كان فضاء الأعمدة هو CR”‏ أي إذا كان or =m‏ في هذه الحالة» يوجد 
معكوس عن اليمين © من النوع Xm‏ ۸ يحقق AC =I‏ حيث ! مصفوفة الوحدة من 
النوع om‏ وهذا Se‏ - 6 فقطء إذا كان ۸ > em‏ 

الوحدانية : يكون للنظام م = ×4 حل واحد x‏ على الأكثر إذا وإذا فقط كانت 
الأعمدة مستقلة Ulas‏ وحينئذ ra n‏ يوجد في هذه الحالة معكوس عن اليسار 8 من 
النوع mXn‏ بحيث يكون (BAHT‏ ,1 مصفوفة الوحدة من النوع on‏ هذا ممكن. 
hi‏ إذا كان m < n‏ . 

فى الحالة الأولى» أحد الحلول الممكنة هو ط٤‏ = × إذ إن Ax = 406 =b‏ لكن 
توجد حلول أخرى إذا وجدت معكوسات يينية أخرى . 

في الحالة الثانية» إذا وجد للمعادلة Ax = b‏ حل فلابد أن يكون كمايلى : 
BAr = Bb‏ ولكن من الممكن ألا يوجد حا M‏ 

هناك صيغ بسيطة للمعكوس اليساري وللمعكوس اليميني إن وجد : 


B=A'A)'A’ 4 Caa MT. 


)\( عدد الحلول في حالة الوحدانية صفر أو واحد بيتما هو فى حالة الو جود واحد أو مالانهاية . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١6‏ 


بالتأكيد /- AC‏ و =I‏ 84 . الأمر الذي ليس AAS go‏ هو ماإذا كانت AT‏ 4و4 A”‏ 
قابلتين للعكس فعلاً . سنبين في الفصل الثالث أن للمصفوفة ATA‏ معكوساً إذا كانت 
الرتبة تساوى ۸ وأن للمصفوفة 4 4 معكوساً إذا كانت الرتبة تساوي «. وهكذاء فإن 
للصيغ معنى حتماً عندما تكون الرتبة أكبر مايمكن والمعكوسات من جانب واحد ERE‏ 
)4 >39 

هناك طريقة تعتبر أساسية أكثر مماسبق . يمكن النظر إلى عمود واحد في كل 
مرة» من أجل مصفوفة Aad C‏ : 


A |x, Rê ex Xa) =le B e Em أو‎ ACH] 


كل عمود من eC‏ عندما يضرب ب 4» سوف يعطي عموداً في مصفوفة الوحدة . 
لإيجاد حل للنظام e‏ = ×4 » نحتاج إلى أن تكون المتجهات الإحداثية » في فضاء 
الأعمدة. إذا احتوى جميع هذه المتجهات» فإن فضاء الأعمدة يجب أن يكون "۸ ! 
يجب أن يكون عدد أبعاده (الرتبة) =m‏ . هذه هى 'حالة الوجود e‏ عندما تولد الأعمدة 


IR" 
_14 0 0 
4 - |) 5 4l 


بماأن 2 r ah S‏ فان النظرية تضمن وجود معكوس عن اليمين ا 


r () 
| 40 0] , | 0 
AC = () l |= 
ithe 3 5 4 5 [ | | 
| 2313 32 


بالفعل» يوجد العديد من المعكوسات عن اليمين لأن السطر الأخير في © 
اختيارى تماماً. وهذه حالة وجود وليست حالة وحدانية . ليس للمصفوفة A‏ معكوس 


VE‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


مصفوفة الوحدة ذات النوع 3×3 . 
بالنسبة لهذا SUN‏ الصيغة (A AY‏ 4 = © تؤدى إلى الاختيار المحدد : 


Q 


|| 
O Oel- 
Oul- 


تختار الصيغة أصفاراً للرموز الاختيارية ccc‏ هذه حالة 'المعكوس الكاذي' 
وهي طريقة نقرر فيها معكوساً خاصاً عندما لاتتوفر طريقة نظامية لتقرير ذلك. لقد 
شرحت في الملحق الأول . 

إن منقول 4 يؤدي إلى مثال في اتجاه معاكس بعدد لانهائي من المعكوسات 
yaad‏ ق : 


1 0 byl Oj 7, 
0 lb o |i j 
= | "æ |oo 


col‏ العمود الأخير من 8 اختياري LE‏ هذا نموذج ل 'حالة الوحدانية' عندما 
تكون أعمدة (A‏ التى عددها en‏ مستقلة خطياً . الرتبة ” = . ليس هناك متغيرات 
اختيارية إذ إن 0 = on -r‏ وهكذا .إذا كان هناك حل فانه الحل الوحيد . بامكانك أن 
ترى متى يكون لهذا المثال حل : 


4 ojj, bı 
b, =0 قابلة للحل ادا كان‎ : ١ ka = 3 
poe 13 


عندما يكون 0 حرم فان الحل (وحيد !)هو رط 5 /1 x=‏ , ,5 1/4 =× . 


بالنسبة لمصفوفة مستطيلة » ليس من الممكن أن نحصل على الوجود والوحدانية 
معاً. إذا كانت m‏ مختلفة عن ۸ فانه لايمكن أن يكون remy ran‏ بالنسبة لمصفوفة 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية VV‏ 


مربعة فالأأمر على العكس . إذا كان ”= :#فانه لاتتحقق إحدى الخاصتين دون الأخرى . 
للمصفوفة المربعة معكوس يساري إذا و إذا فقط كان لها معكوس ييني . هناك معكوس 
واحد فقط =A!‏ ©- 8. الوجود يؤدى للوحدانية والوحدانية تؤدي للوجود في حالة 
ا مصفوفة ا مربعة . إن شرط قابلية العكس هو أن تكون الرتبة أكبر مايمكن : ۸= "= 7. 
يمكننا أن نعبر عن ذلك بطريقة أخرى : كل واحد من الشرطين التاليين لازم وكاف 
لتكون مصفوفة مربعة cA‏ من النوع en‏ غير شاذة . l‏ 
)1( الأعمدة تولد eR"‏ يعنى أن للنظام ط= ×4 حل واحد على الأقل لكل قيمة ل ط. 
(؟) الأعمدة مستقلة خطياًء يعنى أن للنظام 0 = ×4 الحل الوحيد 0 x=‏ 

يمكن لهذه القائمة أن تزداد طولاً» بصورة خاصة إذا أخذنا بعين الاعتبارالفصول 
التي ستأتي فيما بعد . كل شرط في القائمة التالية مكافىء لأي واحد آخر منها ويؤكد 
أن 4 غير شاذة . 

)1( الأسطر تولد الفضاء " 8. 

. الأسطر مستقلة خطيا‎ )٤( 

)0( یکن للحذف أن يكتمل : PA LDU‏ حيث كل 0 + 4. 

. AAAA =! تو جد مصفوفة 47 بحيث يكون‎ C) 

. لاتساوي الصفر‎ A محددة المصفوفة‎ (Y) 

A ليس الصفر قيمة ذاتية للمصفوفة‎ (A) 


اليك تطيقا غو ذجياً. لتكن P(t)‏ كثيرات الحدود من الدرجة 1- an‏ کا 
الحدود الوحيدة من هذا النوع التي تنعدم في n‏ نقطة معروفة : G‏ 55 .اهى = P (t)‏ 
.. لاتوجد كثيرة حدود أخرى من الدرجة 1- Sen‏ أن يكون لها n‏ جذراً . هذه قضية 
وحدانية تؤدى إلى قضية وجود. إذا أعطينا القيم م .... 5 فانه توجد كثيرة حدود من 


الدرجة 1 - ۸ تأخذ هذه القيم eP = bt‏ #.....1 = 1. الغرض من هذا المثال هو 


=e‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


التعامل مع مصفوفة مربعة 0 إن عدد P (t) Moles‏ الذي هو« يساوي wo ¥ shall sue‏ 
بالفعل» إن نظام المعادلات P (t) =b‏ مطابق للشكل المصفوفى : 


| 2 1-1 ||] 

| l] f} 4 IX b} 
2 n-l | 

| [> E as [> Xa j| ba 
2 1 5 - 

lin k te Kis bi 


تعرف مصفوفة المعامللات هذه A‏ ذات النوع 01 نحت اسم مصفوفة فاندرمونر 

Vandermonde‏ نكرر التبرير : بما أن ل0 = ×4 الحل الوحيد 0 x=‏ (بقول آخر لاکن أن 
تكون 0 = م إلا إذا كان 0 = CP‏ فان ذلك يؤدى إلى أن المصفوفة 4 غير شاذة . 
لذاء سيكون للنظام فدعه حل دوما- يكن لكثيرة حدود أن تأحذ أى مجموعة 
مكونة من ۸ قيمة b‏ عند النقاط المختلفة ؛. سنجدء فعلاً » فيما بعد محددة 4.. إنها 


لن تكون مساوية للصفر . 


المصفوفات ذوات الرتبة المساوية للواحد 

أخيرا » sb‏ إلى الحالة الأسهل عندما تكون الرتبة أصغر مايمكن (ماعدا المصفوفة 
الصفرية التي رتبتها صفر) . من أهم المواضيع الأساسية فى الرياضيات معرفة كيف 
يمكن صياغة شيء مركب من قطع بسيطة . بالنسبة للجبر الخطي فإن القطع البسيطة 
هي المصفوفات من الرتبة واحد or = ١‏ المثال SW‏ نموذجي : 


دم حب mo‏ 


كل سطر في المصفوفة مضاعف للسطر الأول» لذاء فإن عدد أبعاد فضاء الأسطر 
يساوي الواحد . بالفعل» يمكننا كتابة هذه المصفوفة كاملة بالطريقة الخاصة التالىةء 
كجداء متجه عمود يمتجه سطر : 


دع b‏ عه دم 
= قم te‏ = 
| 


جداء مصفوفة من النوع 1 ×4 بأخرى من النوع 1X3‏ هو مصفوفة من النوع x3‏ 
ote .4‏ أبعاد هذا clad‏ يساوع الو احذ. GG‏ أن الأعمدة أيضا مضاغفات لواحد 


منیا ے یھت فقا ءالاأعمدة بعدد ole VI‏ | = ۲ ویرد إلى مستقيم . 


يقع هذا الأمر ذاته لكل مصفوفة تساوي رتبتها الواحد : 


كل مصفوفة تساوي رتبتها الواحد» لها الشكل البسيط "ناح ۸ . 
الأسط جميعها مضاعفات للمكحة Cv)‏ والأعيدة À‏ 


ا . فضاء الأسطر وفضاء الأصمدة مستقيمان : 


اا عدا 


5-5-5 


ارين 


صائب أم خاطىء : إذا كان : = فان فضاء الأسطر ل 4 يساوي فضاء 
„iaae Yi‏ 

أوعند abe VI one‏ وكون أساساً للقضاءات AS A‏ الأساسية الأربعة 
المرافقة لكل من المصفوفتين : 


0 1 4 6 . 00 1 4 0 
A= ie [= 
pana) xe HEN 


dns VI lL AS ااا الققادات‎ oS aaa VI ote ue ol 


T 
to س‎ ٣ل‎ 
زح س نے‎ 
= 


Ee 


2-2-5 


0-4-1 


اليا 


الخبر b>)‏ وتطبيقاته 


صف الفضاءات الحزئيةالأساسية الأربعة فى الفضاء الثلاثى الأبعاد 
المرافقة للمصفوفة 

0 
A= 1 


1 
0 Û 


برهن أنه إذا كان جداء مصفوفتين هو المصفوفة الصفرية 0 = GAB‏ فان 
فضاء أعمدة B‏ محتوى فى الفضاء الصفرى للمصفوفة A‏ (كذلك فان 
فضاء أسطر 4 محتوى فى الفضاء الصفري اليسارى للمصفوفة SV eB‏ 
كل سطر من 4 يضرب ب 8 ليعطى سطرا صفريا) . 

فسر لماذا يكون النظام SUG 4× = b‏ للحل إذا وإذا فقط كانت رتبة =A‏ رتبة 
A’‏ حيث "۸ مكونة من A‏ مضافاً إليها b‏ كعمود إضافى . 

إرشاد : الرتبة هي سعة فضاء الأعمدة؛ متى لاتغير» إضافة عمود آخر 
هذه السعة ؟ 

WF‏ أن 4 مصفوفة من النوع m Xn‏ ورتبتها ۲ . ماهي الشروط التي 
تفرض على oda‏ الاغداد کی يكون : 

GAATSATA = Ip Kae A (أ) للمصفوفة‎ 

(ب) للنظام Ax =b‏ عدد لانهائي من ال حلول لكل م؟ 

لاذا لاتوجد مصفوفةيحوي فضاء أسطرها وفضاؤها الصفري المتجه 
(Geely‏ 

لنفرض أن الحل الوحيد للنظام 0 = ×4 m)‏ معادلة في « مجه (Vp‏ 
هو0 = ×. ماهى الرتبة ولماذا ؟ 

أوجد مصفوفة من النوع 3 × | فضاؤها الصفري يتكون من جميع 
متجهات SIR‏ تحقق 0 - ×4+ ,2+ 6 , أو جنل مصفوفة من النوع 
3 لها المضاء الصفرى نفسه . 


hs ل‎ 


ا اا 


i-i- 


=¬ 


\o-<-7 


i 


¥= = 


\A-2-7 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \ \o‏ 


إذا كان للنظام Ax = b‏ دائماً حل واحد على الأقل» فاثبت أن الحل 
الوحيد ل0 = رأ 4هو 0 = «. ارشاد : ماهي الرتبة ؟ 

إذا كان للنظام 0 = ×4 حل غير صفري» فاثبت أن النظام = ر" 4 
y‏ لايكون له حل من أجل بعض قيم/. کون مثالا ۸ و/. 

أوجد رتبة 4 واكتب هذه المصفوفة على شكل A= uv”‏ : 


a,b,c‏ أعداد de gles‏ حيث 0 * .a‏ كيف يجب اختيار d‏ لتكون رتبة 
åd panal‏ : 
jab‏ 
$ 
مساوية الواحد؟ بعد هذا الاختيار ل #» حلل المصفوفة وفق الصورة 
uv”‏ 


لكل من : 


إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة خطياً A)‏ من النوع ٠. Shs Cm Xn‏ تكون 
الرتبة — والفضاء الصفرى وفضاء الأسطر coer‏ 
و س 

(مغالطة ) لنفترض أننا نبحث عن المعكوس اليميني للمصفوفة ۸. 
عندئذ 1 = AB‏ تؤدي إلى AAB =A"‏ أو ۸"( (ATA‏ = 8. لكن هذا يحقق 
BA =]‏ إنه معكوس يساري . أي ghar‏ لاکن تبريرها ؟ 

إذا کات ۷ فضاء ج Ls‏ مو لداعن : 


U ل‎ 


ťa 


¥\-£-' 


الحبر الخطي وتطبيقاته 


l 
5 
0 


q 


| 
2 
0 


أوجد مصفوفة A‏ بحيث يكون ۷ فضاء أسطرها وأوجدمصفوة 8 بحيث 
أوجد أساساً لكل من الفضاءات J de Vas Al‏ 


i 2 3 4| {1 628]00 1 2 3 
A=|0 1 2 4 6/=|1 1 ojo 0 0 1 
an 0 1 2 0 ا‎ 1|]0 0 0 0 


أوجد مصفوفة محققة للخاصة المطلوبة فيمايلي أو وضح BU‏ لات جد 
مثل هذه المصفوفة i‏ 


| cw » 4 1 | (0 - p. aaa 
f i | | فضاء الاعمدة يحوى |020 وفضاء الأسطريحوي|‎ (1) 
OE 13 
| : 1 1 
E فا الأسسني | 3 وأساس الفضاء الصفري هو‎ rel 
l | 


AET (=)‏ کی R=‏ وفضاء الأسطر R=‏ : 
إذاكان للمضفوقتين 4و الفضاءات Ag tI‏ الأ ساسة gent Se VI‏ 
فهل يكون 4-8 ؟ 


٥-۲‏ الشبكات ومصفوفات الدرود 

لم أكن سعيداً LLE‏ بمصفوفة البند السابق التي كانت من النوع 34 . من الناحية 
النظرية» كانت المصفوفة مقبولة تماما » الفضاءات الحزئية الأربعة قابلة للحساب وليست 
تافهة» أبعادهاء - n -  , am‏ ,لم تكن أصفاراً. لكنها كونت بشكل مصطنع بدلاً 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \or‏ 


من أن تصدر عن : بيق جوهري ولذا »لم يتبين من خلالها أهمية تلك الفضاءات 
الحزئية . 

فى هذا البند » سنقدم »صنفاً من مصفوفات مستطيلة تتميز بمميزتين. فهي 
سيطة ومهمة . إنها تعرف باسم مصفوفة الورود. كل عنصر فيها هو 0 أو 1- أو 1. 
أساس الفضاءات الحزئية الأربعة . لهذه الفضاءات الجزئية دور رئيسى فى نظرية 
الشبكات ونظرية البيانات . تصدر مصفوفة الورود مباشرة عن بيان وسوف نبدأ بمثال 
محدد» مع التأكيد على أن كلمة Oly’‏ لاتعني بيان دالة (مثل القطع المكافىء ”×= «) . 
السهل توضيحه . هذا البند اختياري إلا أنه يعطى الفرصة لرؤية المصفوفات المستطيلة 
في التطبيق» ولملاحظة كيف تبرز المصفوفة المربعة المتناظرة 474 في النهاية . 
التى تصل بين هذه العقد. OLS‏ الشكل )٤-۲(‏ أربع عقد وخمسة أضلاع . ليس من 
الضروري وجود ضلع بين كل عقدتين» فليس هذا مطلوباً (الضلع من رأس إلى نفسه 
منوع). إنه يشبه مخطط الطريق حيث المدن هي العقد والطرق هي الأضلاع . إن 
OL‏ المذكور آنفاً هو بيان موجه بمعنى أن لكل ضلع سهماً يبين aall‏ 

تعد مصفوفة الورود ضلع عقدة من النوع 4 × 5» نرمز لها ب 4.. يوجد سطر 
لكل ضلع » ذلك للدلالة على أن العقدتين متصلتين بذلك الضلع . إذا انطلق ضلع 
من العقدةز إلى العقدة k‏ فإن السطر ال مقابل يحتوي على -١‏ في العمود زو 1+ في 
ko peel‏ مصفوفة الورودهكتوية إلى جاتب البيان . 

يبين السطر الأول الضلع الواصل بين العقدة ١‏ والعقدة ۲ . يقابل السطر الخامس 
الضلع الخامس الذي يصل العقدة ١‏ بالعقدة ؟ . 

لاحظ ماذا حصل للأعمدة . العمود الثالث يعطى معلومات عن العقدة ai] oY‏ 


t 0 g‏ لت 
t ø‏ ]سه f‏ 

iet- © E 6 

j 5 a i 
3 edge 4 ۶ A 8 Ü i 


شكال 62-77 بيان موجه ومصفوفة ورود ضلع عقدة . 

يبين أي الأضلاع داخلة وأي الأضلاع خارجة . الضلعان ۲ و ٣‏ يدخلان LÍ‏ الضلع ٤‏ 
فيخرج . تدعى المصفوفة 4 . أحياناً» بمصفوفة الاتصال أو المصفوفة التبولوجية . 
يزيد فيهاء عادة. عدد الأسطر على عدد الأعمدة . إذا احتوى البيان على m‏ ضلعاً ns‏ 
عقدة فان المصفوفة 4 تكون من النوع om Xn‏ ومنقولها هو مصفوفة الورود عقدة 

نبدأ بالفضاء الصفري للمصفوفة A‏ هل هناك تركيب للأعمدة يعطى صفراً ؟ 
يأتي الجواب » sole‏ »من الحذف» لكنه هنا sh‏ بلمحة . مجموع الأعمدة يساوي 
عموداً صفرياً . لذا فان الفضاء الصفري يحتوى المتجه المكون من وحدان؛ إذا كان × 
)1,1,1,1( = لذاء فان 0 = ×4 . حل المعادلة = ×4 ليس وحيداً (هذا إذا كان لها حل 
ow‏ 5 كم أن — t= (C,0,C,C yl RF sl‏ لاف حل للنظام 6 = Ax‏ فنحصل 
بذلك على حل جديد . 

يكون لهذا معتی لو أننا نظرنا OLS lJ‏ مع be x‏ أنه طاقات كامنة عند 
العقد . المتجه عه يمثل . حينئذ » فروق الطاقة . هناك خمس مركبات ل+4 (الأولى هى 
ty‏ » من 1+ في السطر الأول من (A‏ وهي تعطي فروق الطاقة خلال الأضلاع 
ا لخمسة . لذا c‏ تسأل المعادلة م Ar=‏ : إذا اعطيت الفروق,5..... م فأوجد الطاقات 
الفعلية ox rar,‏ إلا أن هذا مستحيل عمله ! إذ إنه بالإمكان زيادة أوتقليل الطاقات 
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بمقدار ثابت » دون أن تتغير الفروق» وهذا مايؤكد أن Cece)‏ = × ينتمي إلى الفضاء 
الصفري ل4. في الحقيقة» هذه المتجهات هي الوحيدة في الفضاء الصفري لأن = ×۸ 
0 تعني طاقات كامنة متساوية خلال كل ضلع . إن الفضاء الصفري لمصفوفة الورود 
هذه ذو بعد واحد.. لنعين OV‏ الفضاءات AS A‏ الثلاثة الأخرى : 

فضاء الأعمدة : من أجل أى فروق(..... 5 » يمكننا أن نحل Ax sb‏ ؟ للإجابة 


هناك حل . إن حاصل جمع السطرين الثالث والرابع هو السطر الخامس . لذاء فالطرف 
الأيمن يجب أن يحقق ,ط = b +b,‏ لكى نحصل GILL‏ على 0 = 0. وهكذاء إذا كان 
b‏ ينتمى إلى فضاء الأعمدة فيلزم أن يتحقق : 
by +bp-b3 =0 4 hib-ba.‏ 40 

بمتابعة البحث» نجد أن مجموع الأسطر الأول والثاني والرابع يساوي السطر 
الخامس . إلا أن ذلك ليس بجديد؛ فجمع المعادلات في )١(‏ يؤدي إلى أن 
b +b +b =b,‏ . هناك رطان مفروض ان على المركبات اكمس حيث إن ع دد أبعاد 
olde :5 - 2-3 phia LA‏ القرطان adil degre asd‏ من خلال 
الحذف» ولکن» هنا ينبغي أن يكون لهما معنى على البيان . 

القاعدة هي أن مجموع فروق الطاقة حول عروة يساوي الصفر . الفروق حول 
العروة العليا هي رط bb,‏ (إشارة الناقص مطلوبة من اتجاه السهم) . للدوران على 
العروة والعودة إلى الطاقة ذاتهاء نحتاج إلى 0 =,ط-رط+ b,‏ بصورة مكافئة » يجب أن 
Gat‏ فروق الحهد العلاقة :( بي = ( By) + Ox,‏ بصورة مشابهة يصدر 
الشرط 0 = b +b -b‏ عند العروة السفلى . لاحظ أن أعمدة 4 تحقق هذين الشرطين ‏ 
يجب ذلك Arab OY‏ قابل للحل LE‏ عندما يكون b‏ فى فضاء الأعمدة . توجد ثلاثة 
أعمدة مستقلةء» لذاء فالرتية 3 r=‏ 
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الفضاء الصفري اليساري : ماهي تراكيب الأسطر التي bs‏ صفراً ؟ يجاب 
عر ذلك اشا dant»‏ الي الان QIU‏ مانن = i hayi‏ 


tell 1 4 0 O] » ys=[0 0 1 4 إل‎ 


كل عروة تنتج متجهاً y‏ في الفضاء الصفري اليساري . ١+ ASM‏ أو ١-‏ تعين 
متى يكون لسهم الضلع اتجاه سهم العروة. تركيب لاو lal. PY,‏ في الفضاء 
الصفرى . في الواقع » (1-,1,1,0,1) = ty,‏ د يعطى العروة حول الجزء الخارجي من 
البيان. 

إنك تعلم أن فضاء الأعمدة والفضاء الصفري اليساري مرتبطان بإحكام . عندما 
يحوي الفضاء الصفري اليساري المتجه (1,0,0-,1,1) = y‏ فان متجهات فضاء الأعمدة 
rr:‏ 0 = رط b +b,‏ إن ذلك يوضح العلاقة 0 = cy b‏ وستصبح.ء قريباًء الجزء الثاني 
من النظرية الأساسية للجبر الخطي '. نهمل الحالة العامة ونعتبر هذه الحالة المحددة 
قانوناً لنظرية الشبكات المعروفة باسم قانون الطاقة لكي ر تشو Kirchhoff‏ 


۲ ص متجهات الفضاء الصفري اليساري تقابل عرى البيان . اختبار وجودها 
فى فضاء الأعمدة هو قانون الطاقة لكي رتشوف : 
مجموع فروق الطاقات الكامنة حول عروة يجب أن يساوي الصفر . 


فضاء الأسطر : يحتاج إلى معنى بلغة البيانات . يحوي فضاء الأسطر متجهات 
من فضاء ذي أبعاد أربعة ولكنها ليست كل متجهات هذا الفضاء ؛ فعدد أبعاده ثلاثة 
فقط . يمكننا العمل بالحذف لإيجاد ثلاثة أسطر مستقلة و يمكننا النظر فى البيان . الأسطر 
الثلاثة الأوائل مرتبطة OY)‏ السطر ١‏ + السطر ۲ = السطر ") لكن الأسطر ٤,٠,١‏ 
مستقلة : الأسطر تقابل الأضلاع. وتكون الأسطر مستقلة شرط أن لاتحوي الأضلاع 
عرى . 
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الأسطر ٤,۲, ١‏ آساس» لکن كيف تظهر تركيباتها ؟ مجموع pols‏ كل سطر 
يساوي الصفر لذاء فإن لكل تركيب هذه الخاصة ذاتها . إذا كان ( ل ,لر ) = ۶ 
تركيباً خطياً للأسطر فان : 
0خ تر كر كوه م (Y)‏ 
هذا هو اختبار كون/واقعاً فى فضاء الأسطر . إذا نظرنا إلى الوراءء نجد ارتباطاً 
مع المتجه (1,1,1,1 ) =×الواقع في الفضاء الصفرى . هذه الوحدان الأربعة الظاهرة في 


المعادلة(؟) ليست مجرد صدفة : 

إذا كان فى فضاء الأسطر و «في الفضاء الصفري فان 0 =× / . 

هذا يوضح من جديد النظرية الأساسية في احبر ا لخطي (الجزء OY‏ وهی تصدر 
عن القانون الأساسي لنظرية الشبكات -إنها هنا قانون التيارات لكيرتشوف . ا جريان 
الكلى في كل عقدة يساوي الصفر . الأعداد Caf Saff‏ مصادر التيار في العقد. 
على المنبع / أن يوازن yy, -y‏ -» وهو التدفق الذي يغادر العقدة (1) ويجري في 
الأضلاع 1.3.5 . إن ذلك هو المعادلة الأولى من النظام/ = A'Y‏ يقع بصورة مشابهة في 
العقد الثلاث الأخرى_حفظ الحمل يتطلب أن يكون التدفق الداخل = التدفق الخارج . 
الشيء الجميل هنا هو أن منقول ١‏ هو LLE‏ ا لمصفوفة الصحيحة لقانون ا جريان . 

يكون النظام SUG Ay‏ للحل عندما يقع Sf‏ فضاء أعمدة ۸ الذي هو فضاء 

أسيطر . 


Y‏ ق المعادلات الأربع في للنظام/- :45 النائجة عن العقد الأربع للبيان تعبر عن قانون 
كي رتشوف في ا جريان . 
الجريان الصافي في كل عقدة يساوي الصفر . 
يكن أن يكون هذا القانون محققاً لو كان التيار الكلي الداخل في العقد من الخارج 
هو 0 = Sth ttt‏ 
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إذا كان 0 = /فان قانون كيرتشوف في الجريان هو 0 = Ay‏ إنه محقق بأي تيار 
يدور حول العروة. وهكذا تضع العرى المتجهات Sy‏ الفضاء الصفرى A'S‏ 


الشجرة الممتدة والأسطر المستقلة 

من الملاحظ أن كل عنصر في متجهات الفراغ الصفري يساوي أحد الأعداد 
0 . الأمر ذاته صحيح من أجل عوامل PA=LDU‏ الناتجة عن الحذف . لايبدو ذلك 
مدهشاً لأنه صحيح من أجل مصفوفة الورود التي انطلقنا بها. إلا أنه يجب ألا ينظر 
إلى العددين 1+ على أنهما وجدا بصورة آلية . لايمكنهما أن يكونا وراثة عن 1و U‏ إذا 
بدأنا ب | 7 دف فان الحذف سينتج 2 كمحور OG‏ (وكذلك أيضاً »في المحددة) . 
المصفوفة 4 ليست مصفوفة ورود. 

من أجل مصفوفات الورود» لكل خطوة حذف معنى في البيان- وسننفذ هذه 
الخطوات في مثال : 


= ْم بحم عم 
25272200508 
C‏ سم سم oo‏ 
OS‏ ست 


اليسارية . ينتج ذلك 0,1,0,1 كسطر رابع . لقد بقى هذا السطر متضمناً العددين 1+ 
وبقيت المصفوفة مصفوفة ورود. السطر الجديد يقابل الضلع المنقط في البيان» من 4 
إلى 2. كان الضلع القديم من 4 إلى 1 وقد حذف لصالح هذا الضلع الجديد. 

الخطوة التالية من الحذف التي تستخدم السطر ۲ كسطر محورء ستكون مشابهة 
لما قبلها . إضافة السطر ۲ إلى السطر الجديد ٤‏ تنتج 1-.0,0,1 الذي هو ضلع جديد من 
4 إلى 3. الضلع bil‏ سيحذف ويستعاض عنه بهذا الضلع الجديد (في الأعلى) . لقد 
ظهر oll‏ معاكس Lau‏ الموجودمن ۳ إلى > لأن السهمين 2 - 4 و 3 - 2 قد ركبا 
لبعطيا 3 - 4. 


الخطوة الأولى تجمع السطر ١‏ إلى السطر ٤‏ لتجعل صفراً فى القرنة الدنيا 
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الخطوة الأخيرة من الحذف تبتلع هذا اله لضلع الجديد وتترك صفراً في السطر 4 . 
oA Lt 3 ginal Ob 1‏ الأ slats lead‏ بالأصقار الأخيرة. الأسطر الأوائل من A‏ 


يعيدنا ذلك إلى السؤال العام : ماهي الأسطر المستقلة في مصفوفة ورود؟ 
Wl tl‏ هو : 


تكون الأسطر مستقلة إذا لم يكن في الأضلاع المقابلة عرى . 

يوجد في نظرية البيانات اسم لمجموعة أضلاع لاتحوي عرى. إنها تدعى 
شجرة . الأضلاع الأربعة في بياننا المربع لا تكوّن شجرة» والأسطر الأربعة من 4 غير 
مستقلة . الأضلاع الثلاثة الأوائل (في الواقع أي ثلاثة أضلاع) في البيان الأصلي 
تكوّن شجرة وكذلك كل ضلعين وكل ضلع بمفرده؛ يمكن للشجرة أن تكون صغيرة . 
لكن من الطبيعي أن ننظر في الشجرة الكبيرة» أيضاً . 

تدعى الشجرة التي تصل إلى كل عقدة في البيان شجرة ممتدة . تولد أضلاعها 
البيان وتولد أسطرها فضاء الأسطر . في الحقيقة» هذه الأسطر هي أساس فضاء A‏ 
إضافة سطر آخر (ضلع آخر) سيغلق عروة . الشجرة الممتدة هي أكبر شجرة ممكنة . إذا 
كان OL‏ ۸ من العقد» فإنه يكون لأية شجرة ممتدة 1 - ”من الأضلاع . إن ذلك هو 
عدد الأسطر المستقلة في 4 وهوء Lal‏ رتبة المصفوفة . 

يجب أن يكون هناك 1 - #عموداً مستقلة : يوجد «عموداً مجموعهاهو 
العمود الصفري . فضاء A‏ الصفري مستقيم يحمل المتجه (1,1.....1) <×. عدد 
الأبعاد -1+(1 - (n‏ وهو ماتتطلبه النظرية الأساسية للجبر الخطي . 

تعطی هذه النظرية» أيضاًء عدد العرى المستقلة -الذى هو عدد أبعاد الفضاء 
الصفري اليساري . m - ra)‏ أو 1 + ” - m‏ . إذا كان البيان واقعاً في مستو» يمكننا 


)1( هذا هو قانون أويلر الذي أصبح له اليوم برهان من الجير الخطي : 7+1- 7 عروة حه (عدد 
العرى) + (عدد الأضلاع) + ote)‏ العقد)= ١‏ 
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أن تنظر هباشرة إلى غير ن العروة. يوجد اثنتان من هذه العرى الصغيرة فى 
الشكل CET)‏ العروة الكبيرة حول المنطقة الخارجية غير مستقلة ؛ SUAS‏ إذا امتد 
البيان إلى خارج المستوي مادام مرتبطأً فإنه يبقى فيه Bg om - +١‏ مستقلة . يكن 
لكل عقدة في بيان مترابط» أن تمتد إلى عقدة أخرى -يوجد طريق مكون من 
الأضلاع الواقعةيتهاء ولتلقص خب اصن موق الورود : 

الفضاء الصفرى : ste‏ ابعاده !6 يحوي (1......1) X=‏ 

فضاء الأعمدة : عدد أبعاده 1 - on‏ كل 1 + lo geen‏ تكون ther‏ مستقلة . 

فضاء الأسطر : عدد أبعاده” - om‏ تصدر الأسطر المستقلة عن أي شجرة متدة. 

الفضاء الصفري اليساري: عدد أبعاده 1+ « - m‏ يحوى المتجهات « الصادرة 
عن العری . كل متجه رمن فضاء الأسطر يحقق 0 = =f + wtf‏ ۶ ×-مجموع التيارات 
الواردة من الخارج يساوي الصفر. كل متجه b‏ من فضاء الأعمدة يحقق0 = 75بر_ 
مجموع فروق الطاقة ٠‏ حول كل العرى يساوي الصفر . ينتج ذلك عن قانون كير تشوف 
. وبعد قليل» سنقدم LILU SU‏ هو (قانون أوم Colm‏ لهذا القانون خواص المادة 
وليس خواص مصفوفة الورود وهو يربط × ب «. أولاً ستبقى مع المصفوفة ۸ من أجل 
تطبيق يظهر أنه تافه لكنه ليس كذلك . 


تصنيف فرق كرة القدم 
في نهاية الفصل » يصنف الاستفتاء فرق كرة القدم في الكليات» يمثل ذلك 
محاكمة شخصية وهوء على الأغلب معدل عدد من الآراء ويصبح» إلى حد ماء غير 
واضح في أثر اثنتي عشرة كلية . نريد تصنيف جميع الفرق على قاعدة رياضية . 
المرحلة الأولى هي التعرف على البيان . إذا نازل الفريق j‏ الفريق ok‏ فإننا نضع 
ضلعاً بينهما. تقع الفرق في العقد وتثل المباريات بالأضلاع . لذا سيكون هنا بضع 
مئات من العقد ويضعه آلاف من الأضلاع التي ستعطي اتجاهاً مثلاً بسهم موجه من 


الفريق الزائر إلى الفريق المضيف . يبين الشكل جزءا من البيان الذي يحوي بعض 
الكليات الجدية وكلية غير جيدة في كرة القدم لمدة طويلة . لحسن الحظ لم يتصل البيان 
بالكلية (التى كتبت هذه الكلمات من أجلها) . بقول رياصيء فإنه لايمكننا أن نثبت أن 
MIT‏ متميزة من النوع الأول (مالم تلعب مباراة مع إحدى الفرق) . 


Harvard Yale Ohio State USC Texas 


Purdue Michigan Notre Dame Georgia Tech 


شكل(6-75 ). بيان كرة القدم . 

إذا كانت كرة القدم منسقة جيداًء فإنه LES‏ أن نعين قدرة .× لكل فريق . لذا 
إذا لعب الفريق «مع الفريق ۸ » فإن الأعلى قدرة منهما سيظفر بالمباراة. سيكون» في 
الحالة المثالية» الفرق b‏ بين مجموع النقاط المحرزة (الفريق المضيف ناقصاً الفريق 
Cai‏ مساوياً تماماً الفرق ‏ + - ,× بين القدرتين . ليس عليهما أن يلعبا أيضاً المباراة! . 
سيحدث في هذه ا حالة تسوية كاملة على أن الفريق ذا القدرة الأعلى كان هو الأفضل . 

لهذه الطريقة صعويتان (على الأقل). لقد حاولنا ايجاد عدد x‏ لكل فرقة 
بحيث يكون درغ - + لكل مباراة. يعني ذلك وجود بضعة ألوف من المعادلات 
وبضع مئات من المجاهيل . توضع المعادلات = 3x -x‏ نظام ط =۸ حيث 4 هي 
مصفوفة الوقوع . فلكل مباراة سطرء بالعدد ١+‏ في العمود ۸ و ١-‏ في العمود v‏ 
وذلك لتعيين أي فريقين لعبا هذه المباراة . 

الصعوبة الأولى : إذا كان b‏ غير واقع في فضاء الأعمدة فإنه لايوجد حل . 
على النقاط أن تكون منسقة تماماً وإلا فلا يمكن تعيين القدرات . 

الصعوبة الثانية : إذا لم يكن ل A‏ متجهات صفرية في فضائها الصفري» OB‏ 


Princeton 


NAR‏ الجبر Jet!‏ وتطبيقاته 


القدرات لن تتعين بشكل جيد . في الحالة الأولى المتجه × غير موجود» وفي ال حالة 
الثانية هذا المتجه غير وحيد. و من الممكن أن تقع الصعوبتان معاً. 

الفضاء الصفري سهل ٠‏ ولكنه يظهر نقطة مهمة . يحوي دائماً متجه وحدان 
A OY‏ تشير » فقط »إلى الفروق , ×- ,× . لإيجاد القدرات» يمكننا أن نخصص 
بصورة اعتباطية صفر القدرة لها فارد Harvard‏ . الأمر الذى يكن تبريره بصورة مطلقة 
(لقد تكلمت بصورة رياضية) . لکن إذا لم يكن البيان مفصلاً أي أنه غير كاف» فإن 
حل قطعة منفصلة من البيان يسهم بمتجه من الفضاء الصفري . يوجد» أيضاً » متجه 
يمثل ب 1= × وتمثل البقية ب 0 = × . لذلك» Op‏ علينا أن لانسقط هارفارد وحدها 
بل فريقاً واحداً في كل قطعة . (لايوجد أي ظلم باعطاء قدره صفرية ؛ إذا وقعت جميع 
القدرات الأخرى تحت الصفر Ob‏ القرق السافظة تاتس Vg)‏ أن lal sae‏ القضاء 
الصفري هو ote‏ قطع البيان - إنه يساوي عدد درجات الحرية فى × . تنقل هذه الحرية 
بتثبيت واحدة من القدرات في كل قطعة ولن يوجد عندئذ وسيلة لترتيب قطعة مقابل 
gel‏ 

يظهر أنه من الصعب وصف فضاء الأعمدة . أي مجموعة من النقاط تلائم 
مجموعة من القدرات؟ من المؤكد أن النظام Ax=b‏ غير قابل للحل» إذا هزم فريق 
هارفارد «Vale fe S Harvard‏ وهزم فريق ييل فريق برينكتن ٥٥۲١‏ ۳۲وهزم فريق 
برينكتان فريق هارفارد . لكن» فوق ذلك » سيكون مجموع فروق النقاط حول عروه 


يساوي الصفر . 
b, +b, +b,,=0‏ 
إن ذلك هو قانون الطاقة لكي ر تشو Kirchhoff‏ : - مجموع فروق الطاقة حول 
عروة يساوي الصفر . إنه كذلك قانون من الجبر الخطى - يمكن حل المعادلة بصورة 
صحيحة عندما يحقق المنجه ١‏ الارتباطات الخطية نفسها التي تحققها اسطر الطرف 
الأيسر. لذا يؤدي الحذف إلى 0-0 ويمكن عندئذ إيجاد الحل . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية فيك 

فى الحقيقة» من المؤكد أن ط لايقع SUE‏ فضاء الأعمدة وتكون مجموعة 

نقاط لعبة كرة القدم غير متسقة . أفضل طريق للحصول على ترتيب واقعي هو طريق 

ا مربعات الأصفرية . اجعل جه قريباًء بقدر الامكان» من b‏ . لقدظهر ذلك في 

الفصل الثالث ولنذكر هنا تسوية أخرى فقط . يحصل الغالب على مكافأة قدرها 

خمسون نقطة . أو مئة نقطة . أيضاً . مقابل اعلى فروق النقاط . بطريقة اخرى» كسب 

نقطة واحدة قريب جداً من خسارة نقطة واحدة . إن ذلك يجعل الترتيبات المحسوبة 
قريبة جداً من نتائج الاقتراع . 


ملاحظة إضافية على البرهان 

بعد كتابة هذا المقطع وجدت مايلي في نيويورك تايس . 

لقد وضع الحاسوب » في ule‏ ترتيب عام c ۱۹۸٩‏ ميامي ندمة1141(١١-5)‏ في 
الموضع السابع فوق تینیسی (Y—\-—4) Tennessee‏ . بعد بضع أيام من هذا النشر بدأت 
تصل طرود تحوي برتقالاً ورسائل ساخطة من المعجبين من تينيسي إلى القسم الرياضي 
فى جريدة التاهس . لقد كان هذا الخضب نتيجة لانتصار تينيسي على ميامي ب ۲١‏ - ۷ 
فى لعبة السكرية Sugar Bowl‏ . لقد صنف تصويتا AP‏ و UPI‏ تينيسي في الموضع 
الرابع وصنف ميامي في موضع أخفض من ذلك بصورة بينة . 

وصل في اليوم السابق صباحاً تسعة طرود من البرتقال إلى حوض السفن 

هذا كثير pl‏ هذا التطبيق للجبر الخطى . 


الشبكات والرياضيات التطبيقية المتقطعة 
يتقلب بيان إلى شبكة عندما قثل الأعداد ».......ء الأضلاع : يمكن أن Be‏ + 
طول ضلع : أو سعته أو مرونته (إذا حوى نابضا) أو ناقليته (إذا حوى مقاومة) . تنتقل 


١‏ احبر الخطي وتطبيقاته 


هذه الأعداد إلى مصفوفة قطرية © من النوع om Xm‏ إنها تعكس ”خواص مادية' على 
عكس مصفوفة الورود 4 التي تعطي معلومات حول الارتباطات . بتركيب هاتين 
المصفوفتين 4و eC‏ تدخلان في المعادلة الأساسية للشبكات » ونريد شرح هذه المعادلة . 

سيكون تفسيرنا بلغة الكهرباء . الناقلية على الضلع i‏ هي » والمقاومة » /1. 
يقول قانون أوم : إن التيار المار من هذه المقاومة هو : 

(Sal SS الطافة‎ b ya) أو شذة التبار = (التاقلية)‎ y= ce 

يكتب ذلك أيضاً بالضورة ۸ = E‏ . يساوي هبوط الطاقة شدة التيار مضروباً 
بالمقاومة. يصبح قانون أوم. معادلة متجهة تتعلق بجميع الأضلاع دفعة واحدة» y‏ 
Ce‏ =. 

نحتاج إلى قانون كيرتشوف للتوتر وإلى قانون الشدة LEY‏ هذه البنية : 

هبوط التوتر حول عروة يساوي الصفر KVL‏ : 

مجموع شدات التيارات في عقدة يساوي الصفر KCL‏ : 

يسمح لنا قانون التوتر أن تخصص الطاقات ...... + بالعقد. لذاء فان الفروق 
حول عروة تعطي مجموعأمثل 0 = a‏ ا Ae, NS Sem Oe‏ 
تختصر . يطلب منا قانون التيار أن نجمع التيارات في العقدة J‏ التي تمثل فى 4 العمود 
oJ‏ إنها تساوي ١+‏ من أجل الأضلاع sich‏ ا i=‏ من أجل الأضلاع 
الخارجة. يجمع الضرب 477 التيارات باشاراتها الصحيحة (الظاهرة بالأسهم المحمولة 
على الأضلاع) . هذا المتجه Aly‏ الذي يمثل جميع التيارات في العقدة يساوي الصفرء 
إذا لم يكن هناك منابع خارجية للتيار . في هذه ا حالة بالذات» يكون قانون كي رتشوف 
للتيار هو 0 = 4 . 

بصورة عامة» نخصص حدأ يتعلق بالمنبع . إذا أرسلت التيارات الخارجية 
Bf,‏ العقد فان القانون يصبح/- Aly‏ 

المعادلة الأخرى هي قانون أوم» لكننا نحتاج إلى تعيين » - الذي يمثل انخفاض 


فغآءات اجات واكعاد لات iad‏ 8 


التوتر باجتياز ا مقاومة par.‏ الحداء Ax‏ فرق الطاقة بين العقد. بعكس الإشارة e‏ 
Ax‏ - يعطي انخفاض الطاقة . جزء من هذا الانخفاض تؤديه المدخرة الواقعة فى 
الضلع وهي ذات الشدة b‏ بقية الانخفاض لاجتياز المقاومة ويعطى بالفرق ©. 
JAU sb - Ax‏ يأخذ قانون أوم Ce‏ = «الصورة : 


0 C'y+Ax=b أو‎ y=C(b-Ax) 

إنه » Yok de‏ لم يعد بإمكاننا أن نجرب حل «= Ax‏ (الأمر الذي يصعب اجراؤه 

الآن SY‏ يو جد عدد من المعادلات يزيد عن عدد المجاهيل) . یو جل حل جديد ر" ٥‏ . 
فى anal‏ الحالة الخاصة التى كان لها بالصدفة حل » هي Lake‏ الحالة الخاصة التي 
لايمر فيها تيار . فى هذه الحالة يكون مجموع ul‏ ات حول os all‏ فساوياً -al‏ 


ولس de She‏ للتياز . 
نؤكد على ال معادلات الأساسية للتوازن التي تركب قانون أوم مع قانوني 
كيرتشوف : 


)£( 
إن ذلك نظام متناظر اختفى فيه ». المجاهيل هي التيارات « والجهود ×. إنه نظام 
خطى ويمكنك كتابته على «صورة ES‏ مثل : 


مك أنضا: أن تجرى حذفاً على صورة الكتل هذه . المحور هو“ © 
والمضروب هو AC‏ ويزيل الطرح “4 من تحت المحور . النتيجة هى i‏ 


A yl bo‏ ام 
ATCA lle‏ 0 | )0( 


VV‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


نحل المعادلة بالنسبة ل ×الواقع في السطر الأدنى : 
AT CAx =A” Ch-j‏ )3( 

لذاء يعطي تعويض تراجعي فى المعادلة الأولى المجهول «. 

لايوجد أي شيء غامض في CV)‏ إذا عوضنا Ay =f by =C (b -Ax)‏ نصل 
إلى تلك المعادلة . لقد حذفت التيارات « وخلفت معادلة فى ×. 

ملاحظة مهمة : في كل هذه المعادلات» من المهم أن تكون إحدى الجهود ثابتة 
مستا 0 x=‏ . يجب أن تربط العقدة »بالأرض ويحذف العمود» من مصفوفة 
الورود. المصفوفة الناتجة هي التي عنينا بها tA‏ إنها من النوع )1 - Xin‏ «مبوأعمدتها 
مستقلة . المصفوفة المربعة 4'04 التي هي مفتاح حل المعادلة (5) من أجل ×» هي 
مصموفة قابلة للعكس وهي من المرتبة 1- ۸ : 

(n-1)Xm mXm  mX(n-1) (n- 1) X (n - 1) 
[aT [| ° |] 4 لما[‎ 


مثال لنفرض أن مدخرة ومنبع تيار كهربائي (وخمس مقاومات) قد أضيفت إلى 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية YAY‏ 


لم تكتب Dole‏ من أجل العقدة 4 . في هذه العقدة» يتطلب قانون 
الإبار أن يكون 0 = ,7+ ,¥- . ينتج ذلك عن المعادلات SEI‏ الأخر التي 
مجموعها 0 = YY‏ 

المعادلة الأخرى هي +Ax =b‏ ر . يرتبط الجهد × بالتيار ربواسطة قانون أوم . 
تحوى المصفوفة القطرية © الناقليات الخمس 1/8- . الطرف الاين مكون من شدة 
المدخرة ۷=,ط والكتلة Cy +Ax =b‏ فوق Ay =f‏ : 


النظام من النوع 8 × 8 > بخمسة تيارات وثلاثة جهود . يرجعه الحذف إلى نظام 
من النوع 633 ثر . 476 - جه ”47 . تحوى مصفوفة هذا النظام المقلويات c=V/R‏ 
(لأنك في الحذف تقسم على المحور) . هذه المصفوفة هي ATCA‏ وهي تستحق النظر- 
بسبب السطر الرابع والعمود الرابع الصادرين عن العقدة المتصلة بالأرض ؛ إنها تحوي 
أيضاً : 


= 


ĉi + ون‎ +g ومس | 3 — بعس‎ (node 1) 

ATCA = CC, ci + و6‎ —C> | 0 (node 2) 
و-‎ ~i Cat وت + وت‎ —¢€, (node 3) 

—Cs 0 - وت يو‎ + cs (node 4) 


يمكنك » تقريباً » أن تدرك هذه المصفوفة بضرب 47 فى 4-القرنة اليمسرى والسفلى 
والقرنة العليا واليمنى من المصفوفة ذات النوع 8×8 أعلاه. العنصر الأول هو 
1+1+1 » أو c te te,‏ عندما تكون © محتواة؛ الأضلاع 1,3,5 تصل إلى العقدة1. 


VVA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


العنصر القطري التالي هو 1+1 أو cete,‏ يأتي من الأضلاع التي تصل إلى العقدة 2. 
بصورة مشابهة tote, ٠‏ » تصدر عن العقدة 3 . خارج هذا القطرء تظهر الأعداد e‏ 
باشارة ناقص ولكن ذلك ليس لأضلاع العقدة 4ا موصولة بالأرض . يقع ذلك في 
السطر الرابع والعمود الرابع الذي حذف عند حذف العمود 4 من A‏ بوصل العقدة 
الأخيرة بالأرض» يختصر النظام إلى المرتبة 1 - ٠”‏ والشيء الأهم من ذلك يتعلق 
بالمصفوفة 4704 التي أصبحت قابلة للعكس . تتصف المصفوفة ذات النوع 4 × 4 بأن 
مجموع أي سطر من أسطرها أو عمود يساوي الصفرء وأن المتجه (1,1.1,1) يقع في 
فضائها الصفرى . لاحظ أن 4 متناظرة . ومنقولها 4507877 = (ATCA)‏ » التي 
هي من جديد 404 و لها محاور موجبة. إلا أنها نقلت إلى الفصل السادس . 
لقد أنت من البنية الأساسية للرياضيات التطبيقية وهي موضحة بالشكل : 


ATCA +والصنفوفة‎ gb النبعان‎ + OWA WL شكل )1-1( . البنية‎ 


من أجل الشبكات الكهربائية » × يحوى جهداً و:ريحوى UL‏ فى SLI‏ عو 


ريصبحان انتقالاً واجهاداً. في السوائل هما الضغط ومعدل saat‏ . فى الاحصاء 


+ 
i 
E 


ND. olde أصغرية ملاقمة للمم‎ les ye وتعطى المعادلة أفضل‎ Lad ga c 
. كب الخطوات الثلاث للبنية في مصفوفة فريدة تتحكم بالتوازن‎ pA’ CAL oS 
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فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ل 


ننهي هذاالفصل بالنقطة المهمة_تقنين المسألة الأساسية في الرياضيات التطبيقية . 
كن ]ميطلب لاك Tes‏ أكثر من هجرد حل SL‏ لقذ.خللنا المعادلات الخطبة 
فى الفصل الأول كخطوة أولى فى الجبر ed‏ لكن تشييد ذلك قد احتاج إلى تفكير 
أكثر عمقاً في الفصل الثاني . إن مشاركة الرياضيين والأفراد ليست بالحساب بل 


نظرة إلى الأمام 
لقد قدمنا فضاء الأعمدة كمجموعة متجهات (Ax‏ والفضاء الصفري اليساري 
كحل للنظام 0 = WY Ay‏ سنحتاج لهذه التجريدات الرياضية في التطبيقات. من 
أجل الشبكات» +4 تعطى فروق الجهد محققة قانون الطاقة الكامنة ؛ y‏ يحقق قانون 
التيار . بمقاومة واحدة (CHI)‏ » تكون Doles‏ التوازن (4) هي : 
y+Ax=b‏ 
Ay =0‏ 
يؤدي الجبر الخطي (أو بالأحرى التعويض المباشر) إلى 0 = Ax)‏ )4 » ويحل 
الحاسوب المعادلة 478 = ×44 . إلا أن هناك مصدراً آخر للتفكير لايزال من الضرورى 
السماع إليه ! 
المصدر الأخير هو الهندسة . إنها تسير جنباً إلى جنب مع الجبر ولكنها تختلف 
عن AI‏ . كما أن توجيه المتجهات حاسم رغم أن الجبر يعمل على مركباتها منفصلة . 
فى هذه المسألة » ليس التوجيه شيئاً أقل إثارة : ×۸ متعامد مع «. فروق الجهد عمودية 
على التيارات ! مجموعها 0b‏ لذا »فان المتجه ط هذا يتجزأ إلى قطعتين متعامدتين - 
مسقطه Ax‏ على فضاء الأعمدة ومسقطه y‏ على الفضاء الصفري اليساري . 
سيگو ن ذلك مشاركة الفصل القالث. [نة يضيف te‏ إلى جير et‏ 
والفضاءات ods LI‏ بهدف الوصول إلى الأسس المتعامدة النظامية وإلى الفضاءات 


\V. 


الجبر الخطي وتطبيقا: 


ا لجزئية القائمة . إنه يبين لماذا لايمكن للجبر أن يكون غير مساعد_إنه يعطي حل للنظام 
= ×۸عندما يكون غير واقع في فضاء الأعمدة . المعادلة» كما تظهر» مستحيلة 
ا لحل . لحلهاء نحذف جزء ( الذي يقع خارج فضاء الأعمدة وهو الذي يجعل JA‏ 
مستحيلا . مايبقى هو المعادلة (Y)‏ أو ط4 = ×44 التى تؤدى » من خلال الهندسة» إلى 
أفضل x‏ ممكن . 


Pg- 


ارين 


من أجل العقد الثلاث في البيان المثلثي الظاهر فى الشكل أدناه» اكتب 
مصفوفة ورود 4 من النوع 3×3 . أوجد حلا للنظام 0 = عم وصف 
بقية متجهات الفضاء الصفري Add sie‏ أوجد حلا للنظام Ay‏ 
0 = وصف بقية متجهات الفضاء الصفري اليساري . 

من أجل المصفوفة ذات النوع 3 × 3 نفسهاء بين مباشرة من الأعمدة أن 
على كل متجه b‏ من فضاء الأعمدة أن يحقق العلاقة 0 -b=‏ ط+ 5. 
استنتج الشيء ذاته من الأسطر الثلاثة معادلات النظام Ax =b‏ . ماذا 
بعني ذلك بالنسبة لفروق الجهد حول العروة ؟ 

برهن مباشرة » انطلاقاً من الأسطرء أن أي متجه/من فضاء الأسطر 
يحقق ه =+ + . افعل الأمر ذاته انطلاقاً من المعادلات الثلاث Aly‏ 


.=f‏ مادا يعنى ذلك إذا كان / fee‏ تيارات فى العقد ؟ 


احسب المصفوفة ATA‏ ذات النوع 3×3 وبرهن أنها متناظرة لكنها شاذة ‏ 
ماهى متجهات فضائها الصفري ؟ بحذف العمود الآخير من 4( وكذلك 
السطر الأخير من 4)ء تبقى مصفوفة من النوع 2×2 في القرنة العليا 
Fee aal‏ بره أنها قير BLS‏ 


0-0-۴ 


A—0-Y 


4-0-١ 


fep 


فضاءات النجهات والمعاذلات اللقطية ۱۷1 


ضع المصفوفة القطرية © التي عناصرها eepe,‏ في الوسط واحسب 
CA‏ . برهن؛ من جدید› أن المصفوفة ذات النوع 2 × 2 والواقعة في 
القرنة العليا اليسرى قابلة للعكس . 


node | 


node2 edge 2 node 3 *2 


اكتب مصفوفة الورود 4 ذات النوع 4 × 6 المتعلقة OL SL‏ الثاني الوارد 

في الشكل أعلاه . المتجه (1,1,1.1) يقع في الفضاء الصفري AS‏ لكن. 
سيكون هناك 3 -1+ + - ” من المتجهات المستقلة التي تحقق 0 = Aly‏ 
أوجد ثلاثة متجهات y‏ واربطها بالدارة الواقعة فى البيان . 

إذا كان البيان الظاهر فی التمرين )1-0-1( يمثل ست مباريات بين أربع 
فرق وإن فروق النقاط هي ,5. ,5 » فمتى يكون من الممكن تعيين 
قدرات للفرق بحيث تتفق فروق القدرات تماماً مع الفروق المفروضة؟ 
بقول آخر أوجد (من قانون كربتشوف والحذف) الشرط الذى يجب 
فرضه على b‏ ليجعل النظام Ax=b‏ قابلاً للحل . 

عين عدد أبعاد كل من المصفوفات الحزئية الأساسية لمصفوفة الورود 
code‏ ذات النوع 4 × 6 وعين أساساً لكل فضاء جزئي . 

احسب ATA‏ و ANCA‏ حيث عناصر المصفوفة القطرية © ذات النوع 

6 هي ,.....,». ماهو شكل القطر الرئيسي للمصفوفة 404 مايمكنك 
القول عن البيان إذا كانت الأعداد» تظهر في السطر ز؟ 

ارسم بياناً بأضلاع موجهة ومرقمة (وعقد مرقمة) يقبل مايلي مصفوفة 


\VY 


١١ "قن‎ 


١ 


س 
\2-0-Y‏ 


TER 


ال حبر الخطى وتطبيقاته 
ورود. 
d i O p‏ 
AJA U 1 Û‏ 
ni 0 1 Û -lf‏ 
-l ]‏ 0 0 


هل هذا البيان شجرة ؟ (هل أسطر 4 مستقلة ؟) برهن أن هذا البيان يمثل 
شجرة ممتدة بعد حذف الضلع الأخير . ثم تصبح الأسطر الباقية أساساً ل؟ 
بحذف العمود الأخير من المصفوفة 4 السابقة وبفرض أن قطر© مكون 
و الأعداد C22]‏ أاكتب النظام دې النوع “LRF‏ 
C'y+Ax=0‏ 
Ay =f.‏ 
ape‏ رار( FIV‏ ثلاث معادلات -f‏ = عفن 4 فى XXX,‏ 
حل هذه المعادلات إذا كان )11,6( «f=‏ بهذه التيارات الداخلة فى عقد 
سبكة 1,2,3 ماهي الجهود في العقد والتيارات في الأضلاع ؟ 
إذا كانت 4 ذات النوع 12×7 مصفوفة ورود OL‏ مترابط . als‏ رتبتها؟ 
ماهو عدد المجاهيل الحرة في حل النظام (- ×4 ؟ وماهو عدد المجاهيل 
الحرة فی حل FAY =f‏ ماهو عدد الأضلاع التى يجب جذفها gts‏ 
شجرة Sate‏ ؟ 
في بيان ذي 4 عقد و6 أضلاع » أوجد الشجرات الممتدة الست عشرة. 
إذا كانت المصفوفتان E‏ و H‏ مربعتين» palad‏ جداء مصفوفات الكتل : 
mi F JE Atom ny‏ سطر 
G H hts n‏ 
وماذا يكون نوع الكتل في الجداء ؟ 
إذا هزمت MIT‏ هارفارد Harvard‏ ب(35 -0) وتعادلت ييل Yale‏ مع 


هارفارد وهزمت برينغتون bo Pingeton‏ ۷ فما هي فروف 


yigt 


=0 


A-0 -۲ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية YT‏ 


النقاط في المباريات الثلاث الباقية MIT -y,MIT-P, H-P)‏ والتى تعتبر 
فروق قدرات بحيث تتفق مع فروق النقاط؟ 

إذا كانت فروق النقاط معلومة في المباريات الواردة فى الشجرة الممتدة 
التالية» فإنها تكون معلومة لكل المباريات 


Ci)‏ ماهي قوانين التيار الثلاثة 0 = 479 في العقد غير الأرضية ؟ 

(ب) ماهو قانون التيار في العقدة الأرضية FU)‏ عن المعادلات الثلاث؟ 
)>( ماهي GA’ a3,‏ 

)>( صف حل النظام 0 = UYLA'y‏ عرى فى ERA‏ 

هل يمكنناء فى الطريقة التى استخدمناها لترتيب فرق كرة القدم» أن 
Jeb‏ بعين الاعتبار مقدرة المعارضة أم أن ذلك قد بين سابقاً؟ 

إذا وجد ضلع بين كل عقدتين (بيان كامل) فماهو عدد أضلاع البيان ؟ 
للبيان n‏ عقدة ولايسمح بأقواس تنطلق من عقدة وتعود اليها نفسها . 


\Vé‏ الجبر jad!‏ وتطبيقاته 


١‏ -5 التحويلات الخطية 

في هذا البند ستتعرف كيف تحرك مصفوفة فضاءات جزئية . فالفضاء الصفري 
ينتقل إلى المتجه الصفرى عندما يضرب ب 4. كل المتجهات تذهب إلى فضاء الأعمدة 
لأنعهء في كل الأحوال» تركيب من الأعمدة. ستلاحظ قريباً شيئاً Sree‏ ذلك أن 
4 ستنقل فضاء أسطرها إلى فضاء أعمدتهاء وهي على هذه الفضاءات التى بعدها r‏ 
تكون /٠٠١١‏ قابلة للانعكاس . هذا هو العمل الفعلى لمصفوفة . إنها جزئياً مخفية 
وراء الفضاءات الصفرية والفضاءات الصفرية اليسرى التي تقع بزوايا قائمة مع 
فضاءات أخرى وينتقل كل منها بطريقه الخاص (نحو الصفر)» ولكن عندما تكون A‏ 
مربعة وقابلة للانعكاس فليس لهذين الفضاءين قيمة تذكر . المهم هو مايحدث داخل 
الفضاء أي داخل الفضاء ذي البعد النوني» عندما تكون 4 من النوع Xn‏ . إن هذا 
يتطلب نظرة أدق . 

لنفترض أن × متجه ذو ۸ بعداً. عندما نضرب 4 ب × يكن أن ننظر لذلك على 
أنها عملية تحويل ذلك المتجه إلى متجه جديد Ax‏ هذا يحدث لدى كل نقطة من 
الفضاء 

". إن الفضاء كله قد تحول أو تم تطبيقه على نفسه بوساطة المصفوفة A‏ 
نعطي فيمايلى أربعة أمثلة من التحويلات الصادرة عن مصفوفات . 


١ ty J‏ - يط مضاعف مصفوفة الوحدة» CA =cl‏ كل متجه بمقدار 

EL‏ المعامل » . الفضاء بأكمله يمتد أو يتقلص (أو إنه يمر خلال نقطة الأصل 
إلى الجهة ALU‏ عتدما يكون © Asa‏ 

-Y a=|° 4‏ مصفوفة الدوران تدور الفضاء بأكمله حول نقطة الأصل . هذا 


المثال يدور جميع المتجهات بزاوية "۹١‏ ويحول )1,0( من محور × 
إلى )0,1( ويرسل (0,1) من محور إلى (1,0-) . 


ALLA مصفو فة الانعكاس نحول كل متجه إلى صورته على الجهة‎ -T 4=|° ١ 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية عد 


من مرآة . فى هذا SUN‏ المرآة هي المستقيم ×= y‏ الذي يصنع زاوية 
0 ؛ نقطة مشل (2,2) تبقى دون تغيير » ونقطة مشل )2-,2( تنقلب 
إلى (2,2-) . بالنسبة لتركيب مثل (4,0) = (2-,2) + (2,2)» فان المصفوفة 
تترك M‏ في مكانه وتقلب الحزء الآأخر . والنتيجة تكون بتبادل xy‏ 
لنحصل على (0,4) : 

dall 


6-9 ا )\3 


5 |+ 


alj 


a 

stretching 90° rotation reflection projection 
شكل (۷-۲). تحويلات المستوي بوساطة المصفوفات الأربعة‎ 

مصفوفة الانعكاس هذه هي أيضاً مصفوفة مبادلة . إنهاء جبرياً» سهلة فهي 

تنقل Gy)‏ إلى ( م » المثال الرابع سهل بكلا الاعتبارين . 

4 !|= 4 4- مصفوفة الاسقاط تنقل الفضاء بأكمله إلى فضاء جزئى أقل سعة 
(ولذاء فانها غير ALG‏ للانعكاس) . المثال المذكور يحول كل متجه 
( «») في المستوي إلى أقرب نقطة ) (xo‏ على المحور الأفقي . هذا 
المحور هو فضاء الأعمدة في 4.. والمحور العمودي (الذي يسقط 
على نقطة الأصل) هو الفضاء الصفري . 

هذه الأمثلة يمكن» بسهولة» توسعتها إلى أبعاد ثلاثة . هناك مصفوفات تمط 
الأرض أو تدورها أو تعكسها على مستوي الاستواء (القطب الشمالي يتحول إلى 
القطب الجنوبي) . هناك مصفوفة تسقط كل شىء على ذلك المستوي AS)‏ القطبير 


NV‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


GSM de‏ هناك أمثلة أخرى» ESE ASL‏ وضرورية . إلا أنه من المهم أن ندرك 
أنه ليس بإمكان المصفوفات فعل كل شيء؛ فبعض التحويلات غير مكنة بوساطة 
المصفوفات : 

(1) من المستحيل نقل نقطة الأصل إذ إن 0 -0 4 لكل مصفوفة . 

(۲) إذا انتقل المتجه ×إلى + »عندئذ» يجب أن fee‏ 28 إلى ؛ :2 . شک 
عام ox‏ سينتقل إلى cox’‏ إذ A 8 y= cA (x JO‏ 

)1( إذا انتقل المتجهان ر× إلى ' ر“ oli x‏ حاصل جمعهما ty‏ يجب أن ينتقل 
إلى rty‏ حيث أن LA (x +y )=Ax +Ay‏ 

يمرض ضرب المصفوفات هده القواعد على تحويلات الفضاء . القاعدتان 
الأوليان سهلتان» وتتضمن الثانية منهما الأولى (يكفي أن تجعل 0 (c=‏ لقد شاهدنا 
تأثير القاعدة الثالثة عندها انعكس المتحه )4,0( في المستقيم الذي يصنع زاوية 8 
لقد جزىء إلى (2-,2)+(2,2) وهذان Ole AI‏ انعكسا منفصلين . ويمكن فعل الشىء ذاته 
بالنسبة للاسقاط : نجزىء ونسقط بشكل منفصل ثم نجمع المسقطين. تصح هذه 
القواعد لكل نحويل مصدره مصفوفة . إن أهمية تلك القواعد تجعلها تستحق اسماً : 
التحويلات التي تخضع للقواعد )۳(-)١(‏ تسمى تحويلات خطية . 

يكن دمج هذه الشروط فى مطلب واحد : 


۲ر لكل عددين ء ول ولكل متجهين Ge 3 yx‏ ضرب المصفوفات 
قاعدة الخطية : 
A (cx + dy )=c (Ax) +d (Ay ).‏ )1( 


كل تحويل يحقق هذا الشرط هو تحويل خطى . 


تؤدي كل مصفوفة مباشرة إلى تحويل خطي . السؤال الأكثر أهمية هو في MENI‏ 


فضاءات المتجهات والمعادللات الخطية \VV‏ 


العكسي : هل يؤدي كل تحويل خطي إلى مصفوفة ؟ موضوع هذا البند هو الاجابة 
عن هذا السؤال (بالايجاب فى حالة ۸ بعداً) . هذه النظرية هي أساس إحدى معالجات 
الجبر الخطي ‏ ننطلق من الخاصة )١(‏ ونوسع نتائجهاء وهي معالجة أكثر تجريداً من 
المنحى الرئيسي لهذا الكتاب . لقد فضلنا أن نبدأ بالمصفوفات وسنرى فيمايلي كيف 
مل تحويلاً خطياً. 

ثوة أن دو كد أن العسويل ed‏ لبس بالف رور ةن "8 إلى "قف فمن المقيول أن 
ypa‏ کجات فى كامسا RO‏ هذا تماماً مايتم عمله بوساطة 
مصفوفة من النوع m Xn‏ . للمتجه الأصلي cx‏ « مركبة» وللمتجه ELJI‏ عن عملية 
التحويل CU‏ هو × ۸ء ” مركبة . إن القاعدة الخطية محققة بالمصفوفات المستطيلة e‏ 
لذاء فهى تكون تحويلاات خطية . 
مادمنا قد قطعنا هذا الشوط فليس من سبب للتوقف . إن العمليات المتضمنة فى الشرط 
(۱) هي جمع وضرب بعدد» إلا أن و «ليسا بالضرورة متجهات أعمدة من " ۸. إنه 
فضاء متوقع » إلا أنه ليس الوحيد . بالتعريف »أي فضاء متجهات يجيز التركيبات 0x‏ 
+ _"المتجهان' هما × و «ولكن يكن أن يكونا كثيرتي sho gdm‏ مصفوفتين أو دالتين 
(ty © (‏ × . مادام التحويل بين مثل هذه الفضاءات يحقق »)١(‏ فهو خطي . نأخذ 
كأمثلة الفضاءات oP‏ حيث المتجهات كثيرات حدود من درجة n‏ . إنها من الصورة 
p =aytayt +...ta, t"‏ » عدد أبعاد هذا الفضاء هو ntl‏ (بسبب وجود الحد الثابت . 
فان هناك 1+ ۸ معاملا) . 
مثال ١‏ : عملية الاشتقاق 2/4 = ۸ خطية : 

39 Ap= "Gy + فد عار‎ 44") =a, +..400,t™ | 
dt 

فضاءها الصفرى ذو بعد واحد ويتكون من كثيرات الحدود الثابتة 0= 440/41 . 
elias y‏ الأعمدةهو balaas cp,‏ الظرف LV‏ من )1( يم Lasts‏ إلى هذا 
الفضاء . حاصل جمع الصفرية (-1) والرتبة )= (n‏ هو عدد أبعاد الفضاء الأصلي Py‏ 


\VA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
مثال ۲ التكامل من صفر إلى : هو تحويل خطي ٠‏ أيضاً (ينقل ,م إلى ر ,,م) : 


t 
Ap =| (ag + + a,t')di=agt +... Ft - 
I) n+ | 


ily n+ | 


. 


هذه المرة لايوجد فضاء صفري (ماعدا المتجه الصفريء كما هو الحال دائماً) إلا 
أن التكامل لاينشىء جميع كثيرات الحدود ep, p‏ الطرف الأيمن فى (7) لايحتوي 
على حد ثابت . من المحتمل أن كثيرات الحدود الثابتة ستكون الفضاء الصفري 
اليساري . 
مثال ۳ الضرب بكثيرة حدود معينة مثل 3۲ + 2 هو خطى : 

4 Ap = (2 + 3t)ag +... + at” Ja Zag fut Sa a 

هذا يحول» أيضاًء ,م إلى , ,م وليس هناك فضاء صفري ماعدا 0 = م. 

في هذه الأمثلة » وفي جميع الأمثلة تقريباً» ليس من الصعب التأكد من الخطية . 
ناقرا ايو ذلك مهما . إذا توفرت الخطية فمن المستحيل الاخفاق في اكتشافها . على 
كل حال» فهي الخاصة الأكثر أهمية بين الخواص التي يتمتع بها تحويل Y‏ . طبعاً: 
ليست معظم التحويلات خطية » Mee‏ تربيع كثيرة حدود (2م - (Ap‏ أو إضافة واحد 
(Ap =p +1)‏ أو الاحتفاظ بالمعاملات الموجبة ( -(2 ۲-) 4). إن التحويلات تكون» 
خطية» فقط » حینما ترد إلى مصفوفات . 


التحويلات الممثلة بمصفوفات 

للخطية نتيجة مهمة : إذا كان Ax‏ معلوماً لكل متجه في الأ ساس» عندئذ يكون 
[SIL shine dx‏ عتج هقفي الفضاء بأقسلة ‏ لتر أن الأساس يتك رت من« 
متجه »....×. كل متجه آخر هو تركيب فى هذه المتجهات (إنها تولد الفضاء) . 


. الانعكاس تتبعها فى الاهمية‎ ALG ولعل‎ )١( 


الخطية تعين ×4 : 

OLS 13)‏ يعن عع (D Ax =e, Ax, )+..4 cy Arg) OW x=cyx,‏ 
لن يبقى للتحويل A‏ اختيار بعدما تقرر تأثيره على متجهات الأساس . بقية خواص 
التحويل تتحدد بالخطية . إن الشرط )١(‏ الخاص بمتجهين × و «يؤدي إلى )٤(‏ من أجل 
متجهاً ...× . للتحويل مطلق الحرية فى متجهات الأساس (إنها مستقلة) . وعندما 
تتعين هذه المتجهات فان التحويل بأكمله يتحدد . 

مثال ٤‏ سؤال : أي التحويلات الخطية ينقل 


2 
Ax, = 3 
4 


4 
6 


:| و |=" إلى 


| = إلى 


يجب أن يكون ضرباً بالمصفوفة 


حل كك من 


إذا ابتدأنا بأساس مختلف (1,1) و (1-,2) فإن هذا أيضاً هو التحويل الخطي الوحيد 


ولتجرت OYI‏ مسالة جديدة : وهى إيجاد مصفوفة تمثل الاشتقاق ومصموفة 
تمثل التكامل . يكن عمل ذلك عندما يتحدد الأساس . بالنسبة لكثيرات الحدود من 
الدرجة Y‏ (الفضاء P,‏ عدد أبعاده )٤‏ هناك اختيار طبيعى للمتجهات الأساسية الأربعة : 


2 3 
رم‎ =l, p =f, وص‎ =t, py =t. 


هذا الأساس ليس وحيداً (ولن يكون أبداً كذلك) إلاأن الاختيار ضروري وهذا 


\A.‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 
أنسب اختيار . لنر ماهو تأثير الاشتقاق على هذه المتجهات الأربعة . إن مشتقاتها 
ھی : e M‏ | 0أو 4 


Ap, =0, Ap2 ,رمع‎ Ap3 = P2, Apa = P3. 
كمصفوفة » ولكن أي مصفوفة ؟ لنفترض أننا في الفضاء‎ LUA يؤثر التحويل‎ 
الرباعي المعتاد وبأساسه المعتاد  المتجهات الاحداثية ,(0,1,0,0)-يم ,)1,0,0,0( = م‎ 
: هى‎ (0) J حرم ,)0,0,1,0( حوم . عندئذ تكون المصفوفة المقابلة‎ )0,0,0,1( 


WM ©‏ ت با 


هذه هي ١مصفوفة‏ الاشتقاق». ,م4 هو العمود الأول وهو صفرى؛ رم4 هو 
العمود الثاني وهو رم؛ APs‏ هو رم2 Apa‏ هو وم3 . الفضاء الصفري يحتوي على ,م 
(مشتقة العدد coll‏ تساوي الصفر). فضاء الأعمدة يحتوى ددم م (مشتقة الدرجة 
الثالثة هى من الدرجة الثانية) . مشتقة Siow p = 240 -t 523 [re pol PEPA‏ 
با لخطية » وليس هناك أي شيء جديد حولهاء إنها الطريقة الوحيدة للاشتقاق . سيكون 
أمر غير معقول أن نتذكر مشتقة كل كثيرة حدود . 

يمكن للمصفوفة التالية أن تشتق كثيرة الحدود : 


اوه 
|-2t-3t .‏ بجلا 


باختصار » إن المصفوفة تنقل جميع ا معلومات الأساسية . إذا كان الأساس معلوماً 
والمصفوفة معلومة فإن التحويل الخطي يكون معلوماً. 

ننظيم المعلومات بسيط . بالنسبة لتحويلات فضاء إلى نفسه» يكفى معرفة 
أساس واحد . أما إذا كان التحويل من فضاء إلى آخر فان الأمر ينطلب أساساً لكل 


فضاءات المتجهات والمعاد لات الخطية \A\‏ 


1ش لتنفترض أن المتجهات ...هی أساس للفضاء۷ » Oly‏ يرلا.....ولا 
أساس للفضاء 17 . عندئذ يمثل كل تحويل خطى 4 من ۷ إلى W‏ بمصفوفة . نحصل على 
العمود he A Gack)‏ خجة SGN pols V‏ ت الناح Ax‏ تركيب في المركبات 2 . 
معاملات هذا التركيب من العمود ز. 

AX; =Q,jy) + GV. + ... + Amm- 

فى مصفوفة الاشتقاق ينتج العمود الأول عن متجه الأساس الأول pl‏ مشتقته 
تساوي الصفرء وهكذا »فان العمودالأول أصفار. العمود الأخير نتج 
didt (t *) = 3 E aaa‏ . ا أن 0p, + Ops+3p3+ Op,‏ =“ ,3 » فان po Vi gall‏ 
يحتوى على 0,0,3,0 . القاعدة (U‏ كونت المصفوفة . 

نفعل الشىء نفسه بالنسبة للتكامل . هذا ينقلنا من الدرجة الثالثة إلى الرابعة 
محولا بم = إلى رم =۷ لذاء فإننا نحتاج SULA‏ 17. الاختيار الطبيعي هو 
yt‏ ودين 1= و2 .= وا ا= y‏ الذي يولد كثيرات الحدود من الدرجة 
الرابعة . ستكون المصفوفة من النوع ا أو 4 × 5 وهي تنتج عن تطبيق التكامل على 
كل متجنه أسامن VS‏ 

Ax4 =—Ys أو‎ [ © hast on AR SUS أو‎ 7 dı =f 


وهكذا فان المصفوفة الممثلة للتكامل هى : 


0 0 


oo س د‎ 
O O ue & 
Cow O o o 
j= o 


ملاحظة : ننظر للاشتقاق والتكامل على أنهما عمليتان متعاكستان . أو على 
الأقل» إذاتبع الاشتقاق التكامل فاننا نرجع إلى الدالة . لكي نظهر ذلك على 
المصفوفات» نحتاج لمصفوفة الاشتقاق من الدرجة الرابعة إلى الثالثة والتي هي من 


۱A۲‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 
النوع 5 ×4 


| 
0 
0 
00 


إن الاشتقاق هو معكوس يساري للتكامل. لكن المصفوفات المستطيلة 
لايمكن أن يكون لها معكوسان من الجانبين ! في الترتيب العكسي» لايمكن أن 
يكون != وي4 ,4 صحيحاً . يفشل ذلك في العمود الأول الذي هو صفر فى مصفوفة 
الجداء ذات النوع 5 × 5. مشتقة العدد الثابت تساوي الصفر . من أجل الأعمدة الأخرى 
Aai‏ ,4 هي مصفوفة الوحدة وتكامل مشتقة "هو .٠"‏ 


oc © © 
oct نا‎ 
Cw نا‎ © 
E S OD 


الدوران Q‏ والاسقاط P‏ والانعكاس]] 
al‏ هذا com‏ بتورات °F Rea‏ واسقاط على محور x‏ وانعكاس في 
المستقيم الذي يصنع زاوية 5 درجة كانت مصفوفاتها بسيطة بشكل خا ص : 


fe -1 1 o] ,_[o 1 
0-|' 1 p=| i H=| 51 


) إنعكاس ) (إسقاط) ‏ (دوران) 
من الطبيعي أن تكون التحويلات الخطية المرافقة للمستوي y‏ - × كذلك بسيطة» 
لکن يبدو لي أن الدوران بزوايا آخرى» واسقاط على مستقيمات أخرى» وانعكاسات 
على مرايا أخرى» جميعها تقريباً سهلة التصور . فهي تظل تحويلات خطية شريطة أن 
تبقى نقطة الأصل ثابتة : 0 =0 4. ويجب أن تمثل بمصفوفات باستخدام الأساس 
الطبيعي | HE a‏ نود أن نتعرف على هذه المصفوفات . 


gle دوراناً بزاوية 6 ۾ كلاف فت الان‎ (A- Y) -الدوران : يظهر يظهر الشكا‎ ١ 
ويقع على‎ Lop ald صب الأساس. الل ينف إلى رة سر کل‎ 


قضاءات المتجهات والمعادلات الخطية \AY‏ 


المستقيم CO‏ . ويدور متجه الأساس الثاني (0,1) إلى (6 ءهء,0 (-sin‏ . باستخدام القاعدة 
)1( تظهر ر هذه الأعداد في أعمدة المصفوفة» نرمز ب »و s‏ للدالتين „sin gcos‏ 

bas’‏ هده الخمافة س الدورانات de 5 Oy‏ عتازة LEH‏ العلافة بين 
OL pull‏ والمصفوفات : 


شكل (۸-۲). دوران بزاوية 6 : الهندسة والمصفوفات 
هل معكوس و0 هو Og‏ (دوران تراجعي بزاوية 6) ؟ نعم 


ا 


هل مربع Og‏ هو ور © (دوران بضعفي الزاوية) ؟ نعم 


02 = C He خم دا فيه‎ ne - 2cs _| cos 20 -sin 20 
"0 $ ëls F&F Ics c* - 5° sin 20 cos 20 f 


هل جداء Op‏ ب Oy‏ يساوي ي ,و0 (دوران بزاوية 8 ثم بزاوية ٩‏ ) ؟ نعم 


C g 
I-53 C&C 


QoQ-e = 


© -8 
S ü 


cos © cos @ - sin © sin | —— 
sin © cos @ + cos © sin | ل‎ 


QoQ, = 


cos (O + Q) -sn(O+@) 
sin (O + ø) وم‎ ) © + QP) 


عو ل i‏ 


م١‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الحالة الأخيرة تحوى الحالتين الأوليين. يظهر المعكوس عندمام تساوي8 - 
ويظهر ay all‏ عندما © تساوي 0+ جميع الأسئلة الثلاثةتم اثباتها باستخدام المتطابقات 
المثلثية (وهي تعطينا طريقة جديدة لتذكر هذه المتطابقات) . من الطبيعي أنه لم يكن 
مصادفة أن تكون الاجإبات نعم . إن ضرب المصفوفات عرف بحيث يقابل جداء 
المصفوفات جداء التحويلات . 

ت لنفترض أن ۸ و 8 تحويلان خطيان من ۷ إلى W‏ ومن 0 إلى . الجحداء AB‏ 
تيد أ بمتجه » في 0ا الذي ينتقل إلى Bu‏ في ۷ وينتهي بي إلى W BABU‏ . هذا AB wah‏ 
هوء Lal‏ » تحويل خطى (من 7 إلى .)W‏ ا اا eee een‏ 
BAI Cel‏ | | ۰ 

لقدتم اختبار ذلك سابقاً من أجل Agi inn‏ حيث التحويل ZU‏ كان التطابق 
(كذلك كان الأمر بالنسبة ل Sin Age‏ ألغت جميع الثوابت) . بالنسبة للدورانات. 
فان ترتيب tne si gph‏ ی المستوي« - + كاملا » وكانم 0 
Oy Opt Laan,‏ . بالنسبة للاسقاط والانعكاس ٠‏ فإن تغيير الترتيب يؤدى إلى 


ملاحظة فنية : لتكوين المصفوفات» نحتاج أساساً لكل من ۷ Wg‏ وكذلك ل ناو 
V‏ . إذا احتفظنا ole VL‏ نفسه VI‏ فإن مصفوفة الضرب تنقل تماماً أساس SU‏ أساس 
W‏ . إذا ميزنا بين التحويل A‏ وبين مصفوفته (التى سنرمز لها ب [4]) فإن قاعدة الضرب 
Y‏ تصبح دقيقة UU‏ : [4118]-[ 48]. لنعيد القول : إن قاعدة ضري المصفوفات 
في الفصل الأول كانت محددة LLE‏ من خلال هذا الشرط» بحيث GAS‏ مع ضرب 
التحويلات الخطية . نصل الآن إلى أمثلة محددة بمصفوفات جديدة . 


١؟"-الاسقاط‏ 
يظهر الشكل (4-Y)‏ مسقط )1,0( على المستقيم 0 إن طول المسقط © =cos‏ ع . 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١‏ 


لاحظ أن نقطة المسقط ليست cles)‏ كما ظننت خطأ؛ هذا المتجه طوله 1 (إنه نتيجة 
الدوران). طول مسقط )1,0( هو » مرة من متجه الوحدة ذاك» أو (e705)‏ بشكل 
مشابه » فإن مسقط )0,1( طوله s‏ ونقطة المسقط هي 3 :, ءء) . ذلك يعطي العمود الثاني 
من مصفوفة الاسقاط . 


Rg PERRI 
هذا التحويل ليس له معكوس‎ OY 6 هذه المصفوفة ليس لها معكوس‎ 
alin سوبي‎ Ane i aT —— 
or a سسب‎ ate ila a 


3 5 

c T +s“) cs ¢ +s°) 
2 31-3 

cs Kk +57) 3 T +s°) | 


Lal Lel مصفوفة الاسقاط تساوي مربعها.‎ .c “+s “= cos O +sin 8 - بالطبع‎ 
. متناظرة‎ 


=f. 


۳- الانعكاس : يبين الشكل )9-1 CV‏ انعكاس )1,0( في المستقيم 6 . إن طول 
المتجه FU!‏ يساوي طول المتجه الأصلي › كما هو الحال بالنسبة للدورانء إلا أن هذين 
التحويلين مختلفان LL‏ هنا يبقى المستقيم 0 مكانه والمستقيم العمود يعكس اتجاهه. 
جميع النقاط تجتاز المرأة. قاعدة الخطية تحدد الباقي . 


\A\‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 
للمصفوفة H‏ هذه خاصة تلفت النظر . إن 1 -” H‏ . انعكاسان متتابعان يعيدان 
إلى الأصل . وهكذا فان الانعكاس يساوي معكوسه | HEH‏ » وهو أمر واضح 
هندسياً ولكنه أقل وضوحاً من المصفوفة . إحدى المعالجات تتم من خلال العلاقة بين 
الانعكاسات والاسقاطات 28-1 =1. هذایعنی أن «Hx +x= 2Px‏ مجموع الصورة مع 
الأصل يساوي مثلي المسقط . إنها تؤكد أن : 
H? =(P -1Y =4P* -4P+1=]‏ 


لان کل اسقاط يحقق „P =P‏ 


شكل .)٠٠-۲(‏ انعكاس حول المستقيم 6 : الهندسة والمصفوفة . 
هذه التحويلات الثلاثة إما أن تترك الأطوال كما هي (الدوران والانعكاس) 
أويقلص الطول (الاسقاط) . هناك تحويلات أخرى يكن أن تزيد الطول» مثل المط 
والقص» نجد ذلك » في التمارين . كل مثال له مصفوفة تمثله-هذا هو المحتوى الرئيسي 
لهذا البند. لكن هناك أسئلة حول اختيار الأساس ونو كد أن المصفوفة تنعلق باختيار 
الأساس. مال ذلك : 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية VAY‏ 


)1( بالنسبة للاسقاط» لنفترض أن متجه الأساس الأول يقع على المستقيم 0 
ances‏ الأساس SL‏ عمودى علية» غندثل agate‏ مضصفوفة الاسقاط إلى 
يدا هذه المصفوفة تتكون كالمعتاد : عمودها الأول ينتج عن متجه الأساس 
الأول (الذي يسقط على نفسه) وعمودها الثانى ينتج عن متجه الأساس الثاني الذي 
يسقط على المتجه الصفري . 
الثاني ينعكس على اتجاهه السالب لينتج العمود H G pall SUSI‏ لاتزال 22-7 


عندما يستخدم الأساس نفسه ل 8 و LP‏ 


)1( بالنسبة للدوران» يكن أن نختار متجهات الوحدة ثانية على المستقيم 9 

وعلى العمود عليه . لكن المصفوفة لتت هذه المستقيمات تدور بزاوية6 و 
Eá 3 1 | fea Les A _|@ a‏ ْ 

ü|: 5 |‏ . السؤال حول اختيار أفضل lel‏ هو سؤال رئيسي وسوف نعود اليه 
الحقيقية تدور . 

نذكر هنا تأثير تغيير الأساس على المصفوفة» بينما يبقى التحويل الخطى كما 
هو . المصفوفة A‏ (أو © أو م أو (H‏ غير iS TAS cod]‏ وهكذا فان تحويلاً ats‏ يمثل 
بمصفوفات مختلفة (من خلال أسس مختلفة تتمثل ب 5) . إن نظرية المتجهات الذاتية 
تؤدى إلى الصيغة TAS‏ 5 وإلى الأساس الأفضل . 


تمارين 


محور ؟ 


الحبر الخطي وتطبيقاته 


ماهي المصفوفة التي تمثل إسقاطاً على محور × متبوعاً بإسقاط على محور 
Vy‏ 

هل جداء 5 انعكاسات و8 دورانات للمستوي -y‏ ينتج دوراناً أم 
انعکاسا؟ 

نتج المصفوفة | © 2| = 4 تمدداً باتجاه × . ارسم الدائرة 1=“ + × 
وارسم حولها النقاط ( cry‏ الناتجة عن نقاط الدائرة بالضرب ب۸. 
ماهو نوع المنحني EU!‏ ؟ 

كل مستقيم يبقى مستقيماً بعد تحويل خطي . إذا كانت > فى منتصف 
الطريق بين × و «. برهن أن 42 تقع في منتصف الطريق بين Ax‏ و Ay‏ 
الصفوفة | © ! | = 4 مصفوفة تؤدي إلى تحويل شق لايؤثر شيئاً في 
محور « . ارسم تأثيرها على محور × وذلك ببيان ماذا يحدث للنقط 
)1,0( , (2,0) , (1,0-)- وإلى ماتحول المحور كله ؟ 

ماهي المصفوفات من النوع 3 × 3 التي تمثل التحويلات : 

E x-y تسقط كل متجه على المستوى‎ )١( 

(0) تعكس كل متجه من خلال المستوى x-y‏ ؟ 

على فراغ كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة وم » ماهي المصفوفة التي 
فثل “4741 ؟ انشىء المصفوفة ذات النوع 4×4 من أجل الأساس 
المعتاد ” ” 1.6 . ماهو فضاؤها الصفرى وماهو فضاء أعمدتها وماذا 
يعني ذلك بلغة كثيرات الحدود ؟ 

من كثيرات الحدود من الدرجة الثالثة إلى كثيرات الحدود من الدرجة 
الرابعة» ماهي المصفوفة التي تمثل pall‏ ب2+3 ؟ تنتج أعمدة المصفوفة 
4 ذات النوع 4 × 5 عن تطبيق هذا التحويل على متجهات القاعدة : 


9 2 ويد ى‎ 
ير‎ =l, x =t, X= Ayal 


تحاف 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۸۹ 


-- ۱۹ حلول المعادلة التفاضلية OSG d uld rau ihh‏ فضاء متجهات OY)‏ 
لاعطاء أساس لهذا الفضاء . 

سا د بالقيم البدائية =x‏ »و duldt=y‏ عند o‏ = 1» ماهو تر كيس متجهى 
الأساس في التمرين ٠٠-٠-۲‏ الذي يحل المعادلة ؟ . يعد هذا التحويل 
من القيم البدائية إلى الحل خطياً؛ ماهي مصفوفته ذات النوع 2 ×2 
(استخدام 0= Vv J LI x = 0y =l, 9x =l,y‏ وأساساً من أجل 
Cw‏ 

„H دك‎ BF و أن مصمو فة الانعكاس‎ al مباشرة من‎ ys ١5١5-1-5 

۱۳-۹-۲ تفرض 4 تحويلاً خطياً من المستوي + إلى ذاته.. برهن أن "4هي Lal‏ 
تحويل خطى (إذا وجد) . إذا كان 4 Mee‏ بالمصفوفة eM‏ فسر SU‏ 
Ms Sek”‏ 

clio (AB 6 ١858-5-5‏ تحويلات خطية ينطلق من متجه ead x‏ متجهاً 
)ع cH‏ وتنتج قاعدة التدرج (OY)‏ تظبيق AB‏ غل . has‏ الى 
(AB)Cx‏ . 
)1( هل ستكون النتيجة ذاتها بتطبيق © ثم B‏ ثم A‏ بصورة منفصلة ؟ 
(Y)‏ هل تكون النتيجة ذاتها بتطبيق BC‏ متبوعاً ب 4 ؟ إذا كان ذلك Op‏ 
الأقواس غير ضرورية وإن القانون التجميعى ) (AB JC =A (BC‏ صحيح 
من أجل التحويلات الخطية . ضم إلى قاعدة الضرب ۲ت هذا البرهان 
الذي هو أفضل برهان لهذا القانون المصفوفي . 

به برهن أن #2قويل phe‏ ذا اة هك ذلك لامعلا الاتقال ين R‏ 
إلى A(R”‏ 

٠١-١-1‏ فضاء المصفوفات من النوع 2*2 يقبل المنجهات الأربعة التالية 
اساسا s‏ 


N 


= 


vA- T-Y 


a4 


Fa} 


كم 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
F 1 HE‏ 0 
0f | or FEF El‏ 0 ’| 0 | 
اعتبر التحويل الخطي هو نقل كل مصفوفة من النوع 2 ×2 وأوجد 
مصفوفته 4 بالنسبة لهذا الأساس ÇA 7-1 ISU.‏ 


أوجدمصفوفة من النوع 4×4 تمشل دورة تباديل : كل 
متجه ( كلب وکر (X‏ يتحول إلى (X33411)‏ ماهو تأثير”4؟ ار أن 


D = 


.A =A" 
أوجد المصفوفة 4 ذات النوع 3 × 4 التي تمثل التغيير اليميني : يتحول‎ 
التغيير‎ id pisane إلى (ود ر ×0). أوجدء أيضاً‎ tat) كل متجه‎ 
(Xa XG) إلى‎ Cy ودر‎ xy) التي حول‎ R? من ۸ إلى‎ B اليساري‎ 

مادا يمثل ا لحداءان 48 و BA‏ ؟ 

لنفرض فى فضاء متجهات كثيرات الحدود من الدرجة ASW)‏ 
jx +a x +‏ 014 = م أن 5المجموعة الحزئية التى تحقق La pols‏ 
dx= 0‏ مم | : تحقق من کون 5 هي فضاء جزئياً وأوجد له أساساً . 
يكون تحويل غير خطي SOG‏ للعكس إذا تحقق الوجود والوحدانية ؛ 
Jos (x =o‏ واحد فعلاً لكل =x? Jul b‏ و apa LE Ff‏ 
OY‏ للمعادلة ab‏ حلين إذا كان ط موجباً ولايوجد لها حل إذا كان 
Shas‏ أى التحويلات التالية (من الأعداد الحقيقية أ۸ إلى الأعداد 
الحقيقية CR!‏ قابل للعكس ؟ ليس خطياً وليس أيضاً (ج) : 

f(x) =x *()‏ « )ب( f (x) =e‏ (ج)1! f(x) x+‏ (د)ء وم - f(x)‏ 
ماهو محور الدوران وزاوية الدوران للتحويل الذي ينقل Eaa)‏ إلى 


( رتت ودر وة) ؟ 


yey 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ١55‏ 


أوجد أساساً لكل من الفضاءات الحزئية من “۸ : 

(أ) المتجهات التي يكون فيها 2a‏ = × 

(ب) المتجهات التى يكون فيها 0 =ږ×+ر ×+ × و 0 کړ+ږ× c‏ 

(ج) الفضاء الجزئي المولد بالمتجهات (2,3,4,5) , (1,2,3,4) , (1,1,1,1)» 
بايجاد أساس e‏ صف فضاء جزئياً ذا بعدين من ۸ لايحوى آي واحد 
من المتجهات الاحداثية : (0,0,1) , (0,1,0) , (1,0,0) . 

صح أم خطأ مع مثال معاكس في حالة الخطأ 

(١)إذا‏ كانت المتجهات ‏ ت,..., × تولد فضاء > SUS‏ فان عدد أبعاد 
S‏ يساوى M‏ 

)1( لايمكن أن يكون تقاطع فضاءين جزئيين من فضاء متجهات . Ue‏ 
(۳) إذا كان x =y OW Ax =Ay‏ 

)£( لفضاء أسطر 4 أساس واحد يكن J padl‏ عليه بجعل 4 ذات JRA‏ 
مدرج . 

)0( إذا كان لمصفوفة مربعة أعمدة مستقلة هل يكون ذلك ل 4. 

ماهو الشكل المدرج U‏ للمصفوفة : 
Of‏ 1 1 2- 1 
i237 2‏ 
ماهو عدد أبعاد كل من الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة ؟ 
أوجد الرتبة والفضاء الصفري لكل من المصفوفات : 

[o E 

A=|0 0 1 


ل £ £ 


به 


jey 


y=] 


اخبر الخطي وتطبيقاته 
العف اساسا لكل من الفضاءات الأربعة الأساسية المرافقة لكل من : 


Gf «ÎI 2 8 8 
1 cel} | 0 l 


42|! | 

ماهو الحل الأكثر عمومية للنظام 2 - مدي , 1= سر برب ؟ 

)1( أنشىء مصفوفة يحوي فضاؤها الصفرى (1,1,2) = × 

(ب) أنشىء مصفوفة يحوي فضاؤها الصفري اليساري (1,5) = y‏ 
(x)‏ انقب + مصفوفة يولد فضاء أعمدتها بالمتجه (1.1.2) وفضاء أسطرها 
بالمتجه (1,5) 

(د) إذا اعطيت أي BH‏ متجهات من RO‏ وأي ثلاثة متجهات من CRS‏ 
هل توجد مصفوفة من النوع 5 × 6 يولد فضاء أعمدتها بالمتجهات الثلاثة 
الأوائل ويولد فضاء أسطرها بالثلاثة الأواخر . 

في فضاء متجهات المصفوفات من النوع 2 × 2. 

(أ) هل مجموعة المصفوفات من الرتبة )١(‏ تكون فضاء جزئياً ؟ 

(ب) ماهو الفضاء الجزئي المولد بمصفوفات المبادلة ؟ 

(ج) ماهو الفضاء الجزئي المولد بالمصفوفات الموجبة (جميع 0< (a j‏ ؟ 
(د) ماهو الفضاء الحزئي المولد بالمصفوفات القابلة للعكس ؟ 

ابتكر فضاء متجهات يحوي جميع التحويلات الخطية من "8 إلى "۸ . 
عليك أن تقرر عليها قاعدة جمع . ماهو عدد أبعاده ؟ 

(أ) أوجد رتبة المصفوفة 4 وأساساً لفضائها الصفرى : 


دا coc‏ 
© نح ت ت 
oct m‏ 
WwW‏ ني oo‏ 
= لح جم © 


8ع ؟ 


E 


1o—* 


فضاءات المتجهات والمعادلات الخطية ۹۲ \ 


(ب) صح أم خطأ : الأسطر الثلاثة الأوائل من U‏ أساس لفضاء أسطر 
. 

الأعمدة 1,3,6 من U‏ أساس لفضاء أعمدة A‏ 

أسطر 4 الأربعة أساس لفضاء أسطر 4. 

)>( أوجد أكبر عدد تمكن من المتجهات المستقلة b‏ بحيث يكون للنظام 
Ax =b‏ حل . 

(د) في الحذف Ao‏ ماهو مضاعف السطر الثالث الذي يطرح ليعطل 
عمل السطر الرابع ؟ 

إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع )1- X (n‏ ورتيتها ۸-2 ماهو ote‏ أبعاد 
فضائها الصفرى؟ 

استخدم حذفاً لايجاد العاملين المثلثيين LU‏ = 4 إذا كان : 


a 


Ja 

II 

© A 
هه هم‎ Fa 
م‎ 5 SS 


5 ي دن من 


a 


ماهى الشروط التى تفرض على الأعداد a,b,c‏ لتكون الأعمدة مستقلة 
هل تصلح المتجهات tR ukaa., 2,3,6) OA‏ 

أوجد أمثلة من المصفوفات بحيث يكون عدد حلول =b‏ مل هو : 
(١0)1أو‏ 1 يتغلق bo‏ 

8 غير متعلق ب‎  )۲( 

(۳) 0 أو © متعلق ba‏ 

)£( | دون النظر في 6. 

في التمرين السابق» كيف ترتبط بکل من Ym gn‏ 


۰-۲ 


1-5 


ر۵ 


Á 


ال حبر الخطي وتطسيقاته 


إذا كان × متجهاً من "8 و 72-0 لكل cy‏ برهن أن 0= ×. 

إذا كانت 4 مصفوفة من النوع Xn‏ بحيث يكون 5-4 4 ورتبة 4 تساوي 
on‏ برهن أن 4-7 . 

ماهو الفضاء الجزئي من فضاء المصفوفات من النوع 633 المولد 
بالمصفوفات الأولية ل حيث pole‏ القطر وحدان ومالايزيد عن عنصر 
واحد غير صفري نحت القطر؟ 

ماهو ote‏ مصفوفات المبادلة من النوع 5 × 5 ؟ هل هي مستقلة خطياً ؟ 
هل تولد فضاء جميع المصفوفات من النوع 5 × 5 ؟ ليس من الضروري 
كتابتها كلها . 

ما رتبة المصفوفة ذات النوع n‏ × ”التي جميع عناصرها وحدان ؟ BL‏ 
تقول عن مصفوفة رقعة الداما حيث 0 a=‏ عندما يكون itj‏ شفعاً و a=‏ 
sy Ff Og Lvs I‏ ا ؟ 


[20531 Di 
؟‎ A=|0000 و‎ b=|b 
2401 "i 


tm gl ()‏ اساسا للفضاء الصفرى ل 4 . 

)>( اوسا الحل العام للنظام Ar = b‏ عندما يوجد حل . 

Aidat Lad اوك اساسا‎ )8( 

Ca’ as, ماهي‎ (a) 

كيف يمكنك تكوين مصفوفة تحول المتجهات الاحداثية lepeze‏ 
BIH ol gee‏ المعطاة ديد ؟ فى SS‏ هلم الصفوقة UL‏ 
Kall‏ ¢ 


= 


م 


YY-Y 


YA-Y 


¥4-Y 


e 


إذا كانت eez ez‏ واقعة في فضاء أعمدة مصفوفة من النوع 5 ×3 » هل 
لهذه المصفوفة معكوس يساري ؟ هل لها معكوس يميني ؟ 

افرض أن 7 هى التحويل الخطي على ”۸# الذي ينقل كل نقطة («,«,») إلى 
(uty +w,u +, )‏ صف ماذا تفعل المصفوفة ! 7 بالنقطة (yz)‏ . 

صح أم خطأ : 

(أ) كل فضاء جزئي من RY‏ هو فضاء صفرى لمصفوفة ما. 

(ب) إذا كان للمصفوفة 4 فضاء 47 الصفري نفسه» فإنه يجب أن تكون 
4 مربعة . 

(ج) التحويل الذي ينقل + إلى meth‏ تحويل خطي (من ' 8 إلى CRE‏ 
أوجد أساساً لكل من المصفوفات الاساسية الأربعة للمصفوفتين : 


(أ) إذا كانت أسطر 4 مستقلة خطياً A)‏ من النوع (m xn‏ فان رتبتهاهي 
sas paola...‏ . و الثشياء اقرع الا سر يهو .. . : 
(ب) إذا كانت 4 من النوع 10 8 وكان الفضاء الصفري ذا بعدين, 
برهن أن ط = ×4 LG‏ للحل لكل 5. 

صف التحويل الخطي لمستوي -y‏ × المنسوب إلى الأساس المعتاد , (1,0) 
(0,1) والممثل بالمصفوفة : 


veli ل‎ «88| 


الصفري ل A‏ 


١141 


١١-5١ 
0-7 


8م 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
(ب) برهن أيضاً أن فضاء أعمدة “4 محتوى في فضاء A bles!‏ 
متى Gat‏ المصفوفة A‏ ذات الرتبة المساوية للواحد. 42-0 ؟ 
a> sl (1)‏ اساسا للشياء متجهات ؟۸ التي BE‏ 
tres‏ ل حي + 2X) X=‏ 
(ب) أوجد مصفوفة بحيث يكون هذا الفضاء الجزئي فضاءً صفرياً لها . 
(ج) أوجد مصفوفة بحيث يكون هذا الفضاء الجزئي فضاء أعمدتها . 
نفرض أن المصفوفات الواقعة في 11 = ۲۸ هي : 


oigo O0 0 1 Be 
10002 1 4 2127 
|0 0 0 1] 4 2 9 1 4 
001 002 4 5 1غ‎ 3 
1 00 0||2 -1 4 2 1 
01 00١0 O La كه‎ 
TILTON BD YB ف‎ 
231 0110 0 00 80 


(Í)‏ ماهي رتبة 4؟ 

(ب) ماهو فضاء أسطر CA‏ 

(ج) صح آم خطأ : الأسطر 1,2,3 من 4 مستقلة خطياً. 
)>( ماهو أساس فضاء أعمدة CA‏ 

(ه) ماهو عدد أبعاد الفضاء الصفرى الأيسر ل 4 ؟ 
(د) ماهو الحل العام للنظام 0 = م ؟ 


CP رس‎ 


1-1 المتجهات المتعامدة والفضاءات الحزئية القائمة 

لقد تعرفنا في الفصل السابق على الأساس . جبرياًء إنه مجموعة من 
ol gel‏ المستقلة التى تولد الفضاء . هندسياًء إنه مجموعة من محاور الاحداثيات . 
GS‏ فضاء متجهات بصورة مستقلة عن المحاور . إلا أنني في كل مرة ألجأ إلى 
المستوى -y‏ أو إلى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة أو”# حيث المحاور ظاهرة . علاوة 
على ذلك لقد استخدمت هذه المحاور متعامدة ! كما أن ا محاور الاحداثية التي أنشأها 
Kall‏ كلها #عطداء متعاملة . lode‏ نختار أساساً نحاول اختيار أساس متعامد . 

إذا كانت فكرة الأساس إحدى أسس الجحبر الخطىي» فان فكرة جعلها متعامدة 
ليست متخلفة كثيراً عنها . نحتاج إلى أساس لتحويل الهندسة إلى حسابات جبرية . 
ونحتاج إلى أساس متعامد لجعل هذه الحسابات سهلة . هناك » أيضاً » تخصيص 
اضافي»› وهو الذى يجعل الأساس قريباً من الأمثل : سيكون للمتجهات طول يساوي 
الواحد. يمكن لذلك أن ينهي الموضوع ولكن لنكوّن الأساس» نحتاج إلى معرفة : 

)1( طول المتجه 

¢ alge! تعامت‎ Les! (Y) 

)1( كيف O45‏ متجهات متعامدة من متجهات مستقلة خطياً. فوق ذلك»: 
يجب أن ندخل الفضاءات الجزئية فى الصورة . متها Ol Loa!‏ كو ن Balers‏ 


1۹۷ 


۱۹۸ الجير الخطي وتطبيقاته 

سنكتشف شيئاً جميلاً وبسيطاً ومن البهجة معرفته» وهو أن كل واحد من الفضاءات 
ا جزءية الأساسية متعامد مع فضاء آخر منها . إنها متعامدة مثنى » اثنان فى R”‏ واثنان 
في "۸ إن ذلك يتم النظرية الأساسية للجبر الخطى . 


(a) (b) 


. طول متيجه من القضاء الثنائي البعد والثلاثي‎ (1-1) JX 


الخطوة الأولى هي إيجاد طول متجه . يمثل بالرمز ||×|| وهو في الفضاء ذي 
البعدين طول وتر مثلث قائم (شكل ٠-۳‏ 1) . قد أعطي مربع الطول منذ زمن طويل 
من قبل فيثاغو ر س ١ | x||7=x,74x5° Pythagoras‏ 

فى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة » المتجه (وتررد »)=× هو قطر متوازي مستطيلات 
I“)‏ ب). ينتج طوله عن تطبيق نظرية فيثاغورس مرتين . فى المرة الأولى . أعطانا 
الفضاء ذا البعدين القطر 0,رد,») - 04 الذي يقع في القاعدة ويحقق 
0A =x, +x‏ . إنه يصنع زاوية قائمة مع الضلع الرأسي (الشاقولي)(,0,0): لذاء 
يمكننا تطبيق نظرية فيثاغورس من جديد (في مستوي AB‏ و (0A‏ طول الوتر في المثلث 
8 هوالطول [fal]‏ الذي نريده وهو معطى بالعلاقة : 


|? = 0A? + AB’ 


|x =x] وج‎ +15 


يمكن تعميم ذلك على متجه ذي ۸ بعداً pale x = (Xjre Xy)‏ 60 . الطول | |x‏ 


١68 التعامد‎ 


لتجه من R"‏ هو ا جذر التربيعي ا موجب للعدد : 


)\( 
iG‏ ذلك Gn‏ رة ipa‏ يضاف في كل خطرة 
بعد جديد 3 aa‏ مجموع المربعات مع الحداء cx’ x‏ لذاء طول )1,2,3(= x‏ يساوي 

4 /اويحقق : 


| 1 
x*x=/1 2 af |» 
3 


لنفترض أن لدينا متجهين Ky‏ (شکل 7-7). كيف يمكننا أن نقرر ما إذا كانا 
متعامدين أو غير ذلك ؟ بقول آخر ماهو معيار التعامد ؟ يمكن الاجابة عن هذا السؤال 
في المستوي ذي البعدين» من قبل علم المثلثات . نحتاج إلى تعميم ذلك على R‏ 
ومع US‏ سنبقى في المستوي المولد ب ر×. داخل هذاالمستوى› يكون x‏ متعامدا مع y‏ 
إذا أمكنهما تكوين مثلث قائم ويمكننا استخدام قانون فیثاغورس معیاراً : يكون م 
متعامدين إذا كان : 


X,Y X -Y الت المستوي بأضلاعه‎ (Y-F شكل(‎ 


(Y) x |? + [ly |‏ 
بتطبيق القانون »)١(‏ يأخذ هذا الشرط الصورة : 


2 2 
* = x-y I. 


ee‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


2 ail 2 2 | 
Xi toata, Hyt odg |e EE + ...+ X 


= 


A E er 2 
n Ya }+( Y} + ar Je i 


يختصر جزء من الطرف الاين مع الطرف الأيسر الذي ينشر كمايلى : 
+x) -2 (x,y | HP xe + Xn a) + (yj cas + ya).‏ رج (xi E‏ 


تتحقق المساواة (Y)‏ عندما يكون مجموع الجداءات المتصالبة مساوياً الصفر : يكون × 
ولا متعامدين إذا كان : 


(Y) 
وهو حاصل ضرب مه فوفة من النوع‎ x y لاحظ أن هذا المقدار هو بالة لضبط‎ 
: (y (مصفوفة العمود‎ n X] بمصموفة من النوع‎ (x (مصفو فة السطر‎ 1 Xn 
(£) 0 K 


5 8 +... F Xan - 


إذا استخدمنا رمز التجميع فان ماسبق يأخذ الصورة :×< . (وهو أيضاً×"ر). 
يظهر هذا التركيب في كل دراسة في كل هندسة ذات ١‏ بعداً . يدعى هذا المقدار» في 
بعض الأحيان» الجداء العددي للمتجهين ويمثل بالرمز ر» أو( ر») ولكننا نفضل تسميته 
الجداء الداخلي والمحافظة على الرمز ر» : 


FY‏ المقدار x7y‏ هو الجذاء الداخلى للمتجه Sx‏ المتجه رمن R”‏ إنهيساوق 
الصفر إذا وإذا فقط كان ر متعامدين . 


مشهو م الطول ¢ a elit‏ تسطان بالعلاقة xX = x; AP vara: T fa = Lx?‏ المتحه 


الصفري هو المتجه الوحيد الذي طوله يساوي الصفر -بقول آخرء هو المتجه الوحيد 
المتعامد مع نفسه -إنه صفر المتجهات . المنجه 0 = × متعامد مع أي متجه من الفضاء "۸ . 


Yed التعامد‎ 


JUa‏ . (1-.2,2)- × متعامد مع (1,2,2-)-2. طول كل منهما يساوي 
V44441 - 3‏ 

يقوس JES‏ لتالي يات غير المتعامدة ؛ سي الجداء او × زاوية 
Ter‏ ة متجهين متعامدي: cos@=0‏ . سشقى فى هدا Pa we‏ القائمة. 
وسيكون هدفنا فهم الفضاءات الحزئية الأساسية الأربعة والخاصة التي سنراها بعد 


دلك هي التعامد . 

نلاحظ أولاء أن هناك ارتباطاً بسيط أ بين الاستقلال الخطي والتعامد . إذاكانت 
ا متجهات غير الصفرية ,۷ ٠ wee‏ متعامدة مثنى (كل متجه متعامد مع أي متجه آخر) 
فانها مستقلة Les‏ 


البرهان لنفرض 001 j=‏ ا ry‏ . لكي نبرهن, أن على المعامل ,ع » Wac‏ 

أن يكون مساوياً الصفرء OSS‏ الجداء الداخلى لطرفي هذه العلاقة بالمتجه 7 : 
H (civi + ... + Ckv) =v 0=0.‏ )0( 

لما كانت المتجهات y‏ متعامدة مثنى ع فانه لايبقى في المعادلة )0( سوى حد واحد. 
Conse viv, = 0‏ فر ضنا أن المتجهات غير صفريةء 4006 ov),‏ وبذلك نحد أن 
0 -ر». هذا الأمر صحيح من أجل أي » لذاء فالتركيب الوحيد المساوي للصفر هو 
التركيب التافه حيث كل 0 - » . أي أن المتجهات مستقلة خطياً . 

إن أهم متجهات متعامدة مثنى هي مجموعة المتجهات الاحداثية ,,©.....,© في 
"۸. إنها أعمدة مصفوفة الوحدة وهى تكوّن أبسط أساس للفضاء "8. إنها متجهات 
وحدة طول كل واحد متها != ||| . إنها تشير إلى اتجاهات محاور الاحداثيات . إذا 
دار هذا النظام من المتجهات. فانه ينتح عن ذلك اساسن نظامي متعامد جديد وهو 
نظام جديد من متجهات الوحدة المتعامدة مثنى . فى المستوي. يعطى هذا الدوران : ١‏ 


vı = ,0560ت)‎ sin 8), v, =(- sin, cos 0). 


we Va = 0 وللتعامد‎ ) vi V7 = levy Vi= 1) يعطى ذلك مثالا آخر للطول‎ 


yet‏ !4 الخطي وتطبيقاته 
الفضاءات 541 25 المتعامدة 

نصل الآن إلى تعامد فضاءين جزئيين . يتطلب ذلك أن يكون كل متجه من 
فضاء جزئي متعامد مع أي متجه من الآخر . فى الفضاء ذى الأبعاد الثلاثة المعتاد. 
ثل الفضاءات الجزئية بمستقيمات أو بمستويات مارة من نقطة الأصل. وفى الحالتين 
القصويين » بنقطة الأصل نفسها أو بالفضاء الكلى . يمكن أن يكون عدد أبعاد الفضاءات 
الجزئية 0,1.2,3. الفضاء الجزئي FOF‏ متعامد مع كل فضاء جزئي . يكن لمستقيم أن 
يكون متعامداً مع مستقيم آخر أو مع مستو ولكن SLEY‏ ستو أن يكون متعامداً مع 
O aa‏ الفضاء الكلي R?‏ متعامد مع }0{ d‏ في فضاءات من السعة en‏ 
التعريف الأساسي للتعامد هو مايلي : 


v إنهما متعامدان إذا كان كل متجه‎ R" نقول عن فضاءين جزئيين ۷,۷ من‎ wT 
. vw س “ر لكل‎ - 0 i W من‎ W من ۷ متعامد مع كل متجه‎ 


مثال- لنفرض أن ۷ هو المستوي المولد بالمتجهين (1,1,0,0)=ر» و v,=(1,0,0,0)‏ وأن 
W‏ هو المستقيم المولد بالمتجه )0,0,4,5(= oile . w‏ «متعامد مع كل من ر« فان المستقيم 
W‏ متعامد مع الملستوي ۷ كاملا . 
في هذه UU‏ حيث الفضاءان الجزئيان من بعد وبعدين في RY‏ سيكون 
هناك مكان لفضاء جزئي ثالث . إنه المستقيم 1 الذي يحمل المتجه )4-,0,0,5(= z‏ 
والمتعامد مع ۷و۷ . مجموع هذه الأبعاد2+1+1-4» ولايوجد متجه. سوى المتجه 
الصفري »متعامد مع كل من V,W,L‏ 


)١(‏ نقبل أن الحائط الأمامى والحائط الجانبى فى غرفة مستويان متعامدان من ۸3 . لكنهماء 
وفق تعريقناء عير متعامدين لأنه يمكن ايجاد مستقيمين «, ۷ فى هذين الحائطين › قلي 


التعامد 1 


لنبرر الآن اهتمامنا بمفهوم التعامد. أهمية هذه الأشياء أنها لاتأتى عرضاً بل 
gb‏ زوجاً في كل مرة. في الحقيقة؛ الفضاءات الجزئية المتعامدة أمر لامفر منه . إنها 
الفضاءات ا جزئية الأساسية ! هناك أربع فضاءات جزئية وتظهر مثنى . 

الزوج الأول هو الفضاء الصفري وفضاء الأسطر . إنهما فضاءان من "۸- 
للأسطر « مركبة لذاء فهي متجهات ×4. علينا أن نبرهن» باستخدام المعادلة 0 - Ax‏ 
فقط أن أسطر A‏ متعامدة مع ا متجه ×. 

Y‏ ج فضاء الأسطر متعامد مع الفضاء الصفري (في (R"‏ وفضاء الأعمدة متعامد 
مع الفضاء الصفري الأيسر (في ”۸). 

البرهان الأول . لنفرض × متجهاً فى الفضاء الصغري . لذا 0 -ج4ء» ويمكن 
كتابة هذا النظام ذي ال m‏ معادلة بصورة أكثر وضوحا. 

(1) 
w Ta lay) Ta 
deal هم‎ Ta wlad 


m سطر‎ ves Xn 0 


النقطة الأساسية واقعة مسبقاً في المعادلة الأولى : السطر الأول متعامد مع x‏ 
إذ أن جداءهما الداخلى يساوي الصفر ؛ هذه هي المعادلة . تذكر المعادلة الثانية الشيء 
ذاته من أجل السطر الثاني . بسبب وجود الأصفار في الطرف الأيمن» يكون x‏ متعامداً 
مع كل سطر LU.‏ فانه متعامد مع كل تركيب للأسطر . كل × من الفضاء الصفري 
متعامد مع كل متجه من فضاء الأسطر لذاء فان BAT‏ ل MAY‏ 

الفضاءان الجزئيان المتعامدان الآخران ينتجان عن 0= Ay‏ أو 0 - yA‏ : 

(۷) 


1 
yA=lyy .-. Ym 


م ت س ج 3 5 = 
م © مم os GCG‏ = 


Yak‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

المتجه y‏ متعامد مع كل عمود. تبين المعادلة ذلك بسبب أصفار الطرف الأيمن . 
لذاء فان y‏ متعامد مع كل تركيب للأعمدة. إنه متعامد مع فضاء الأعمدة وإنه متجه 
نموذجي من الفضاء الصفري اليساري: A AVL A (A)‏ إن ذلك PU‏ 
تمامأللنصف الأول من النظرية وذلك بتعويض 4 ب AT‏ 

البرهان الثاني نريد أن نحقق النتيجة ذاتها بطريقة خالية من الاحداثيات . سيفيد 
التباين بين هذين البرهانين القارىء Lace‏ فيعطيه مثالاً خاصاً لبرهان مجرد مقابل 
برهان مشخص . إننى متأكد أن هذا البرهان سيكون أشد وضوحاً وأشد رسو Le‏ 

لنفرض أن × متجه من الفضاء الصفري و« متجه من فضاء الأسطر . لذا0 = ×۸ 
و :4 - « من أجل متجه محدد:. (المتجه « تركيب للأسطر لأنه واقع في فضاء 
الأسطر). سطر واحد يكفي لبرهان كونهما متعامدين : 


(A) y'x=(A'z)'x=z Ax =z 0=0. 


مثال لنفرض أن 4 مصفوفة رتبتها تساوى الواحد» لذاء فإن فضاء أسطرها وفضاء 


الأسطر مضاعفات (1,3) . يحوي الفضاء الصفري المتجه (3,1-) وهو متعامد مع 
الأسطر . فعلاً الفضاء الصفري هو LUE‏ المستقيم العمودي على ۸» وهو يحقق : 


fa ala 4 =0. 


5 [2 6 5 3 9 || 


X | 
Ay 
J 


Xə 


Xa 


بالمقابل » يقع الزوج SV‏ من الفضاءات الجزئية فى 87 وهما : فضاء الأعمدة 
وهو مستقيم يحمل المتجه (1,2,3) والفضاء الصفري اليساري مستوي . بيجب أن يكون 
المستوي العمودي 0= وبرة+ربر2+,نر. هذا CL c pa‏ محتوى 74-0 . 


التعامد 1.8 


نلاحظ أن مجموع أبعاد الزوج الأول هو 1+1=2 في الفضاء ”۸ . ومجموع 
أبعاد الزوج الثاني (مستقيم ومستو) هو 1+2-3 في الفضاء ۸. بصورة عامة مجموع 
عدد أبعاد فضاء الأسطر وعدد أبعاد الفضاء الصفرى هو ۸=( -r‏ )+ 7 . يحقق الزوج 
الثاني العلاقة -r) =m‏ :)+ . هناك شىء آخر أكثر من التعامد قد ظهر وأطلب منك 
الصبر من أجل نقطة اضافية . 

من المؤكد أن الفضاء الصفري متعامد مع فضاء الأسطر_لكن ذلك ليس الحقيقة 
كاملة . MA)‏ لايحوى فقط بعض المتجهات العمودية على فضاء الأسطر بل يحوي 
كل هذه ا متجهات . يتكون الفضاء الصفري من جميع حلول 0= ×۸ . 


تعريف إذا أعطينا فضاء جزئياً ۷ من OR‏ فان فضاء جميع متجهات R"‏ المتعامدة 
مع ۷» يدعى ال متمم ا متعامد ل V‏ ويثل بالرمز ~~ V‏ (يلفظ متعامد ۷). 


إذا استخدمنا هذا المصطلح فان الفضاء الصفري (A)‏ متمم متعامد لفضاء 
الأسطر ا MA‏ والعکس صحيح : يحوي فضاء الأسطر جميع متجهات 
"۴ المتعامدة مع الفضاء الصفري . إن هذا الأمر لايتضح بصورة كافية من طريق الانشاء 
لأنه عند حل المعادلة 0 = ×4 ننطلق من فضاء الأسطر لنجد كل + متعامد مع هذا 
الفقباء؟ be cl‏ أن goed‏ ل إلى SLA LEY‏ , لتفر قى أن مھا paz‏ مامد 
مع الفضاء الصفري ولكنه لايقع في فضاء الأسطر . إذا ما أضفناج كسطر اضافي 
للمصفوفة 4 فان ذلك قد يوسع في فضاء الأسطر دون أن يغير شيئاً في الفضاء 
الصفري . لكننا نعلم أنه يوجد قانون ثابت . r+n-r)=n‏ أو : 
عدد أبعاد (فضاء الأسطر)+ عدد أبعاد (الفضاءالصفري)- عدد الأعمدة 
ofle‏ هذين العددين الأخيرين لم يتغيرا عندما أضفنا السطر الجديد فانه من 
المستحيل أن يتغير الأول . نستنتج أن كل متجه متعامد مع الفضاء الصفري واقع مسبقاً 
في فضاء الأسطر PADASAN‏ . 


كل الجبر الخطي وتطبيقاته 

إذا طبقنا هذه المحاكمة ذاتها على /4 فاننا نحصل على النتيجة المرافقة : 
الفضاء الصفري الأيسر MA)‏ وفضاء الأعمدة [SF (A)‏ منهما متمم متعامد للآخر 
في ”8 . وهذا ينهي النصف الثاني من النظرية الأساسية في الجبر الخطي . يعطي النصف 
الأول عدد أبعاد كل من الفضاءات الجزئية الأربعة» متضمناً الحقيقة التي تقول إن رتبة 
الأسطر = Bee WAS)‏ لقد أصبحنا الآن نعلم أن هذه الفضاءات ليس كل اثنين منها 
متعامدين c‏ فقط » بل إنهما متتامان متعامدان . 


۳ د النظرية الأساسية في الجبر الخطي» الجزء ۲ 
الفضاء الصفري هو المتمم المتعامد لفضاء الأسطر في "۸. 
الفضاء الصفري الأيسر هو المتمم المتعامد لفضاء الأعمدة في "8 . 


نعيد» هاتان القضيتان قابلتان للعكس . يحوي فضاء الأسطر كل متجه متعامد 
مع الفضاء الصفري . ويحوي فضاء الأعمدة كل متجه متعامد مع الفضاء الصفري 
| إن ذلك حكم صحيح محتوى فى وسط الكتاب» لكنه يقرر  LL‏ أي نظام 
معادلات قابل للحل ! بالنظر مباشرة» نلاحظ أن Ar=b‏ يتطلب أن يقع b‏ في فضاء 
الأعمدة. وإذا نظرنا بصورة غير مباشرة» نجد أن ذلك يتطلب أن يكون b‏ متعامداً مع 
الفضاء الصفرى الأيسر. 


هتكون المعادلة Ar =b‏ قابلة للحل إذا وإذاء فقط. كان0- b'y‏ متى 
كان 0= Ay‏ 


العرض المباشر هو «يجب أن يكون ط تر كيباً للأعمدة) . العرض غير المباشر bY»‏ 
متعامد مع كل متجه متعامد مع الأعمدة». لايمكن اعتبار ذلك تحسيناً (ليوضع في 
وسط السطر). لكن» إذا وجد كثير من الأعمدة ومتجه أو متجهان فقط متعامدان 


Yav التعامد‎ 


معهاء فمن السهل جداً التحقق من الشرط أو الشرطين 0 - رم . هناك مثال سهل فى 
البند(0-7) هو قانون كريتشوف في التوتر. يعد اختبارالصفر حول عروة أسهل بكثير 


من التعرف على تراكيب الأعمدة . 
مثال : مجموع الأطراف اليمنى في المعادلات التالية يساوي الصفر : 
Xi -X2 =b]‏ 4 || 0 1- 1 
Xs - X3 = 82‏ او | L a1 | A2 |= b+»‏ 0 
bs | X3-X, =b;‏ ود ||[ 1 0 1ا 


تكون هذه المعادلات قابلة للحل إذا وفقط إذا كان مجموع الأطراف اليمنى 
يساوي الصفر . كما أن التحقق من كون 0 -روط+رطم+رة- الأمر الذي يجعل b‏ متعامداً 
مع (1,1.1) = «الواقع في الفضاء الصفري a‏ أسهل من التحقق من كون م تركيباً 
خطياً في الأعمدة . وفق النظرية الأساسية» إنها الشيء ذاته . 


المصفوفة والفضاء الجزئي 

نريد أن نؤكد أنه يکن VI‏ و ۷ أن يکونا متعامدين دون أن يكونا متتامين. 
عندما يكونا صغيري السعة الى اس ع id ait,‏ 
المو لد بالمتجه )0,0,1( + ولكن في » فضاء دې GW‏ اسار 2 W‏ . كما أن المتمم 
العمودى ل ۷ ذو بعدين . الست P pety‏ عار By‏ جرد متة... [3] كانتت abe‏ 
مثا op (Aad‏ الفضاء الجزئى العمودي هوء بالضرورة: متعم عمودي. كان هذا سال 
فضاء الأسطر مع الفضاء الصفري› ويمكن البرهان بصورة عامة : 

إذا كان 7ح لاا فإن  V=W_‏ 
tye at ot «=‏ = يدع - 3 ng: MESI‏ معا 
بقول |> TV =V‏ ر د ۷ و W‏ متالائمة› وج 1 ء إلى جزئين م cpt‏ 
شكل (Y-Y)‏ 

عندما يقسم الفضاء إلى جزأين متعامدين » فان ذلك يعني أن ذلك يجري على 
كل متجه : xavtw‏ المتجه :: هو المسقط على الفضاء الحزئى ۷. المركبة العمودية 


۸ الجبر الخطى وتطبيقاته 
«هي مسقط x‏ على 7 . البند التالي يبين كيف نجد هذين المسقطين؛ نريد هنا 
استخدامهما. إن ذلك يؤدي إلى شكل» من المحتمل» أن يكون أكثر أشكال الكتاب 
أهمية (شكل 5-7 ) . 

يلخص الشكل CET)‏ النظرية الأساسية في الجبر الخطي . إنه يوضح التأثير 
الصحيح لمصفوفة ‏ ماذا يحدث تحت المظهر السطحي للضرب Ar‏ أحد جزأي 


شكل( 7-7). المتممان العموديان فى ۸ . 

النظرية يعين عدد أبعاد الفضاءات الجزئية . النقطة الأساسية هي أن لفضاء 
الأسطر ولفضاء الأعمدة السعة ذاتها ١‏ (الرتبة). نعرف الآن » أيضاً » توجيه كل من 
الفضاءات الأربعة : فضاءان OLS ja‏ متتامان ومتعامدان في " # والآخران في " #- 
الفضاء الصفري ينقل إلى صفر المتجهات . و لايوجد شيء ينقل إلى الفضاء الصفري 
الاش . التأثير الحقيقى هو بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة. ونك أذترى ذلك 
بالنظر في متجه نغوذجي oe‏ إن له «مركبة من فضاء الأسطر ٠»‏ و «مركبة من الفضاء 
x =×, +×, 66 eral‏ عندما a)‏ ب 4 غد +Ax,‏ ننفت عق . 

مركبة الفضاء الصفري نفضي إلى الصفر 0 = Ax,‏ 


التعامد اك 


مر كبة فضاء الأسطر تفضى إلى فضاء الأعمدة Ax, =Ax‏ 
طبعاً » كل شىء ينتهى إلى فضاء الأعمدة ‏ لايمكن للمصفوفةأن تعمل أي شىء غير 


ذلك ويبين الشكل ماذايحدث' . 


: > Ax, = Ayr 


2 بر‎ Ar 


left 
nullspace 


ANAT)‏ ؛ 


T Ax, =) 


شكل )٤-۳(‏ تأثير المصفوفة ه . 

۳ و التطبيق من فضاء الأسطر إلى فضاء الأعمدة هو» فعلا » قابل للعكس . كل 
متجه b‏ من فضاء الأعمدة يأتى من متجه واحد وواحد فقط ,امن فضاء الأسطر . 

البرهان إذا كان ط من فضاء الأعمدة» فإنه التركيب ×4 للأعمدة . Mad‏ إنه (Ax,‏ 
حيث ,× واقع في فضاء الأسطرء OY‏ مركبة الفضاء الصفري تعطي 0 = Ax,‏ إذا 
أعطى متجه آخر ,× » من فضاء الأسطرء (Ax =b‏ فسيكون 0= ط -ط = A (Xx)‏ 
يضع ذلك ,'×-,× في الفضاء الصفرى وفضاء الأسطر cles‏ الأمر الذي يجعله متعامداً 
مع نفسه . لذا » فإنه الصفر وبالتالي ,×= x,‏ بالضبط . انتقل متجه واحد من الفضاء 
الصفري إلى 5. 


)1( ماكنت أعرف Lie‏ كيف يمكن رسم فضائين جزئيين متعامدين عدد ابعادهما : و 2-6 . إذا 


عرفت هذه الأبعاد والتعامد» فلا نتابع الشكل )٤ - FY‏ كي لايختلط عليك الأمر . 


‘ier‏ الجبر ا لخطي وتطبيقاته 


كل مصفوفة تحول فضاء أسطرها إلى فضاء أعمدتها . 
على هذين الفضاءين اللذين عدد أبعادهما:» تكون المصفوفة A‏ قابلة 
للعكس . وعلى فضائها الصفري» تقوم المصفوفة 4 بدور المصفوفة الصفرية . يكن 
رؤية ذلك بسهولة عندما تكون A‏ قطرية ! فالمصفوفة الحزئية ئية التى يتكون 
قطرها من العناصرغير الصفرية (عددهاء) قابلة للعكس . نعلم الآن أن 
هذه الفكرة صحيحة دوماً. إضافة إلى ذلك. فإن 47 تعمل فى الاتجاه المعاكس » من R‏ 
Sle ge”‏ "۸ ومن Jal « bb b. BAT), Sle ye) (A)‏ لے کیا * 
بحرك القضاءات بشكل مضبوط ولكن لين del 955 y gees MUS‏ لجات 
هذا الفخر يخص 4 إذا كانت موجودة- وهي تكون موجودة فقط إذا كان ram =n‏ 
وإلا فانني أطلب إليها أن تعيد فضاء صفرياً كاملاً خالياً من المتجه الصفري »الأمر 
الذي لاتوجد مصفوفة قادرة على عمله. 
عندما يتعثر وجود AT‏ يمكنك أن AZ‏ بديلاً Legh‏ إنه يدعى ا معكوس الكاذب 
الذى يمثل بالرمز A*‏ . إنه يعكس A‏ عندما يكون ذلك LSE‏ : ×= ×44 حيث من فضاء 
الأسطر . لايوجد شىء يكن عمله على الفضاء الصفري الأيسر : 0= ر 4. لذاء 
فان ' 4 تعكس A‏ عندما تكون ALG‏ للعكس › وکس اک پاق خد 
الحساب بواحد من آهم تحاليل المصفوفات -تحليل القيمة الشاذة ‏ نحتاج من أجل ذلك 
أن نتعرف على القيم الذاتية . 


ارين 


۱-۱-۳ أوجد طول كل من (1,4,0,2) = × و (2,1,3-.2) = «وجداء‌هما الداخلى . 
۲-١-۳‏ أوجد مثالا من ۸ لمتجهات مستقلة خطياً وغير متعامدة فيما lgu‏ أعط 
Vr Lai‏ لتجهات متعامدة Lad‏ بيتها ولكتها غير مستقلة. 

٠-١-۳‏ انسجاماً مع الهندسة التحليلية» يكون مستقيمان من المستوى متعامدين 


دااع 


1 


التعامد ۲۹۹ 


إذا كان جداء ميليهما يساوي Gb .١-‏ ذلك على المتجهين 
=O) × = XX)‏ نز علماً أن ميليهما هما ×× , رو« لنحصل من 
te‏ على شرط التعامة0- بر . 

كيف تعرف أن السطر : من مصفوفة ALG‏ للعكس B‏ متعامد مع العمود ز 
يه Bo‏ إذا كان زب ؟ 


عين المتجهين المتعامدين بين المتجهات : 


1 

_|-1 |, 

, Va = | 
-[ 


في 83 » أوجد جميع المتجهات العمودية على )1,1,1( و (1,0-,1). 
استنتح من هذه المتجهات نظام متجهات وحدة متعامدة فيما 
بينها (مجموعة متعامدة ‏ نظامية) فى RY‏ 

أوجد متجهاً x‏ متعامداً مع فضاء الأسطر ومتجهاً « متعامداً مع فضاء 
الأعمدة للمصفوفة 


1 


V] =m 5 V4 — 


-2 
| 


D b O b 


إذا WOLS‏ و ۷ فضائين جزئيين متعامدين » برهن أن المتجه الوحيد المشترك 
بينهما هو المتجه الصفرى : [0! W=‏ ۷۸ . 

أوجد المتمم المتعامد للمستوي المولد بالمتجهين (1,2,3) و )1,1,2( » وذلك 
بأن تعتبر هذين المتجهين سطرى مصفوفة 4 وتحل النظام 0= Ax‏ . تذكر 
أن المتمم مستقيم كامل . 

كون نظام معادلات متجانسة بثلاثة مجاهيل بحيث يكون حلها تراكيب 
خطية للمتجهين الواردين في التمرين السابق . إن هذا التمرين عكس 


TY 


۱۱-1-۲ 


١ 7-1-7 


وک ا 


4-1-۳ 
\o=—4-7 


\1-1-¥ 
۷-1-۴ 


\A-\-1T 


السابق ولكن هذين التمرينين هما في الحقيقة شيء واحد . 
كثيراً ماتعرض النظرية الأساسية في الجبر الخطى بصورة بديلة تنسب 
إلى Fredholm,‏ : لكل 4 و 5 » واحد وواحد فقط من النظامين التاليين 
يقبل حلا : 

(DAx=b (2)A ly =0,y'b#0. 
أو وجد متجه رمن‎ P(A) بقول آخرء سواء أكان م من فضاء الأعمدة‎ 
و(؟)‎ )١( بحيث يكون 2750 » برهن أن وجود حل لكل من‎ MA) 
. في أن واحد يوقع في التناقض‎ 
: اوح اساسا لا الصفري للمصفوفة‎ 


ثم تحقق من أنه متعامد مع فضاء الأسطر . فرق المتجه (3,3,3) =× إلى 
مركبة bx,‏ فضاء الأسطر ومركبة ,× فى الفضاء الصفري . 

وضح عمل A‏ برسم مشابه لذلك الظاهر في الشكل )٤-۲(‏ وذلك 
بارجاع (4) .إلى فضاء الأسطر والفضاء الصفري اليسارى إلى الصفر . 
برهن أن x-y‏ و «+ × متعامدان إذا وإذا فقط كان || « || > || * ||. 
أوجد مصفوفة يحوي فضاء أسطرها المتجه )1,2,1( ويحوي فضاؤها 
الصفري المتجه (2,1-.1). أو برهن أنه لاتوجد مثل هذه المصفوفة . 
أوجد جميع المتجهات المتعامدة مع )1,4,4,1( و (2,9,8,2) . 

إذا VOLS‏ المتمم العمودي WI‏ فى oR"‏ هل توجد مصفوفة فضاء أسطرها 
۷وفضاؤها الصفري W‏ ؟ انطلق من أساس VI‏ وبين كيف يكن انشاء 
[ts‏ .هذه اللصفوافة . 

إذا كان JO}‏ = 5 الفضاء الصفري من * ۸ الذي يحوي نقطة الأصل › 


TIT التعامد‎ 


فقط . ماهو +5 ؟ إذا كان S‏ مولداً بالمتتجه )0,0,0,1( فما هو +5 ؟ 
١4-١‏ صح أو a>‏ ; 
(أ) إذا كان ۷ متعامداً مع W‏ » فان "8 متعامد مع We‏ 
(ب) إذا کان ۷ متعامداً مع W s W‏ متعامداً مع Z‏ > فان ۷ متعامد مع Z‏ 
۲۰-۱-۳ نفرض أن 5 فضاء جزئى من ”8 . فسر ماذا يعني 5-5( 5) ولماذا هو 
۲٠-١۱-۳‏ نفرض أن م مستوي (ليس فضاء جزئياً) فى الفضاء ذي الأبعاد BIS‏ 
يحمق 6 = ial . X +2y -z‏ معادلة مستو ۶ يوازي م وير من نقطة 
الأصل. أوجدء أيضاً ء متجهاً منعامداً مع هذين المستويين : ماهي 
المصفوفة التى glad‏ ها الصفري هو المستوي م وماهي المصفوفة التي 
فضاء أسطرها Gp’‏ 
۲۲-١-۳‏ نفرض أن ؟ الفضاء الجزئى من * # الذي يحوي كل متجه يحقق 
0= +++ ×. أوجد اساسا ل “و الذى يحوي كل متجه متعامد 


مع 5 


۲-٣‏ الجداء الداخلي والاسقاط على مستقيم 

لقد رأينا سابقاً أن الجداء الداخلي للمتجهين y‏ × هو العدد ر" ×. حتى الآن لم 
نهتم إلا بكون الجداء الداخلي مساوياً الصفر أم لا بقول آخرء ما إذا كان المتجهان 
متعامدين أم لا. نريد الآن أن ننظر في إمكان أن Y‏ يكون الجداء الداخلى صفراً أو 
لاتكون الزوايا قائمة ‏ ونستنتج العلاقة بين الجداء الداخلي والزاوية . والعلاقة بين 
الجداء الداخلي والمنقول ; في الفصل الأول» أجرى الانتقال بالمادلة بين أسطر وأعمدة 
مصفوفة . سنعمل الآن بصورة أفضل من هناك . 

إذا حاولنا تلخيص بقية ذلك الفصل فلا يمكننا أن ننكر أن قضية التعامد كانت » 
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إلى حد كبير» SV‏ أهمية . لنفرض نقطة ٠‏ في الفضاء ذي ال بعداًء نريد ايجاد 
بعدها عن مستقيم مفروض 6 لنقل مثلاً» إنه المستقيم الذي له اتجاه المتجه ۾ . نبحث 
على هذا المستقيم» عن النقطة م الأكثر قربا من 5. يكمن الحل في الهندسة . سيكون 
ا مستقيم الواصل بين ١و‏ م (المستقيم ا منقط في الشكل 0-7( lel gas‏ منجه الأصلي 
. ستسمح LS‏ هذه ا حقيقة بإيجاد النقطة ASV p‏ قرباً من b‏ وحساب بعدها عن هذه 
النقطة . رغم أن المتجهين ه و ط غير متعامدين » فان حل هذه المسألة يقود إلى التعامد 
بصورة ألية . 

سيكون الوضع ذاته فيما إذا أعطيناء بدلا من المستقيم ذي الاتجاه ۾ » مستوياً- 
أو بصورة أكثر عمومية فضاء Li je‏ 8من 8 . کون DLL‏ من جديك: هي ايجاد 
النقطة م من هذا الفضاء الجزئى » الأكثر قربآمن ط. وستكون (بالتعريف) النقطة م 
Lal‏ هي eb bine‏ الفضاء ا جزئى . عندما ننشىء عموداً من ط على 5 ستكون م 
نقطة تلاقي العمود مع الفضاء الجزئي . بتعبير هندسى» إن ذلك هو حل بسيط لمسألة 
عادية جداً تتعلق بالبعد بين نقطة b‏ وفضاء جزئي 5 . لكن 6 هناك سؤلان يحتاجان 
إلى اجابة : 
)١(‏ هل لهذه المسألة تطبيقات عملية UL‏ ؟ 
)1( إذا كان الفضاء الجزئي معرفا بأساس محدد» فهل هناك قانون يعين المسقط م؟ 

الاجابة» lam‏ نعم . مسألتنا التي وصفت حتى الآن بعبارات هندسية » هي 
بالضبط » مسألة ايجاد حل لنظام مفرط التعيين بطريقة ا مربعات الأصغرية . يمثل ا متجه 
b‏ المعطيات الناتجة عن سلسلة من التجارب أو البيانات وهى تحوي العديد من الأخطاء . 
بقول آخر عندما نحاول كتابة م كتركيب في متجهات أساس الفضاء الجزئي » قد BAY‏ 
ذلك ممكناً. المعاذلات A‏ نواجهها غير متسقة وليس لها حل . لذلك: قان طريقة 
المربعات الأصغرية تنتقي م كأفضل وضع ممكن . لايمكن أن يكون هناك شك بأهمية 
هذا التطبيق . 
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شكل (۳ .)٥-‏ الإسقاط فى فضاء ذي ۸ . 


المسألة الثانية» ايجاد قانون لتعيين م » هي مسألة سهلة الحل إذا كان الفضاء 
الجزئى مستقيماً. في هذا البند والذي يليه» سنسقط متجهاً واحداً على آخر بطرائق 
متعددة » وسنربط هذا الاسقاط بالجداء الداخلى والزاوية . لحسن الحظ» يبقى قانون 
p‏ بسيطاً بصو رة واضحة» eae ee‏ شرط أن 
بكر لسا أساس high‏ التضاب رعته إلى خد يعد st‏ االات أهمية؟ إنها Us‏ 
مسألة مربعات أصغرية ذات وسطاء متعددة » سنحلها فى البند (Y-Y)‏ عندئذ » 
يقى fad of ibe‏ هذه ably est gil ill‏ وذلك بالعودة إلى الحجهات المتعامدة . 
الجداء الداخلي ومتراجحة شوارتز 

نعود OV‏ إلى دراسة الجداء الداخلى والزوايا. سنرى قريباً أنه ليست الزاوية 
بل جيب تمامها هو الذي يرتبط مع الحداء الداخلى مباشرة . سنعمد إلى CLIN‏ في 
الحالة ذات البعدين لايجاد هذه العلاقة . نفرض أن » قياس زاوية المتجه » مع محور 
د(شكل sid OY‏ أن || »|| هو طول المتجه ۾ الذي يشغل الوتر فى المثلث 0 06 » 
يعرف جيب وجيب تام » كما يلى : 


ل OY)‏ جيب تام الزاوية »- 8/-0. 


sin Q = cos Of 


ay _ ay 
lal lal 
والزاوية المقابلة  : الجيب هو | || /رط وجيب‎ ٠ الأمر ذاته صحيح من أجل‎ 
ھی 0 - 28 فان تمام جيبها ينتج عن مطابقة مثلثية‎ Pests رم . لما‎ /|lb || التمام هو‎ 
: يتساها‎ Ola esd لامكو‎ 
(1) cos 6 = cos Û emcee? sin Hadi. 
اما‎ llo | 

البسط فى هذا القانون هو clit!‏ الداخلى لع فى م وهذا مايعطى العلاقة التى 

| و 0 هو‎ ١ جيب تام أي متجهين‎ ST 
(۲7 a'b 


cos 6 = - لش‎ 


lll‏ اما 
لنلاحظ أن هذا القانون صحيح من ناحية تعادل الأبعاد ؛ إذا ضاعفنا طول b‏ 
فان كلا من البسط والمقام يتضاعف بالشكل ذاته» وجيب التمام لايتغير . إذا غيرنا 
إشارة ط فان إشارة 8 205 في الطرف الثاني تتغير » أيضاً وتختلف الزاويةبمقدار VAs‏ 


ملاحظة : هناك قانون مثلثي آخرء قانون جيب التمام» يؤدي» مباشرة» إلى 
النتيجة ذاتها وهو ليس مثل القانون الظاهر في المعادلة (١)؛‏ غير قابل للنسيان» لكنه 
يربط بين أطوال أضلاع أي مثلث : 
loll? - ala lal cos 6‏ + *لاه||- [e-a I?‏ م0 
عندما تصبح © زاوية cas‏ فإننا نعود إلى نظرية فيثاغورس . لكن»› بغض 
النظر عن 6. يمكن نشر ”١ا‏ »- ط٠١‏ إلى (05-4(7)5-4) وتأخذ عندها المعادلة (Y)‏ الصورة : 
b"b -2a'b + ata=b'b+a'a- 2d] ||d| cos 8.‏ 
بحذف yeaa 9b‏ طرفي هذه المعادلة» نصل إلى قانون جيب التمام كما في 
المعادلة (V)‏ . فعلاً يبرهن ذلك قانون جيب التمام فى فضاء ذي Wen‏ وقد ناضلنا 
كما في المعادلة للمثلث المستوي O ab‏ فقط . 
نريد الآن أن نجد م مسقط a Jeb‏ متجه هذه النقطة مضاعف للمتجه المفروض 
ه أيه × =م-شأنها بذلك شأن كل نقطة من المستقيم ‏ وبذلك تؤول المسألة إلى حساب 
المعامل × . كل مانحتاجه من أجل هذا الحساب هوتطبيق الحقيقة الهندسية التي تقول 
: المستقيم الواصل من النقطة b‏ إلى أقرب نقطة إليها من حامل » × = م » متعامد مع 
ا مجه a‏ : 
Da‏ أن وة آل اد "o ٠‏ 
يعطى ذلك قانون × وم : 
٣ح‏ مسقط b‏ على مستقيم مار من o‏ يحمل ۾ هو : 


(0) = gh 
f= tas =. 
d d 


هذا مايجيز لنا إعادة رسم الشكل )0-1( حاوياً القانون الصحيح للنقطة م. 
لهذا القانون نتيجة مهمة قد تكون أهم متراجحة في الرياضيات . إنها 


YA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

(وهي تكافىء أيضاً انظر التمرين ١٠-۲-۳‏ - متراجحة المثلث في المتجهات) . تظهر 
النتيجة وكأنها جاءت عرضاًء تقريباًء من القضية التي تقول إن مربع بعد || م - lb‏ 
لايمكن أن يكون WL‏ إنظر الشكل (۷-۳) : 


t wf. Toe Ff. ta. 7 Bee 
p- 2s 2 2۔ رتو‎ 2 ,(alb|2 gan ("۹ - wld)’ وح‎ 
a a aa aa (a a) 


Lg‏ أل مج CR just)‏ الک الأخير لاکن أن يكون WL.‏ فإننا 
(aa) (aby ad‏ ) 6%( ثم بأخذ الجذر التربيعي : 


۳ط يحقق كل تجهين cll‏ اجحة التالية وهي تدعى متراجحه شوارتز Schwarz‏ : 


030 


la" b| < lla lal. 


ملاحظة: استناداً إلى CV)‏ النسبة بين طرفي متراجحة شوارتز تساوي 
تماماً| .|cos o‏ 

ما أن جيب التمام يقع في الفترة 1 >6 ه» > 1- » فان هذا يعطي برهاناً آخر 
للمعادلة (") : متراجحة شوارتز ille‏ ل 1 lcos @ |S‏ الذى هو. فى بعض DYL‏ 
أكثر سهولة فى الفهم OV‏ جيب التمام مفهوم مألوف جداً. كل من البرهانين صحيح 
في ”۸ ولكن » يجب أن نذكر أن برهاننا هذا يكافىء القيام بالحسابات الميكانيكية 
د || م - lo‏ إنه غير سالب ويجب أن يبقى غير سالب حتى عندما ندخل » فيما بعد. 
بعض الإمكانات الجديدة فيما يتعلق بالأطوال والجداء الداخلى للمتجهات . لذاء 
فان متراجحة شوارتز قد برهنت دون اللجوء إلى SU‏ 


Couchy - Schwarz اسم كوشي أيضاً بهذه المتراجحة وينسبها الروس» أيضاء إلى-‎ iak) 
. يظهر أن مؤرخی الرياضيات يقرون بأن زعم بونياكوسكى حقيقي‎ . Buniakowsky 


YAA 


التعامد 
Xn‏ 
b=(b, P:‏ 
4 
| 
\b-p‏ 
\ 
í a= (a) 28 d,)‏ 
: | 
a.‏ للم 
d‏ سبج = p = 4a‏ 
aa E‏ 
es > x5‏ 
> 


_0P _ a'b 


ob |la| ذا‎ || 


شكل (Y-Y)‏ . مقط وعلى a‏ حيث 
ملاحظة أخيرة gles‏ ب || llb‏ | »||ء>| طه| . تتحقق ا مساواة إذا وإذا فقط كان 
ا مضاعفاً ل . الزاوية هى إما ”6-09 أو 180° وجيب التمام هو إما 1 أو 1-. في هذه 


الحالة» تتطابق b‏ مع مسقطها م ويصبح البعد بين النقطة والمستقيم صفراً . 
كال اسقط (1,2,3) = b‏ على المستقيم الحامل ل (1,1,1) -4 : 


| قط هو (2,2,2) = 24 - م. تام الحيب هو : 
viz‏ _ اما .وى 

lol] 14 
)(6 نكتب العدد‎ i 6<3 14 a 


متراجحة شوارتز هي || || || »|| > | 7ه 
بالصورة 6 وبذلك يكون V14‏ > 2 ؛ جيب التمام أصغر من الواحد . المتراجحة 


صحيحة لأن b‏ لايوازى 4 . 


VV‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 
المساقط من الرتبة domly‏ 

b bin‏ على المستقيم الحامل ل ه يقع في r =» (ablaa)‏ ذلك هو قانوننا 
a‏ ×=م» لكنه مكتوب بالتواء طفيف : وضع المتجه a‏ قبل العدد =a" fala‏ × . هناك 
سبب خلف هذا التغيير التافه ظاهرياً. ينفذ الاسقاط على مستقيم بوساطة (مصفوفة 
اسقاط) P‏ . وبكتابة ذلك بهذا الترتيب الجديد» يمكننا أن ندرك ale‏ هذه المصفوفة . 
إنها مصفوفة b pa‏ وتنتج م : 


(Y) 


إن ذلك جداء عمود بسطر (مصفوفة مربعة) مقسوماً على العدد »7ه . 
مثال . المصفوفة التي تسقط على المستقيم الحامل ل (1,1,1)- ه هى : 


oe 

1 ' | : 3 3 

= ذاع]1 L‏ 1 2 ام 
a'a IN T 3‏ 

5 3 3 


لهذه المصفوفة خاصتان سنرى فيها إسقاطا نمو Led‏ : 
)١(‏ م مصفوفة متناظرة . 
(Y)‏ مربعها يساويها : PP =P‏ 
إنه مثال مهم لفهم الفضاءات الحزئية الأربعة : 
الرقة 1ك P‏ 
يتكون فضاء الأعمدة من المستقيم الحامل ل (1,1,1) - 4 . 
يتكون الفضاء الصفري من المستوي العمودي على ۾. 
كل عمود مضاعف cat‏ لذاء يقع Ph‏ على المستقيم ا حامل ذه . للمتجهات التي 
مسقطها 0 - م أهمية خاصة . إنها المتجهات التي تحقق 0= 455 إنها متعامدة مع a‏ 
ومركباتها على هذا المستقيم تساوي الصفر . إنها تقع في المستوي العمودي الذي هو 
الفضاء الصفرى للمصفوفة P‏ . 


TT ااا‎ 


Lad‏ إن هذا JEL‏ بالغ حد الكمال» فيه الفضاء الصفري متعامد مع فضاء 
الأعمدة» الأمر الذي يبدو غريباً. من المفروض أن يكون الفضاء الصفري متعامداً مع 
فضاء الأسطر . لكن» بسبب كون P‏ متناظرة» فان فضاء أسطرها وفضاء أعمدتها 
متطابقان . 

ملاحظة تتعلق بتدريج المقياس . تبقى مصفوفة الاسقاط aa /a a‏ نفسها إذا ضاعفنا a‏ : 


4 


N 
I 
1 
Pel اهن تك‎ peer a 


=| تیا =| ثرا =| تنا 
ب | فاا Spei‏ 


2 
تعطى‎ a= |] 
5 2 


المستقيم الحامل له بقي نفسه وهذا يعني أن اهتمام مصفوفات الإسقاط منصب 
حوله . إذا كان طول a‏ يساوي وحدة الأطوال فإن المقام 64-1 وتصبح المصفوفة التي 


رتبتها تساوى الواحد هى P =aa‏ 
مثال ۲ اسقاط على (اتجاه ٠68‏ فى مستوي «- ×. المستقيم يحمل المتجه 


a= (cos Û, sin 0)‏ والمصفوفة ھی ؛ 


هناء رمز ل 9 5م» وى رمز sin OJ‏ و 1=“و+“ء وهو الواقع في المقام . لقد اكتشمت 
المصفوفة م هذه من قريب فى البند (1-۲) فى التحويلات الخطية . يمكننا الآن أن 
نتقدم إلى أبعد من إسقاط المستوي «- × على مستقيم . ونحسب ۲ فی أي عدد من 
الأبعاد. نؤكد أن ذلك سينتج المسقط م : 
لاسقاط ا على a‏ > تضرب ب۴ : „p =Pb‏ 


YYY‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


منقول مصفوفة 

نعود الآن إلى المنقول . حتى الآن 47 معرف» فقطء بانعكاس A‏ على قطرها 
الرئيسي (في حالة مصفوفة مربعة)؛ أسطر 4 تصبح أعمدة 4 والعكس بالعكس . 
بقول آخ رالعنصر الواقع في السطر ¡ والعمود زفي 47 هو العنصر (ii)‏ من A‏ : 

A Jij =A بر(‎ 

هناك تفسير آخرء أكثر عمقاً للمنقول وهو الذي ينتج عن علاقته القريبة بالجداء 
الداخلى . في الحقيقة » يكن استخدام هذه العلاقة لإعطاء تعريف جديد وأكثر «تجريدا» 
للمنقول : 


۳ ي يمكن تعريف المنقول 4 بالخاصة التالية : الجداء الداخلى ل+4 فى ريساوى 
الجداء الداخلى فی MY‏ بصورة شكلية يعنى ذلك : 


(A) (Ax)'y=x'A'y=x (A y). 


لهذا التعريف هدفان : 

ly 2)‏ عندما نغير طريقة القياس في الجداء الداخلى » كيف يؤثر هذا التغيير 
على المنقول. يصبح ذلك مهما في حالة الأعداد المركبة . سنرى الجداء الداخلى الجديد 
فى البند )0,0( 

: يعطينا طريقة أخرى لتحقيق القانون الأساسي لمنقول جداء‎ (Y) 

(AB)' =B'A `.‏ )4( 
يتأكد ذلك باستخدام المعادلة eog ye (A)‏ المرة الأولى من أجل 4والثانية من أجل 8 : 
لاماي (ABx )'y = Bx)" (A Ty) =x"‏ 
يظهر المنقول بترتيب معاكس في الطرف الأيمن كما يجري في حالة العكس بقانون 
مشابه UAT‏ 8="( 48). نذكر من جديدأن هذين القانونين يجتمعان لإعطاء SN‏ كيب 
المهم 3 Ay‏ إن . 


- lal llall]. 


التعامد yy‏ 
تمارين 


()× و y‏ عددان موجبان» co!‏ المتجدط مساويا( (Vx VY‏ والمتجه 
a=W VX)‏ . طبق متراجحة شوارتز لتقارن الوسط الحسابي 
wty) >‏ مع الوسط الهندسي VY‏ 
(ب) افرض أن لدينا متجهاً ينطلق من نقطة الأصل إلى النقطة Lily x‏ 
أضفنا إلى ذلك متجهاً طوله || «|| يربط ×ب ty‏ + . يبدأ الضلع الثالث 
للمثلث من نقطة الأصل وينتهى عند «+ *؛ تقرر متراجحة CUA‏ أنه 
لاييكن لهذا البعد أن يكون أكبر من مجموع البعدين الآخرين : 

lly.‏ + ااعاا > yl]‏ + ءا 
بعد تربيع الطرفين أرجع هذه المتراجحة إلى متراجحة شوارتز . 
تأكد من أن المسقط يحقق |8 «(lp || = || || [cos‏ باستخدام الصيغة 
)0(. 
ماهو مضاعف )11,1( = ه الأكثر قرباً من النقطة )2,44( = $b‏ أوجد 
Lal‏ النقطة الواقعة على المستقيم الحامل لط والأكثر قربا من a‏ 
فسرلماذا تصبح متراجحة شوارتز مساواة في ا حالة التي تقع فيها النقطتان 
ا و Lesa‏ على مستقيم مار من نقطة الأصل . وفي هذه الحالة» فقط . 
ماذا يحصل إذا وقعتا في موضعين متعاكسين بالنسبة لنقطة الأصل ؟ 
في الفضاء ذي « بعداًء ماهى الزاوية التي يصنعها المتجه (1, ...11( مع 
محاور الاحداثيات ؟ ماهي مصفوفة الاسقاط على هذا المتجه ؟ 
لتراجحة شوارتز برهان بسطر واحد» عندما يكون المتجهان b‏ ۾ متجهي 
وحدة ومتعامدين : 
+l,‏ 


۽ د ا g‏ > مر اوا < > اوها انتم 


YE 


١5-55 


1١7-75-7 


١1-7 


Te e, 


| الخطي وتطبيقاته 


أي تمرين سابق يبرر الخطوة المتوسطة ؟ 
باختيار المتجه طا مناسب فى متراجحة شوارتز» برهن أن : 

Gotat Sa +... +45).‏ 
متى تكون المساواة محققة ؟ 
درة الميتان ,011 مرتبة كما لو كان ware‏ الفحم واقعاً في مركز رباعي 
وجوه منتظم وتقع العناصر الأربعة من الهيدروجين في رؤوسه. إذا 
وفعت الرؤوس فى النقاط )0,0,0),(1,1,0),(1,0,1),(0,1,1( — لاحظ أن 
الطول المشترك للأضلاع يساوي 2 لأن رباعي الوجوه منتظم فماهي 
جيوب تمام زوايا الأشعة الذاهبة من المركز (1/2,1/2,1/2) إلى الرؤوس ؟ 
(زاوية شعاعين تساوي تقريباً ة (Eyra,‏ 
ربّع المصفو فة =a a'la" a‏ 7 التي تسقط على مستقيم وبرهن أن م P=‏ 
(لاحظ أن العدد a‏ 6 يقع في وسط المصفوفة (laa aa’‏ 
هل مصفوفة الاسقاط قابلة للعكس؟لماذا نعم ولماذا CY‏ 
(أ) أوجد مصفوفة الاسقاط ,على المستقيم الحامل للمتجه | ! 
LUIS y‏ المصفوقة Py‏ الي سعط على المستقي العمودي على a‏ 
(ب) احسب رط Pit‏ و P Ph‏ وفسر النتائج . 
أوجد المصفوفة التي تسقط كل نقطة من المستوي على المستقيم» 


.+2y =0 


ad =| 


(5 gly قطرها‎ pols هو مجموع‎ gill- P=aa"a'a Jf برهن أن‎ 
الواحد.‎ legs 

ماهي المصفوفة ۶ التي تسقط كل نقطة من ۸ على مستقيم تقاطع 
المستويين 0= tt‏ بر+ ير و0- +ع ؟ 


برهن أن طول ×4 يساوى طول 6ATx‏ إذا كان 447-474.. 


التعامد 56 


aS مصفوفة الاسقاط على المستقيم الحامل‎ P نفرض‎ ٠١-۲-٣ 
Sy يساوي الحداء الداخلي لم في‎ Py (أ) لماذا ا لجداء الداخلى ل × في‎ 
y = (ب) هل الزاويتان متساویتان ؟ أوجد جيب تام كل منهما إذا كان‎ 
. (2,1,2), x = (2,0,1), a = (1,1,-1) 
مطابق لماسبق ؟ ماهي زاوية هذين‎ Py مع‎ Prt (ج) لماذا الجداء الداخلى‎ 
المتجهين؟‎ 


۳-۳ الاسقاط على فضاء جزئي وتقريبات المربعات الأصغرية 

حتى الآن » كل نظام - Ax‏ إما أن يكون له حل أو لايكون ذلك . إذا لم يكن b‏ 
في فضاء الأعمدة Ob + AA)‏ النظام غير متسق وتكون طريقة الحذف» (lee‏ 
فاشلة . إن هذا الأمر مؤكد تقريباً عندما يكون النظام Volar‏ متعددة وبمجهول واحد . 
مكال ذلك» المعاذ لانت الا نية : 


2x =b] 
3x =b; 
Ax = b; 


ALU‏ للحل إذا كانت الأطراف اليمنى متناسبة مع 3:4 2. يكون الحل حتما 
وحيداً إذا وجد» ويكون موجوداًء فقطء إذا كان م واقعاً على مستقيم المتجه : 


d = 


2 
3 
4 


رغم عدم إمكان حل المعادلات غير المتسقة» فانه يرتفع شأنها فى التطبيقات 
ويصبح من الممكن حلها . إحدى الإمكانات هى استخراج قيمة × من جزء من النظاء 


واحد. في الواقع. كماهومتوقع» قدلاتوجدأخطاء في بعض 
المعادلاات بينما تحوى بقية المعادلات أخطاء كبيرة . من الأفضل yh!‏ ×بحيث يجعل 


YY‏ الجبر hhl‏ وتطبيقاته 


معدل LLI‏ في ال معادلة في نهايته الصغرى . يوجد العديد من الطرائق لتعيين مثل 
هذا المعدل ولكن أفضلها هو استخدام مجموع ا مربعات ' 
(4e-d3)°.‏ + “ووه دعم + E kB)‏ 
إذا وجد حل صحيح للنظام ax =b‏ فإن ا خطأ الأصغري 0 -8. في أرجح 
OVE‏ قد لايكون b‏ متناسباً مع ca‏ وتمثل الدالة E?‏ قطعاً مكافئاً تقع نهايته الصغرى 
في النقطة التي يكون فيها : 


aE? 
pa = 2[(2x -b, (2+ (3x 3(رط-‎ + (4x [4روط-‎ = 0 


بالحل بالنسبة card‏ نجد حل المربعات الأصغرية للنظام ax =b‏ وهو : 


20 + 3b5 + 4b, 


z = 
32 3° +47 


يمكنك التعرف على da b‏ البسط وعلى هه في المقام . 

الحالة العامة مشابهة ذلك LE‏ «نحل» =b‏ مه بالنهاية الصغرى ل 
b1)? +... + aa - Bm)”‏ ورت = ?|| =|lax - b‏ ثم 
تكون مشتقة “8 مساوية الصفر في النقطة التي يكون فيها 


(a; x - مه + ...= ره(رط‎ X -bmm = © 


لقد جعلنا البعد بين 0 والمستقيم الحامل للمتجه ca‏ في نهايته الصغرى ويعطي 
الحساب الجواب نفسه الذي أعطته الهندسة منذ قليل : 


۳ ك حل المربعات الأصغرية لمسألة ax =b‏ دات مجهول واحد هو : = 


xX = 
a 


يلاحظ أننا عدنا إلى التفسير الهندسى ole MILL‏ الأصغرية - تصغير البعد 


إلى dt‏ الادتى. في iial Jad y 22 Guts ete dahl‏ مساوية المنقرء تكون 


TYY التعامد‎ 


قد استخدمنا الحساب لتعزيز الهندسة الواردة فى البند السابق؛ على المستقيم 
الواصل من 5 إلى م أن يكون عموداً على المستقيم الحامل ذه : 
a(b- x a) =a"h- 2È aly 20,‏ 
a'a‏ 

كملاحظة جانبية » ننظر في ا حالة المتردية 4-0 . كل مضاعف له يساوي الصفر 
ويصبح المستقيم نقطة . لذاء فإن 0= مهي المرشحة الوحيدة لتكون bJ Unions‏ على 
المتجه „a‏ لكن القانون الذي يعطي × يصبح غير معين 0/0» وهذا يعني أن المضروب 
× يصبح غير معين بصورة كاملة . تعطي أي قيمة ل x‏ الخطأ ذاته | - E =llox‏ ويصبح 
عندئذ E?‏ مستقيماً أفقياً عوضاً عن القطع المكافىء . سيكون أحد أغراض المعكوس 
الكاذب» في الملحق هو تعيين قيمة محددة ل × ؛ في هذه الحالة» يجب اتخاذ 06 = 
sil‏ يظهرء على الأقل . وكأنه الاختيار الأكثر تناظراً من بقية الأعداد . 


مسائل المربعات الأصغرية بمتغيرات متعددة 

أصبحنا الآن مهيئين للخطوة المهمة» اسقاط ١‏ على فضاء جزئي . يفضل أن 
لايكون مستقيماً . تظهر هذه المسألة بالصورة التالية : نفرض Lil‏ انطلقنا من النظام Ax‏ 
م -» ولنفرض» في هذه DA‏ أن A‏ مصفوفة من النوع ا im‏ بدلاً عن الحالة السابقة 
التي يسمح فيها بمجهول واحد ومتجه عمود فريد OB ca‏ للمصفوفة هناء « عمودا . 
سنتصورء مع ذلك› أن عدد الأرصاد أكبر من ۸ الذي هو عدد المجاهيل» أي علينا أن 
نتوقع كون هذا النظام غير متسق . من المحتمل أن يكون من غير ا ممكن اختيار قيمة ل 
«موافقة» بصورة صحيحة» للمعطيات eb‏ أو بقول آخرء من المحتمل أن لايكون 
المتجه ط تر Ls‏ لأعمدة $4 من الممكن أن يكون خارج فضاء الأعمدة . 


Lal‏ هذا العمل بطريقة المربعات الأصغرية. الخطأهنا || E=||Ax-‏ وهوء 
بالضبط » » البعد بين b‏ والنقطة ×4 الواقعة في فضاء أعمدة قد FAr Ol SA)‏ کب 


YYA 


الجير الخطي وتطبيقاته 


خطي لأعمدة 4 بالمعاملات Cyt,‏ لذلك» فان البحث عن حل المربعات الأصغرية 
الذى يجعل الخطأ E‏ أصغريا يشبه تعين موضع النقطة =Ax‏ التي هى أقرب نقطة من 


فضاء الأعمدة إلى b‏ . 


فإننا نفضل عندما يكون عدد الأبعاد en‏ أن نعمد إلى الهندسة ؛ على النتقطة م أن 
تكون «مسقط b‏ على فضاء الأعمدة" وعلى متجه ا خطأ -AX‏ أن يكون متعامدا 


مع هذا الفضاء (شكل ۸-۳). 


a 
column | = dy | 
41 


b= 
/ 
| 
| 
| 
| 
1 
| : 
-e 
|b — AX 
or 
| 
j 
| | 
| ~ 
column ظ‎ 1 


_ space 


شكل (AY)‏ الاسقاط على فضاء أعمدة مصفوفة من النوع 2 3X‏ 
١‏ تقع المتجهات المتعامدة مع فضاء الأعمدة فى الفضاء الصفرى الأيسر . لذاء 
فان على متجه الخطأ أن يقع في الفضاء الصفري ATS‏ 


— j T.. — 
ATAx =A'b أو‎ A (b-A x)= 


: A يجب على متجه الخطأ أن يكون متعامداً مع كل عمودمن‎ ١ 


m 
3 — 7 a; (b-A x)=0 
:. || b-Ax |] 20 أو‎ G “A 

al a, (b-A x) = 0Û 


تلك من جديد المعادلة 0=( × 47)8-4 أو 474-47. طريق ثالث هو isi‏ 
المشتقات الجزئية ل ( (سده)7( (Ax-b‏ =£ . يعطي ذلك 0 = 2A"Ax-2A"b‏ . إذا اعطينا 
معادلة غير قابلة للحل Ax =b‏ » فإن الطريق الأكثر امكاناً هو الضرب با مصفوفة 4 . 
تنتج كل هذه الطرائق المتكافئة مصفوفة معاملات مربعة AA‏ إنها متناظرة (منقولها 
ليس447! ) وهى المصفوفة الأساسية في هذا الباب . 

تعرف هذه المعادلة» في الاحصاء» باسم "ا معادلة النظامية : 
۴ل حل المربعات الأصغرية لنظام غير متسق =b‏ ×4 ذي m‏ معادلة في « مجهولا 
يحقق : 

A'Ax 6‏ )\( 
إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة خطياً » فان المصفوفة 44 قابلة للعكس» ويكون 
47م (Y) x = ATA)"‏ 

سيكون عتدكذ » مسقط b‏ على فضاء الأعمدة : 


(Y) p=Ax =A (AAJ ATs. 


فار خالا یک ن فيه خسنا ae‏ مقل القانوتين i‏ 


b= 


4 
5 
6 


من السهل تصور فضاء أعمدة ۸4» لأن كلا من العمودين ينتهي بصفر . إنه 
المستوى -y‏ + فى الفضاء ذى الأبعاد الثلاثة . مسقط (4,5,6) = b‏ سيكون (4,5,0) = P‏ 


عن الجبر الخطي وتطبيقاته 


تبقى المركبتان × و y‏ كما كانتا سابقاً لکن 6 - > سيختفى . ask,‏ ذلك JL‏ انين : 


|] 5 ظ‎ 
aTa =|! l 0 3 -|2 A 
EEPE 5 j3 
as es E 3 gi 1 Û 4 2 
r = م"زمتن‎ 70|! EE 1 
. it © [ 4 
p=Ax=|1 3 Į oh | 
0 0 0 
: مايمكننا عمله هو حل المعادلتين الأوليين‎ pail في هذه الحالة الخاصة»‎ 
x,+2x,=4 


xı + و32‎ =5 
Ox | + 0x- = 6. 


نجد عندها 2 - , × و 1= ر × . الخطأ في المعادلة الثالثة هو 6 . 
ملاحظة ١‏ لنفرض bol‏ واقع » er‏ في فضاء الأعمدة ل ۸4-إنه تركيب +4- ط في 
الأعمدة. OUND‏ مسقط b‏ هوم : 
=D,‏ بورد AY'A At‏ ف p=A‏ 

النقطة م الأكثر قربا هي ط ذاتها وهو واضح تماماً . 
ملاحظة ۲ في ال حالة القصوى الأخرى. نفرض أن ١‏ متعامد مع فضاء الأعمدة. إنه 
متعامد مع كل عمود. لذا 48-0 . في هذه الحالة» يكون المسقط هو صفر المتجهات : 

p =A (ATAY' ATb=A AAY 02 0, 

ملاحظة ۴ عندما تكون A‏ مربعة وقابلة للعكس » فان فضاء الأعمدة سيكون الفضاء 

كله . مسقط كل متجه هو هذا المتجه نفسه ويكون م مساوياً م : 
لاحو =A UTA) A AA GY A‏ 
هذه هي الحالة الوحيدة التي يمكننا فيها وضع (ATA)!‏ جانباً بمفرده وكتابة ذلك بالصورة 
AT‏ . عندما تكون 4 مستطيلة فان ذلك غير ممكن . 


ملاحظة ٤‏ (الاسقاط على مستقيم) نفرض أن للمصفوفة A‏ عموداً واحداً يحمل المتجه 
۾ . لذاء فان المصفوفة ATA‏ العدة وأ وسيكرن. X‏ عر a'b Sala‏ . إن ذلك هو 
الحالة التى يمكننا فيها التقسيم على 474» بدلا من التوقف عند (AAY!‏ » ونحصل من 
جديد على القوانين التي رأيناها من قريب : 


مصفوفة الجداء_المتصالب ATA‏ 

النقطة التقنية الباقية هي تحقيق خواص ATA‏ إنها بالتأكيد متناظرة ! منقولها 
هو FI(A AV =A A"‏ هي مف نفسها . العنصر ر الذي هو الحداء الداخلى للعمود: 
من oA‏ بالعمود رمن 4 أيضا إن ذلك متفق مع العنصر ij‏ الذي هو جداء العمود ز 
بالعمود: من 4 . السؤال الأساسي هو قابلية ATA‏ للعكس ولحسن الحظ 

ل 44و 4 الفضاء الصفري ذاته . 

من الم كد أنه إذا كان 0 = Ax‏ فان 0= ×44 . المتجهات × من الفضاء الصفري AJ‏ 
تقع » أيضاً » في الفضاء الصفري ل 44. للذهاب في الاتجاه المعاكس » ننطلق بفرض 
.A7Ax=0‏ ولنأخذ الجداء الداخلى ب« : 


1 | 
Ax =0 أو‎ lax? =0. أو‎ x AA» =0. ` 


لذاء فان ably x‏ في الفضاء الصفري AJ‏ ؛ الفضاءان الصفريان متطابقان . بصوره 
خحاصة» إذا كانت أعمدة A‏ مستقلة (وكان 0= × وحده فى فضائها الصفري) فإن ذلك 
داته سيكون صحيحاً من أجل á AA‏ 


لام إذا كانت أعمدة 4 مستقلة خطياً فإن المصفوفة A'A‏ مربعة ومتناظرة وقابلة للعكس . 


سنرى فيما بعد أن ATA‏ معرفة إيجابياً “أيضاً . (جميع المحاور والقيم الذاتية 


موجبة) . 


pel YIA‏ الخطي وتطبيقاته 


في هذه الحالة التي هي» إلى حد بعيد» ASV‏ عمومية والأكثر أهمية» يكن 
حل المعادلة النظامية من أجل × . كما ظهر فى المثال العددى» للمصفوفة WA‏ 15 
أعمدة كاملة» . أعمدتها ال ١‏ مستقلة - ليس الأمر صعباً فى الفضاء ذى ال بعداً إذا 


gale JS قن‎ US اليك تعض‎ nd لكوع ذلك‎ » mon lS 


مصفوفات الاسقاط 
لقد بينت حساباتنا أن النقطة الأكثر قرباً من م هى 475 (474) 4- م . يعبر هذا 
نضاء أعمدة. A‏ تدعى مصفوفة هذا الأنشاء حضفو فة اسقاط وسير مو لها Pa‏ : 


تسقط هذه المصفوفة أي متجه b‏ على فضاء أعمدة 4 . بقول آخر » ۶= مر هي 
مركبة في فضاء الأعمدة . أما الخطأ (5-2 فهوالمركبة على المتمم العمودي . (ويظهر 
من الطبيعي أن نقول : إن 1-۲ هى » أيضاً. مصفوفة اسقاط ؛ إنها تسقط كل متجه م 
على المتمم العمودي والمسقط هو (U-Pb =b-Pb‏ . باختصار» لدينا OV‏ قانون 
مصفوفي لتفريق متجه إلى مركبتين متعامدتين : Ph‏ واقعة في فضاء الأعمدة 4) P‏ 
( والمركبة الثانية C -P (١‏ واقعة فى الفضاء الصفري الأيسر A)‏ 7# الذي هو المتمم 
العمودى لفضاء الأعمدة . 

يكن إدراك مصفوفات الإسقاط هذه سواء من الوجهة الهندسية أو من وجهة 
نظر جبرية . إنها جماعة من المصفوفات ذوات صفات خاصة » تماماً» ستستخدم فيما 
بعد ككتل أساسية في بناء المصفوفات المتناظرة . لذاء سنتوقف لبعض الوقت قبل 
متابعة تطبيقات المربعات الأصغرية وذلك لعرض هذه الخواص . 


: خاصتان أساسيتان‎ P =A )474(147 ن لمصفوفة الاسقاط‎ Y 
(متساوية القوى)‎ ۶= P إنها تساوي مربعها‎ (1) 
(متناظرة)‎ P =P" إنھا تساوى منقولھا‎ (Y) 
وعلى العكس» فإن أي مصفوفة متناظرة تحقق م = ”۶ » تمثل اسقاطاً.‎ 


البرهان : من السهل أن نرى P EPU‏ » لأنه إذا انطلقنا من أي متجه b‏ فان المتجه Ph‏ 
بقع في الفضاء الجزئي الذي اسقطنا عليه . لذاء عندما نسقط من جديد لا يتغي ر أي 
شيء . يقع المتجه ط۶ مسبقاً في الفضاءالجزئي و (Pb)‏ 7 هو أيضاً ط۶ . بقول آخرم 
P=‏ اسقاطان أو ثلاثة أو خمسون اسقاطأً تعطى النقطة ذاتها م مثل الاسقاط الأول : 
alar a’ =P.‏ وك A‘‏ ا A‏ إن 14 أ زم إن PsA‏ 
لكي نبرهن أن #متناظرة» نأخذ منقولها. نضرب هذين المنقولين بترتيب 
معاكس » ثم نستخدم المتطابقة (BY)!‏ ="( 8) حيث هنا =A'A‏ 8 : 


AYA =A (AA) AT =A (ATAY'AT =P.‏ هن "كن عام 


من أجل العكس » علينا أن نستنتج من ۴= ”۲ و =P‏ "۲ أن م مصفوفة إسقاط . 
مثل أى مصفوفة إسقاط أخرى» على المصفوفة ‏ أن تنقل أي متجه 5 إلى فضاء 
أغمدتها . Ph‏ تر كيب للأعمدة . Ole J‏ كونه Unde‏ على هذا الفضاءء فإن ماعلينا 
برهائه هو أن الجزء الباقى من amio b‏ الخطأ b -Ph‏ متعامد مع الفضاء . لكل متجه 
Pe‏ من هذا الفضاء» الجداء الداخلي لهذا المتجه بمتجه الخطأ يساوى الصفر . 

(£) (b - Pb)" Pc =b' (0 - P)'Pc=b' (P-P’)c=0. 
. على فضاء الأعمدة‎ b هو مسقط‎ Ph م متعامد مع الفضاء و‎ -Pb لذاء فإن‎ 


مثال. نفرض أنقابلة للعكس» فعلاً. إذا كانت من النوع 4×4 فان أعمدتها الأربعة 
مستقلة وفضاء أعمدتها هو * # كاملاً. ماهى المصفوفة المسقطة على الفضاء كاملا ؟ 
إنها مصفوفة الوحدة : 


5 ا لجبر الخطي وتطبيقاته 
P=A(A'A)' A! AA" A'Y’ A’ =l.‏ )0( 
مصفوفة الوحدة متناظرة و تحقق 12-1 Wad lg‏ ط 1- b‏ صفر . 
النقطة | a T‏ الأمثلة gY‏ 5.5 أن ماحدث فى المعادلة )0( غير 
ضرورىق- نعيك : لايمكننا أن نعكس بين موضعي (Ag AT‏ عندما تكون هاتان المصفو فتان 
مستطيلتين » فإن المصفوفة المربعة 44 قابلة للعكس . 


المربعات الأصغرية الملائمة للمعلومات 

لنفرض أننا قمنا بسلسلة من التجارب وتوقعنا أن يكون الحاصل Tob‏ خطية 
في المتغير ؛. نبحث عن مستقيم ؛ 82+ 0- 5. مثال ذلك : 

O)‏ في نهايات عدد من الفترات الزمنية» قسنا بعد قمر صناعي يأخذ طريقه 
نحو المريخ . في هذه الحالة» يمثل ؛ الزمن و 5 المسافة . إذا لم يترك المحرك شغالاً ولم 
يكن تأثير الجاذبية كبيراً» فان القمر الصناعى يتحرك» تقريباً» بسرعة ثابتة v‏ ويكون. 
b=b tvt «bos‏ . 

)1( يمكننا أن نغير الأحمال المطبقة على بناء وقياس التوتر الناج عن ذلك . في 
هذه الحالة r‏ يمثل الحمل و fred‏ قراءة مقياس التوتر . إذا لم يكن الحمل كبيراً بحيث 
تصبح مادة البناء قابلة للالتواء» فمن الطبيعي» حسب نظرية المروئة » أن تتحقق علاقة 
خطية مثل y =C+Dt‏ . 

(Y)‏ تكلفة إنتاج ؛ Lbs‏ مشابهاً لواحد منها خطي تقريباً :0+0-( حيث التحرير 
والتنضيد يقعان في © والطبع والتجليد يقعان في D‏ (تكلفة أي كتاب إضافي) . 

المسألة هناء هي كيف نحسب ال معاملين D‏ و © انطلاقاً من نتائج التجارب ؟ . 
إذا كانت العلاقة» فعلاً » خطية ولا توجد أخطاء في التجارب» فليس هناك أي 
مشكلة ؛ يكن e‏ بقياسين مختلفين ل 5(من أجل قيمتين مختلة 
تعين المستقيم ؛ 2+ ©-5. وسيقع أي قياس لاحق على هذا المستقيم. لكن . إذا 
كان هناك أخطاء ولم تقع النقاط الإضافية على المستقيم» فإن علينا أن نقوم بإعداد 


| 


i 


تين ل ) أن يتم 


۲۵ ale 


عملية توسيط لجميع التجارب وإيجاد المستقيم المفضل . يجب عدم الخلط بين هذا 
المستقيم والمستقيم الذي أسقطنا عليه المتجه ط في البند السابق ‏ في الواقع لما كان هناك 
مجهولان D‏ و © يجب تعينهماء فان علينا أن نستخدم اسقاطا على فضاء جزئي ذي 
بعدين . تنتج مسألة المربعات الأصغرية» مباشرة» من نتائج التجارب : 


(i) C + Dt, =b, 
C + Dt = bh, 


C+ Dt. يعد‎ 


أخطاء فقد لايكون له حل . نريد أن نؤكد أن للمصفوفة A‏ عمودين وللمجهول × 
مركبتين هما © و7 : 


(v) 1 fy b, 
5 " |1 wie b2 

Ax =b ش أو‎ D | , 
l lm bin 


إن أفضل حل CD‏ هو ذلك الحل الذي يجعل الدالة التالية في نهايتها 

: الصغرى‎ 
E? =|lb- Ax ||? = ون‎ -C-Dt,)? +... + Om -C-Dtm)’. 

بالتعبير المصفوفي» نختار × بحيث تكون النقطة p=Ax‏ أقرب مايمكن من b‏ 
من بين جميع المستقيمات 21+©-( » نختار الأكثر موافقة للمعطيات (شكل CAV‏ 
الأخطاء الموجودة على الشكل » هى الأبعاد الرأسية 5-0-2 عن نقاط المستقيم (ليست 
الأبعاد العمودية عليه). إنها الأبعاد الرأسية التي تربع و تجمع وتنهى إلى نهايتها 
ad jul‏ 


5 الجبر الخطي وتطبيقاته 


b ] 
=3 b = 
e. | : 
a ۴ 1 
e fp, - p ¥ 5 | 
b=] € Oe 1 | 7| column. 
17 èb, =l = 13| ae ص‎ 
6 05 9 ف‎ 
aN J17 
£ | , T 
-1 l 5 


مثال EEE‏ أننا اعطينا ثلاثة فياسات هي الظاهرة : فى الشكل الأيسر 


t=H-l Le d=!‏ )ج Me bHl‏ 1 ضع >¢ b=3‏ غل 7د 


لاحظ أنه ليس ه من الضروري أن تكون قيم ۲ على مسافات متساوية فيما بينها . 
يختار المجرب LS‏ مناسبة (وقد تكون سالبة) دون أى تأثير على الرياضيات . الخطوة 


الأولى هي كتابة ا معادلات التي تكون صحيحة إذا أمكن إمرار مستقيم من النقاط 


Sl 


لو أمكن حل هذه المعادلات فلن يكون هناك أخطاء . إنها غير ممكنة الحل ؛ النقاط 
لاتقع على مستقيم واحد . لذا نحلها بواسطة المربعات الأصغرية : 


| |2 3 
م عم 4 هي || ||| > 


3 ae. T SE E 
+ وأفضل مستقيم هو ؛‎ © = <, D =< : هو‎ JH 
لاحظ الارتباط الجميل بين الشكلين. المسألة هي نفسها ولكن الفن أظهرها‎ 


YYY التعامد‎ 


مختلفة . فى الشكل الاين » ط ليس تركيباً فى الأعمدة» وليس )1,1,3( تركيباً ل(1,1.1) 
و (1,1,2-) . فى الجانب الأيسرء النقاط الثلاث ليست على مستقيم واحد . تستعيض 
طريقة المربعات الأصغرية عن ط بم وتستعيض عن النقاط غير الواقعة على مستقيم 
بنقاط واقعة عليه . عو بدي Ax “pl > oe‏ » فإننا نحل =p‏ ×۸ . 
MGT ol‏ تفاعات ,> a ee ae‏ 
= 
تقع هذه النقاط على مستقيم . لذايقع المتجه p=(— T)‏ في فضاء 
الاأعسذة we ah‏ 1 وبا سبي عومسم 
متجه . إنه )١‏ لسقط . الشكل الأيمن واقع في فضاء ذي ثلاثة أبعاد (أو بعداً إذاوجدت 
نقطة ) والشكل الأيسر فى فضاء دي بعدین n gh)‏ بعداً I>)‏ وجل esi‏ 
E 3 Ñ A 2 6 4 ۹ -S‏ 

بطرح ممن eA T elas Yi us g b‏ . إنها الاخطاء الراسية في الشكل 

الأيسر» وهى OLS ys‏ المتجه المنقط فى الشكل الأيمن . متجه الخطأ هذا متعامد مع 


(-1,1,2) متعامد مع العمود الثاني‎ al ¢ 1 - 4 =0 sy (1,1,1) Dg Vio possi 


t- +‏ لداء فانه متعامد مع فضاء الأعمدة وهو واقع في الفضاء 
الصفرى اليساري . 
سؤال : لو كانت القياسات الأصلية E D‏ کک + palika Bld‏ 
مستقيم وأفضل × ؟ الجواب : المستقيم الصفري_الذي هو المحور الأفقي-و x - ٠‏ 
يمكننا أن نلخص بسرعة معادلات الملائمة مع مستقيم . العمود الأول من A‏ 
يحوي Lilie»‏ ويحوي العمود الثاني الأزمنة ti‏ نذا A‏ يحوي مجموع ”من 
الوحدان ومجموع الأزمنة ؛ ومجموع tT‏ 


۳ ي إذا اعطينا القياسات ,,5,.....5 فى النقاط المختلفة ,,؛.....,؛» فان المستقيم EC + Dt‏ 
الذي يجعل ”£ أصغرياً» ينتج عن المربعات الأصغرية : 


| | DS EL » bi 
oi Yu ilo] Zah 


ATA =A'b‏ أو 


c | 
D 


ملاحظة الملائمة بين المعطيات والمستقيم لم تسبب اختلافاً خاصاً في رياضيات المربعات 


الأصغرية. في كثير من التجارب» لايوجد مبرر لتوقع علاقة خطية وليس من المعقول 
البحث عن مثل ذلك . لنفرض Lil‏ نتعامل مع مادة مشعة . الناتم مهنا هو قراءات عداد 
جيجر باختلاف الزمن . نفرض Lil‏ أمام خليط من مادتين كيماويتين مشعتين نعرف 
مدة نصف حياتهما (أو معدل انحلالهما) ولكننا لانعرف مقدار مايقع تحت أيدينا من 
كل منهما . إذا كان Olds‏ المقداران المجهو OY‏ هما © و2 فان قراءة عداد جيجر سوف 


تتصرف كمجموع قوتين (وليس كمستقيم) : 


(A) b=Ce™ + De”. 
عملياً » هذا القانون ليس منعكساً من قبل العداد. بدلاً من ذلك» إذا قمنا‎ 
تتحقق‎ (A) بسلسلة من القراءات ,,,....,5 فى اللحظات المختلفة ,,؛.....,؛ » فإن العلاقة‎ 
: بصورة تقريبية » فقط‎ 


إذا كان هناك أكثر من قراءتين 2 > m‏ فانه» على الأرجح »لن يمكننا حل مثل 
هذه المعادلات بالنسبة ل© و2 . لكن» يكن لمبدأ المربعات الأصغرية أن يعطي قيمتين 
قاين € Dy‏ 

سيكون الوضع مختلفاً LU‏ فيما لو bie‏ المقدارين© و2 وحاولنا إيجاد معدلي 
الانحلال ۸و p‏ . هذه مسألة مربعات أصغرية غير خطية وهى مسألة صعبة جداً. نريد 
؛ أيضاًء تكوين E?‏ » وهو مجموع مربعات الأخطاء» ثم نبحث عن نهايتها الصغرى . 
ولكن» عندما fad‏ مشتقاتها مساوية الصفر» فقد لانحصل على معادلات خطية في 
PEET raat‏ في التمارين » سنبقى مع المربعات الأصغرية الخطية . 


عر 


مجع 


ا ا اس 


5ق 


Y¥4 التعامد‎ 


أوجد أفضل حل مربعات أصغرية × للمعادلتين 10 = ×3 » 5= ×4 . 
ماهو الخطأ 52 الذي جعل في نهايته الصغرى ؟ تحقق من أن 
(5-4.x ,10-3x) Usd doer‏ متعامد مع العمود (3,4) . 

نفرض أنه جرت ملائمة القيمتين 1=,ط و 7= رط اللتين تقابلان الزمنين 
=l‏ او 2= مع ا مستقيم ٠-2:‏ ا مار من نقطة الأصل . حل المعادلتين 
المقابلتين ل 1= هو 7= 2D‏ بطريقة المربعات الأصغرية وتحقق من 


المستقيم المفضل . 


حل Ax =b‏ بطر da,‏ المربعات الأصغرية وأوجد × ۸= م2 ll‏ كان : 


تحقق من أن متجه الخطأ متعامد مع أعمدة 4 . 

اكتب * || E = || Ax-d‏ واجعل مشتقتي ذلك بالنسبة ل» و« مساويتين 
الصمرء إذا كان : 

| ظ 
u kals‏ 
4 


قارن المعادلة الناتجة مع sATA x =A"‏ تأكيداً لكون الحسات جيدا مثل 
الهندسة التى تعطى المعادلة النظامية . أوجد الحل × والمسقط ده - م 
. لماذا م دم ؟ 


rhs‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 
ارسم وجد مستقيما ملائما يؤدي إلى جعل الت ركيب التربيعي في نهايته 
الصغرى : (9 (C-D -4(*+)0- 5) HC +D-‏ . ماهو مسقط b‏ على فضاء 
أعمدة 4م ؟ 

: A a Or على فضاء‎ b hin J> أو‎ -Y-Y 

| 1 


E 
a. 4 


A = p= 


1 
2 
7 
فرق ف إلى ۾ + م حيث م في فضاء الأعمدة و ۾ متعامد مع هذا الفضاء . 
أي واحد من الفضاءات الحزئية الأربعة يحوي ۾ ؟ 
۷-۳-۳ أوجد مصفوفة الاسقاط م على الفضاء المولد بالمتجهين )1,0,1( = »و 
am ED‏ 
۸-۲-۳ إذاكانت P‏ مصفوفة اسقاط على فضاء جزئي 5 عدد أبعاده»» من الفضاء 
الكلى "۸ c‏ ماهو فضاء أعمدة P‏ وماهي رتبتها ؟ 
۹-۳-۴۳ (أ)إذاكان oP = PUP‏ برهن أن P‏ مصفوفة اسقاط . 
(ب) ماهو الفضاء الجزئي الذي يمكن للمصفوفة 0= P‏ أن تسقط عليه ؟ 
٠٠-۳-۲‏ إذا كانت المتجهات (رره,,ه متعامدة . فماهما 474 و 475 ؟ ماهو مسقط b‏ 
على مستوي المتجهين ٩‏ و ره ؟ 
۱1-۳-۴۳ نفرض أن 7 مصفوفة اسقاط على فضاء جزئي 5 و © مصفوفة الاسقاط 
على المتمم المتعامد S~‏ ماهما 0+ P‏ و PO‏ ؟ برهن أن معكوس P-Q‏ هو 
ذاتها. 
٠۲-۳-۳‏ إذا كان ۷ الفضاء الجزئي المولد بالمتجهين )1,1,0,1( و (0,0,1,0) » أوجد : 
(Í)‏ أساساً للمتمم العمودي ”۷ء 
(ب) مصفوفة الاسقاط م على V‏ 
)>( المتجه المنتمى إلى ۷ ASV‏ قربا من eel‏ (0,1,0-1 دوي V‏ 


ا 


( Ve التعامد‎ 


f=—2 عل‎ b = 4, t=-1 Je p=], 


,-2 Le b= 0, t=0 te B= 1 


١ م‎ 


0-۳-۴ 


ب 


\-Y¥-fT 


ity 


ثم أوجد مسقط )4,3,1,0(= م على elas‏ أعمدة المصفوفة 


-2 
-1 
o |: 
0 


المتجهات )1,1,0( =ره و )1,1,1( ره يولدان مستوياً فى R?‏ أوجد 
gives‏ الاسقاط على هذا المستوى وأوجد متجهأ غير ضفري ل يكون 
مسقطه في الصفر . 

إذا كانت P‏ مصفوفة اسقاط على مستقيم في مستوي eX -y‏ ارسم شكلا 
بش اثر HSP ISG giver‏ قر Lett‏ وریا اسب 
كون 7= HH‏ 

برهن أنه إذا كان للمتجه u‏ طول يساوي الواحدء فان المصفو فة P= uu’‏ 
ذات البعد الواحد هي مصفوفة اسقاط : إنها تتمتع با لخاصتين )١(‏ و 
(Y)‏ . باختيار ||»||/6-»:. تصبح 7 مصفوفة إسقاط على مستقيم يحمل 
ه وتصبح 25 النقطة ه ×=م . مصفوفات الاسقاط من الرتبة واحد» 
تقابل LE‏ » مسائل المربعات الأصغرية ذات المجهول الواحد . 

ماهي المصفوفة ذات النوع 2 × 2 التي تسقط المستوي x -y‏ على المستقيم 
45° - ححيث 0= x+y‏ 

نريد ملائمة المستوى =C+D14E‏ «مع النقاط الأربع : 


t=l,z=1 عند 0,23 حغ,3 د ير عند‎ y=6 


t=2,251 علد‎ y=S,t=0,7=0 عند‎ y=0 


vey 


١984-5-7 


iff 


Fi 


ا 


EE 


ال حبر ا لخطي وتطبيقاته 


)وعد ٤‏ معاد لات في ٣‏ مجاهيل لكي يمر مستو من النقاط المذكورة 
(إذا وجد مثل هذا المستوي) . | 

(T)‏ امحيد ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل لأفضل حل مربعات 
أصغرية . 

إذا كان (AAY A"‏ 4 -.م مصفوفة الاسقاط على فضاء أعمدة 4 , 
فماهي مصفوفة الاسقاط Py‏ على فضاء الاسطر ؟ (إنها ليست ۴ !). 
إذا كانت Pp‏ مصفوفة الاسقاط على فضاء أسطر paloi cA‏ مصفوفة 
الاسقاط Py‏ على الفضاء الصفرى ؟ (هذان الفضاءان الجزئيان 
متعامدان) . 

نفرض ,1 المستقيم المار من نقطة الأصل في اتجاه ,> و رى المستقيم المار 
من في اتجاه ره . لايجاد النقطتين الأكثر قرباً ,4× و يهي:+ b‏ من 
المستقيمين. اكتب معادلتين لكى يجعل ty‏ و ary‏ التركيب 
b|‏ - ج04 و2 - © | في نهايته fe 5 mall‏ بالتسبة ل اذا 

کان(1,1,0) =ره و )0,1,0( = ره و )2,1,4( = b‏ . 

أوجد أفضل مستقيم 21+ ٤‏ يلاثم 1,0,0-,4,2 b=‏ في الأزمنة ,2 - ۲ 
110 


Lal أصغرياً هو متو سط العينة.‎ E*= y y+ ل سي‎ y Lbs 
o? فهو التباين‎ E الناتم‎ 


vey التعامد‎ 


: JH أوجد أفضل مستقيم يوافق القياسات التالية وارسم‎ ۲٤-۳-۳ 
f=-l Ae y=2,t=0 در عند‎ 0, 
t= 1 Me y=-3,t=2 Ase y=-5, 
أفرض أنناء عوضاً عن المستقيم » لاءمنا المعطيات الواردة في التمرين‎ ۲٠-۳-۴۳ 
Ax السابق» بالقطع المكافىء “81+ 0+0 = ر في النظام غير المتسق‎ 
ماهي عناصر المصفوفة 4 والمتجه‎ de VI عن ع القياسات‎ ëL =b 
s ليس من المطلوي حساب‎ Fb ومتجه المعطيات‎ x المجهول‎ 
أقدام وذلك‎ L=5,6,7 تعذيب بالمط حتى أصبح طوله‎ IL مط رجل كهل‎ ۲٣-۳-۳ 
1. > 4 +DF , Hook طناً. بفرض صحة قانون‎ F -1,2,4 بتأثير القوى‎ 
. أوجد طوله المعتاد ۾ بطريقة المربعات الأصغرية‎ 


٤ - ۳‏ الأسس القائمة» المصفوفات القائمة وتقويم غرام - شميدت 

فی أساس قائم › يكون كل متجه منه متعامد مع أي متجه آخر . المحاور الاحداثية 
متعامدة فيما بينها . إن ذلك» فعلاً» قريب من المفضل» وهناك تحسين ممكن آخر من 
السهل اجراؤه : نقسم كل متجه على طوله لجعله متجه وحدة. تحول هذه الخطوة 
أساساً قائماً إلى أساس متعامد نظامي ۽ ستمكل جات هذا الأساس بالرهز gilig‏ 
يعني التعامد النظامى : 

: تكون المتجهات ,و...... ,۾ متعامدة نظامية إذا كان‎ al 


0 إذا كان izj‏ وهذايعنى التعامد 
1 اذاكان slis; i=j‏ يعني الانتظام 


ناین تسيا بي د اما sipke‏ 


j= (1,0) „e „= (0,1)‏ € 0 هى مصفوفة الوحدة ; في فضاء دي بعداً الأساس القياسي 
کوت م اغد ]= -O‏ 


l 0 0 

0 | 0 
e, =|0|, alil e, =| 0 

0 0 | 


من المؤكد أن ذلك ليس هو الأساس المتعامد النظامي الوحيد؛ بل يمكننا أن ندور 
المحاور كاملة دون أن تتغير الزوايا القوائم التي تلتقي بها هذه المحاور . مصفوفة الدوران 
هذه ستقدم فيما بعد كمثال لمصفوفة © . من جهة أخرى. إذا لم نكن نتعامل مع R”‏ 
بل مع واحد من فضاءاته الجزئية» فان المتجهات القياسية e;‏ قد لاتكون واقعة في هذا 
الفضاء الجزئي . في هذه «Ll‏ إمكان إيجاد أساس متعامد نظامي أمر غير واضح . 
لكننا سشبرهن أن مثل هذا ple!‏ موجود Lasla‏ وأنه من الممكن إنشاؤه بطريقة 
سهلة « انطلاقاً من أي أساس مهما كان نوعه. يدعى هذا الانشاء الذى يحول 
جملة مائلة من المحاور إلى جملة متعامدة al Fg‏ شميدت Gram _ Schmidt‏ . 

تلخص النقاط الأساسية الثلاث لهذا البند كما يلى : 

)1( تعريف وذكر خواص المصفوفات القائمة 0 . 

. عاديا أو بطريقة المربعات الأصغرية‎ © × =b حل النظام‎ (Y) 

.۸ = 0# طريقة غرام  شميدت وتفسيرها كتفريق مصفوفي جديد‎ CY) 


المصفوفات القائمة 


المصفوفة القائمة هى مجرد مصعو فه مر Aas‏ أعمدتها taken‏ تقلا 


)١(‏ لقد كان من الممكن أن يكون من الأفضل تسميتها مصغوفة متعامدة نظامية » ولكن قد اصبح 
التغيير متأخرآ جداً. يوجد» كذلك» تسمية غير مقبولة للعضفوفة المستطيلة ذات الأعمدة 
المتعامدة النظامية . سلكتب مع ذلك » Q‏ وتعتبر بذلك مصفوفة قائمة› مالم تكن مربعة . 


التعامد 20 


نستعمل 0 رمز لهذه المضفوقة و ةة رموزا لاعمدتها. خاضتا الاعمدة هما 
٩ ,- 0‏ ;99 14:4- ويمكن جعل ذلك ضمن خواص 0 . في هذا الدمجح» السهل 
جداً؛ يمكنك أن ترى لاذا يكون الرمز الملصفوفى حسن الاستخدام . 

۳ ف إذا كانت أعمدة A‏ متعامدة نظامية» فإن : 


T 
on. ست‎ 10.0 
00-72 42 || q qz of t | 
T 
sm 00.1 


لذا 1= 0" و '3.0'=0 المصفوفات ASW‏ يكون ال منقول هو المعكوس نفسه . 


عندما يضرب السطر : من "0 بالعمود زمن © فان .٩ ٩ ,- 0 ELI‏ هذه هي 
الأصفار غير القطرية . عندما يكون نز-: نجد على القطر 1= 444 . إن ذلك هو التنظيم 
وهو جعل المتجهات من طول يساوي الواحد . 

iae تکون‎ OT أن 070-17 حى عندساتكون 0 مستطيلة : إلا أن‎ Le 
| dks م ساسا‎ 
١ مثال‎ 


cos O sin@ 


-sin@‏ 6 05 |= قم 
-sinG cos 6‏ 


sin 6 cos Û |’ 


0 = 7i = 


+ 


تدور © كل متجه بزاوية قدرها6 وتدور “0 (إلى الخلف) بزاوية قدرها 6 - . 
من الواضح أن الأعمدة متعامدة وهي متعامدة_نظامية DY‏ 0-1 ومء+0* sin‏ . المصفوفة 
07 هي LE‏ مثل Q‏ مصفوفة قائمة . 
مثال ۲ 

كل مصفوفة مبادلة P‏ مصفوفةقائمة . أعمدتها Lace‏ متجهات وحدة وهي. 
Lace‏ متعامدة فيما بينها - OY‏ العدد )١(‏ يظهر في مواقع مختلفة من الاعمدة : 


يلاحظ بصورة مباشرة أن 1= ۶ . المنقول هو المعكوس . هناك مصفوفة أخرى م 
تحقق عناصرها 1 = PaP‏ ورم» تنقل المحاور د إلى الوضع ×رج- من نظام 
موجب إلى نظام سالب . لذا » فاننا نخطىء عندما نقول إن كل مصفوفة قائمة تمثل 
دوراناً. الانعكاس ممكن» أيضاً . المصفوفة | | |= P‏ ليست دوراناً مثل مصفوفة 
المثال )1١(‏ . لاتوجد قيمة ل 6 تنتح SSP‏ ” أي نقطة ( «.») إلى صورتها 0x)‏ عبر 
مرأة واقعة على المستقيم ×= رالذي ميله 56" . هندسياً» تمثل مصفوفة قائمة 0 
تركيب دوران وانعكاس . 

يبقى هناك خاصة مشتركة بين الدوران والانعكاس وتتمتع بها »فعلاً »كل 
مصفوفة قائمة . لاتتمتع بهذه الخاصة مصفوفات الاسقاط التي هي ليست قوائم 
ولأقابلة للعكس . الأسقاط يكر طول cared‏ بيدما dB pica‏ القائية ساضة تعد 
الاك أهمية رالا yuk‏ 


yo ¥‏ ای f‏ بمصفوفة قائمة Q‏ يحافظ على الأطوال : 
اا < ءا لکل متجه» 


(Ox (Oy) = ×" "م‎ Oy =x"y : OY »على الجداء الداخلى‎ Lal ويحافظء‎ 


تنتج المحافظة على الطول من 1= 070 : 
“اع =*| OY ||Ox‏ عا = (Ox "(Ox ) =x o" ox‏ 
يحتفظ كل جداء dele‏ وكل طول» عندما يدور الفضاء أو يعكس . Leb‏ 
يأتي الطول من الضرب الداخلي لمتجه بنفسه . وتأتي الزاوية عن pall‏ الداخلي xj‏ 
بد لأن 6 cos‏ يعطى بالكسر || x7y/ |× | y‏ ولا يتغير هذا الكسر عند pall‏ ب0 . 


التعامد يكل 


نصل الآن إلى الحساب الذي يستخدم الخاصة الأساسية 07-07 . من حيث 
Xe Tull‏ إجراء هذا GLA‏ تحت أى poled‏ . عملي سيكوق العمل سيطا جدا 
عندما يكون الأساس متعامداً ‏ نظامياً- ستبرهن فيما بعد أن ذلك يؤدى إلى الفكرة 
الأساسية لسلسلة فورية. إذا كان لديتا اسا فان کا متسهتركيب لهذا الا ساس ؛ 
DLA‏ هنا هي معرفة المعاملات في هذا التركيب : 

اكتب ١‏ كتركيب من الشكل 4 ,×+.....+ ر ۹ر ×+ و b =x‏ 

لحساب te gr,‏ حيلة بارعة . نضرب طرفي ال معادلة با متجه ٩‏ » في الطرف 
الا يست عند b‏ ؟بوفي الطرف الأيمن تختفي جميع الحدود (لأن 0 -.و (qi‏ سوى الحد 
الأول . سنبقى مع : 

qib - 9 q1 

لما كان 1 = ,و و فاننا نجد ,×. gi bal‏ . بصورة مشابهة نجد المعامل الثاني = ر× 
ي إنه الحد الوحيد الذى يبقى على قيد الحياة عندما نضرب ب 44 . تموت بقية الحدود 
سيب التعامد. لكل جزء من 8 قانون بسيط » يتركيب هذه الأجزاءاء نجد : 

أي متجه b‏ يساوي ,4( 5 47)+....رو (GB) 4+ (G28)‏ )01 
من أجل ذلك» نحتاج إلى أساس وكذلك © مريعة . 
لايمكننا أن نقاوم كتابة هذا الحساب بلغة المصفوفات . لقد بحثنا عن 
المعاملات في المعادلة المتجهة 5 - ,و + ...... + ay‏ . إنها مطابقة للمعادلة 
Ox =b 15 gill‏ (تضرب أعمدة قمر كات ») . خلهاعر "0د . إلا أن--0 
07 _ذلك عندما يتدخل االتعامد النظامي _لذا » يكون الحل أيضاً x=0"b‏ : 
(Y)‏ 


تظهر جميع مركبات × للعيان» إنها الجداءات الداخلية 928 كما رأينا سابقاً. 


YEA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

ين الشكل المقرقىء آنا اذا محم Lee‏ ق Slate BOE‏ 
نظامية l‏ الجر عن G‏ كثر کب من الصورة ...+ ع مطابق حل النظام Ax =b‏ . 
تذهب متجهات الأساس إلى مواقع أعمدة المصفوفة . في هذه الحالة» نحتاج إلى A‏ 
التي تأخذ عملهاء ولكن في حالة التعامد النظامي نحتاج فقط إلى "0 . 


ملاحظة ١‏ لقد ظهرت النسبة ,448/074 منذ قريب عندما اسقطنا على مستقيم . لقد 
كان Sele‏ للمتجه a‏ وكان المسقط a'a Ja‏ / 07( هنا سيكون المستقيم حاملاً لو 
رسيكون المقام ١‏ ۾ والمسقط ,2 (gb)‏ لذا سيكون لديئا تفسيرجديد للقانوت 
(qi 5‏ ,2 = ط كل متجه b‏ يساوي مجموع مساقطه ذات البعد الواحد على 
المستقيمات الحاملة q; J‏ 

هناك شيء إضافي آخر . لما كانت هذه الاسقاطات قائمة» فان نظرية 
فيثاغورس تبقى صحيحة . مربع الوتر يبقى مساوياً لمجموع مربعات المركبات : 


|b |? = gib + (gid)? +... + nd)’. 


إن ذلك ماثل للعلاقة ”|| [lb |]?=l]107‏ برهنت من قريب . 

ملاحظة ١‏ لا كان !02-0 فان لدينا أيضاً :-07 0 . عندما تقع © قبل “0» فان الجداء 
يأخذ الجداءات الداخلية لأسطر © . (بالنسبة ل 070 هى الأعمدة). لما كانت النتيجة 
هي. Lal‏ مصفوفة الوحدة» فاننا نصل إلى نتيجة مفاجئة : تكون أسطر مصفوفة 
مربعة متعامدة نظامية عندما تكون أعمدتها كذلك . تتجه الأسطر في اتجاهات مختلفة 
je LE‏ اتجاهات الأعمدة كما في المصفوفة الواردة أدناه» وإننى لاأرى» هندسياً BUs‏ 
يكون على هذه الأسطر أن تكون متعامدة ‏ لكنها كذلك . 

مثال : 

IN3 1/2 1/6 


1N3 0 -2N6 
IN3 IN2 1IN6 


O = 


التعامد 2۹ 


المصفوفات المستطيلة ذوات الأعمدة المتعامدة - النظامية 

يتعلق هذا الباب بالنظام ط= car‏ إلا أن 4 ليست بالضرورة مربعة . يدور هذا 
البند حول النظام Or =b‏ ونقبل هنا الامكان نفسه- يكن أن توجد أسطر بعدد يزيد على 
عدد الأعمدة . n Lu‏ متجها متعامدة نظامية .ي وهي أعمدة 0 » ولکن› لهذه الأعمدة 
< ” مركبة . بقول آخر © مصفوفة من النوع oly Xn‏ نتوقع حل Ox=b‏ بصورة 
صحيحة . لذا» نحلها بطريقة ا مربعات الأصغرية . 

إذا كان هناك أي انصاف» فان الأعمدة المتعامدة تجعل المسألة سهلة . لقد عملنا 
على المصفوفات المربعة وسنعمل الآن على مصفوفات مستطيلة . النقطة الأساسية 
هي أن نلاحظ أنه لايزال لدينا 1 - 0*0 : 


aod 


لم يعد صحيحا كون OF‏ معكوس © ولكنها تبقى ا معكوس اليساري . بالنسبة 
للمربعات الأصغرية» هذا كل مانحتاجه . تنتج المعادلة النظامية عن ضرب المعادلة 
Ax =‏ بمنقول المصفوفة لنحصل على A'b‏ 4/4 . هنا 4 هى © ٠‏ والمعادلة النظامية 
هى =O"‏ :0 07 . لكن © 0 هى مصفوفة الوحدة !لذا فان ا حل هو "0 » سواء أكانت 

۳ ف إذا كانت للمصفوفة © أعمدة متعامدة_نظامية فان مسألة المربعات الأصغرية 


Yo.‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


Ox - 6‏ (نظام مستطيل لايوجد حل مقابل أكثر قيم (b‏ 

!0 = × 0" (معادلة نظامية للحل المفضل »د حيث يكون =I‏ 070) 

(qi b هو‎ x) x 0ع‎ 

0 = م (مسقط b‏ على فضاء الأعمدة هو ,9 (415)+....+ و (Gb)‏ 

p= © 5‏ (لذا تكو ن مصفوفة الاسقاط هي 00° = (p‏ 

يشبه القانونان الأخيران القانونين» ده مو 5-4)474(147ء اللذين يعطيان 
المسقط ومصفوفة الاسقاط من أجل أي مصفوفة 4. عندما تكون الأعمدة متعامدة و 
4 هي © فان «مصفوفة الضرب المتصالب» ATA‏ تصبح مصفوفة الوحدة 1= 0"0 . 


ý 8 . 
دم‎ 85 - 6 + 9075-0 01 


d} axis 


شكل ١-7‏ المسقط على مستو = مجموع المسقطين على | و ره المتعامدين 
يختفي الجزء الأصعب من المربعات الأصغرية عندما تكون المتجهات متعامدة 
- نظامية . تكون المساقط على المحاور ilar‏ ومرهومجموعهذهالمساقط 


1 o 
وهو ذو بعد واحد ,و(1)4/5+....+,416(9) -م.‎ 


التعامد 50 


نؤكد أن هذه المساقط لاتنشىء 5. إنها تنجز ذلك فى حالة المصفوفة المربعة 
"= . ولكنها فى الحالة المستطيلة < لايمكنها أن تحقق ذلك . إنها تعطى المسقط 
م ولکنها لاتعطي المتجه الأصلي ط هذا كل مانقدر على توقعه عندما يوجد عدد من 
المعادلات يزيد على عدد المجاهيل ولم تعد المتجهات Lalala‏ مصفوفة الاسقاط 
هي ciale‏ “مامز A (ATA‏ ويمكن هنا اختصارها لتصبح ١‏ 
T| i p=0@'o'o!‏ 


)£( 
لالظ آذه ههن مصظوقةالوحدة مين التوع «n Xn‏ بينما © 0 هى مصفوفة 
اسقاط P‏ من mX m gil‏ إنها تعمل عمل مصفوفة الوحدة على أعمدة 0 US SP)‏ 
وحدها) ولكنها تعمل كمصفوفة صفرية على المتمم المتعامد ( الفضاء الصفري 
AD‏ 
مثال ١‏ الحالة التالية بسيطة لكنها غوذجية : لنفرض il‏ أسقطنا نقطة b= (xyz)‏ على 
مستوى -Y‏ × . إن مسقطها هو )0 (xy,‏ = م وإنه يساوي مجم و المسقطين المختلفين على 


. محورى × و لر‎ 
T 0 0 T x l 
(q2b)q2 =| y و‎ qQ =|l 3 g2 =|0|; و‎ gq =0 
| 0 0 0 
: وبذاء تكون مصفوفة الاسقاط على العموم‎ 
| x x 100] 
Ply|=ly] و‎ P=aqiqi tag =|010 
2 0 0 0 


مثال ۲ هناك حالة تؤدي فيها ملائمة مستقيم إلى Seles Boel‏ .)13 أحذت القاسات 
ور« بحيث يكون متوسطها Jelia‏ وسيون هى ,3- = ,+ » فان محاولة ملائمة 
1 لمستقيم =C+Dt‏ رتؤدي إلى ثلاث معادلات بمجهولين : 


l -3 Y] ) + 2 زوع‎ 
i C 


TOY‏ ا لحبر الخطي وتطبيقاته 


ويمكن إيجادالمعاملين المفضلين Dy C‏ كل منهما بمعزل عن الآخر : 


12 ب‎ 2 + 2 | ee oo وك‎ i 


(y; +y>+y3/3 Si Ee cS‏ = 6 سه بصورة خاصة ؛ إنه متوسط المعطيات . إنه 
يعطي أفضل ملائمة بمستقيم أفقي » بينما Dr‏ هو أفضل ملائمة بمستقيم مار من نقطة 
الأصل . جما أن العمودين متعامدان» فان مجموع هاتين القطعتين ا متمايزتين يث ل أفضل 
ملائمة بأي مستقيم على ا لإطلاق . لكن» با أن العمودين لايساوي كل منها الوحدة 
=e‏ متعامدين نظاميين- فإن قانون الاسقاط يحوي مربع الطول في المقام . الأعمدة 
المتعامدة ‏ النظامية مفضلة جداً بحيث يكون من المستحسن الانتقال إلى هذه 
الحالة في كل مرة . إذا لم يكن متوسط أزمنة الملاحظات صفرل إنه .+ )=1 
Vim‏ فإنة يمكن تحويل عدا الزسن pras Lapa ۴ aig‏ 
نتعامل مع ( Cr-‏ 4+ =« . المستقيم المفضل يبقى كما هو : كما في هذا المثال نجد : 


[1 eam ][| «+ Ym ۶ _ Yi Pa + Ym 


(2) = i 
EPN ktl = 
Hi“ Orati t)° ke £7 


© المغضل هو المتوسط » ونتوصل» أيضاً » إلى قانون مناسب لحساب 2 . 
لقد كان للمصفوفة 44 العناصر غير القطرية Dt,‏ وبسحب الزمن بمقدار t‏ تصبح 
هذه العناصر أصفاراً . هذا السحب مثال لطريقة غرام - شميدت وهي تقويم 


AY التعامد‎ 


تع المصفوفات القائمة حاسمة فى الجبر الخطى الحسابى لأنها لاتدخل عدم 
استقرار . بينما تبقى الأطوال كما هي» فان التدوير يبقى تحت المراقبة . لذلك أصبح 
تقويم الأعمدة تقنية أساسية . إنه يؤدي إلى التحليل OR‏ الذي هو قريب من القانون 


.A = LU المهم‎ 


يقة غر el‏ شميدت Gram — Schmidt‏ 
نفرض أننا اعطينا ثلاثة متجهات مستقلة a,b,c‏ . إذا كانت متعامدة نظامية فالعمل 
سهل . لاسقاط متجه v‏ على الأول منها » نحسب (a v Ja‏ لاسقاط المتجه ذاته على 
مستوي المتجهين الأولين» يكفيك أن تجمع (aly (4 +(b'v )b‏ للاسقاط على فضاء 
جزئي محاوره a,b,c‏ » نضيف ثلاثة مساقط . تتطلب كل الحسابات الجداءات الداخلية 
”عب a yb‏ فقط . لكن لنجعل ذلك صحيحاً » يجب علينا أن ننطلق بقولنا«إذا كانت 

متعامدة نظامية ٠‏ . ننوي OV‏ ايجاد طريقة لجعلها متعامدة ‏ نظامية . 
الطريقة سهلة . لقد أعطينا abe‏ ونريد إيجاد 4ر44 . لاتوجد أي مشكلة مع 
og,‏ يكن أخذه ol FL‏ ». نقسم على الطول لكي يكون ]| »| /6-,؟ متجه وحدة. 
المسألة الحقيقية تبدأ من وو الذي يجب أن يكون متعامداً مع ه. الفكرة هي الانطلاق 
ط» فإذاكان لهذا المتجه مركبة على اتجاه ,و (الذي هو اتجاه Ca‏ فاننا نطرح هذه ا مركبة 
من b‏ : 
إ) - b' =b‏ )1( 
أصبح b’ OYI‏ متعامداً مع gy‏ إنه الجزء من الذي يتجه في LEYI‏ الجديد. 
ولیس فى اتجاه ». في الشكل (۱۱-۳)» b’‏ متعامد مع ,4. إنه يهيىء اتجاهاً للمتجه 
ره . لما كان من المطلوب أن يكون رو متجه وحدة» فإننا نقسم b’‏ على al sb‏ :/'0-ر9 
ا 
حتى هذه النقطة . فقد عين كل من ,4و ره . ينطلق الاتجاه الثالث المتعامد ب 


Yo?‏ ا حبر الخطي وتطبيقاته 


“إنه لايقع في مستوي ر٩‏ و ده الذي هو مستوي » و 5. عندئذ 6 يكن أن CSU pK‏ 
مركبة في هذا المستوي تطرح من ء. (إذا كان الناتح 0 = e‏ فان ذلك يشير إلى أن abc‏ 
غير مستقلة من الأصل . ) مهما كان الامرء فإننا نريد المركبة '» وهي جزء » الواقع في 
الانجاه الحديد المتعامد مع المستوي : 


(v) Cc 26-1 gic) q\- (qe) q». 


هذه هي الفكرة الأولى لطريقة غرام -شميدت : يطرح من أي متجه جدید 
مركياتة على LEY‏ الى عيدت ع ن قبل . تستخدم هذه القكرة مرة بعد 5 . 


شكل )¥-\ 54 مر DAS‏ على ,ب قد حذفت». ونظم كل من 3a‏ 'ط . 


عندما يكون هناك متجه رابع e‏ نسقط مر LS‏ على +9,,4,4 . طبعاً متجه الوحدة gy‏ 


فد کول من C’‏ بعد فسمته على طو له || llc’‏ ر = q1‏ 


)١(‏ إذا رأي غرام ذلك أولاً فماذا يبقى لشميت 


التعامد 00 


لايجاد ,و نجعل المتجه الأول معحه:وحدة V2‏ لهت q‏ . لایجاد رب » نطرح من 
المتبحه tll‏ مركبته فى الاتجاه الأول : 


ره المنظم هو ط مقسوماً على طول 'ط» الذي هو 1⁄۷2 : 
1/2 
0 
14/2- 
لايجاد q3‏ نطرح من »© مركبتيه على اتجاهي [4 ( 42 ٠‏ 


1 N E : 
C ن ع‎ - )9( 2( 9, - ) 93 CJ © و‎ 


= ر 


1/2 
0 
1N2 


0 
I |. 
0 


1/2 
2 2| 0 
12 


أنه » LJL-‏ » متيجه وحلة لذاء فهو ر4 . النتيجة هي مجموعة من المتجهات 
المتعامدة _ النظامية 919993 ستو ضع في أعمدة مصفوفة قائمة Q‏ : 


IN2 I2 0‏ 
1 0 )( = | وي 47 إن |= Q‏ 
0 2/م1- 2//ا 


من الواضح أن هذه الأعمدة متعامدة ‏ نظامية . 


Ten‏ الجير الخطي وتطبيقاته 


۳ ر Glas‏ طريقة غرام - شميدت بمتجهات مستقلة a,‏ 56 ,)6554 بالمتجهات 
المتعامدة ‏ النظامية ayan‏ في الخطوة ز » يطرح من زه مركباته على OEY‏ التي 
(A) a; =a; - (qi aja i gg (qj. 1 Gj - 1-‏ 


لدا فإن q;‏ هو المتجه | a'y lja"‏ ! 


ملاحظة تتعلق با حسابات من السهل تقوي ال متجهات Eso‏ جعل أطوالها مساوية 
لل do!‏ الجذر التربيعي يدخل » فقط » في النهاية عندما نقسم على أطوالها. المتجه 
a”‏ پبقی نفسه : 
(مسقط a;‏ على —(a fe‏ مان A‏ بول a.‏ على a—(a F‏ = 4 
إنه» فقط» قانون الاسقاط الذي يظهر مختلفاًء باستخدام المتجه غير المنظم a’‏ عوضاً 
عن متجه الوحدة بو : 
مسقط a,‏ على 59 5 مس ةط Gj‏ على ر4 


227 
(a,) © د‎ 


يعطى المثال الوارد اعلاه الشىء دازه دول جذر تربيعى . 


| 
2| |] 2 ii , |! 
c=|1|-|0|-2| 0| ثم‎ B=/0)-—)0 
oO} |] ن‎ gj #1 


التحليل 01- 

ننطلق بمصفوفة A‏ أعمدتها وننتهي بمصفوفة © أعمدتها رو.رو.,؟. ماهي 
العلاقة بين هاتين المصفوفتين ؟ وما هي هذه العلاقة في الأبعاد الكثيرة: عندما phlei‏ د 
,0.4 وننتهي ب gd‏ ؟ المصفوفتان 4 و 0 من النوع om Xn‏ عندما تكون المتجهات 
من فضاء ذي ۸ بعداً» وتوجد مصفوفة ثالثة تربط بينها . 


TOV التعامد‎ 


الفكرة هى كتابة المتجهات a,‏ كتراكيب فى المتجهات و . مثال ذلك المتجه b‏ فى 
الشكل )١١-۳(‏ تر كيب للمتجهين المتعامدين النظاميين ,وو ره ونحن نعرف ماهوهذا 
التركيب : 


b = أب‎ b)q; + (qabiq. 


age‏ ذلك إلى المعادلة المحوطة .)١(‏ كل متجه من المستوي هو مجموع 
مركبتيه على |4 و ره. بصورة مشابهة» ٠‏ هو مجموع مركباته على 
I>) c=(qic VARCH: jq +43 c 9 : 0‏ عبرنا عن ذلك بشكل مصفوفي JE‏ 


A =0 R التحليل ا جديد‎ 
qia qib nic 
abcl=l41 @ 43 0 2¢ 
q4 


لاحظ الاصفار في المصفوفة الأخيرة ! إنها مثلثية . لأنه قد أجريت عليها طريقة 
غرام ‏ شميدت . المتجهان الأولان » و ,و يقعان على مستقيم واحد . لذاء طبه و42.,؟ 
تقع في مستو واحد . المتجه الثالث » والمتجه و لن يستخدما قبل الخطوة الثالثة . 

التحليل مشابه للتحليل A=LU‏ » ماعدا كون أعمدة العامل الأول © متعامدة- 
نظامية : العامل الثاني يدعى ۸ » لأن العناصر غير الصفرية تقع عن يمين القطر (الحرف 
7 قد استخدم من قبل) . العناصر غير القطرية فى 8 هي الأعداد 1/0/2 - qib‏ 
و 2= ٠ي‏ = ءي قد اوجدت من قبل . العناصر القطرية هي الأطوال 1 , 1۸2 , 
2/التى قسمنا عليها. التفريق الكامل هو 


112 hes V2 OW 1/2 w2 V2 
A=/001 0 || I2 v2 | - 
| 0 0 | Na IN 0 I 


تلاحظ أطوال المتجهات 5.0 على قطر ۸. . توجد خارج bill‏ مضاعفات 


TOA‏ الجير الخطي وتطبيقاته 
له و ره وهما اللذان طرحا وفق طريقة غرام ‏ شميدت . المتجهات المتعامدة النظامية 
التي هي 4,441 والتي هي الغرض الكامل للتقوي » تقع في العامل الأول 0 . 
ربا يكون OR‏ أقل Vo‏ من LU‏ (بسبب الجذور التربيعية). كل من هذين 
التحليلين مهم لنظرية الجبر الخطي وهما . قطعاً » فى مركز الحسابات . 
الحالة العامة مشابهة WU‏ المصفوفة R‏ من النوع ۸×« وعنصرها زهو Gia,‏ 
إنه يساوي الصفر عندما يكون : أكبر من qi) j‏ انشىء متعامداً مع ,ه). لذا فان ۸ مثلثية 
عليا تظهر عناصرها في القانون (A)‏ بصورة خاصة» عندما يعوض a",‏ بالكسر/ 
-eslas‏ 
زه a aj = qiaj)qi + ... + Qj - 14j «j-1 + fall‏ 
الطرف الاين هو جداء 0 فی ۸ مكتوباً بشكل كامل . 
۳ ش يمكن تفريق أى مصفوفة (A‏ أعمدتها مستقلة خحطياًء إلى .A=OR‏ أعمدة 0 
متعامدة ‏ نظامية و ۸ مثلثية عليا قابلة للعكس . عندما mand Sy‏ وكل المصفوفات 
مربعة» تصبح 0مصفوفة قائمة . 
يجب علينا أن لاننسى النقطة الأساسية للتقوي . إنه يبسط مسألة المربعات 
الأصغر ية =4 . تبقى المعادلة النظامية صحيحة» لكن 474 الذى يسهل إيجاد 
معكوسها تصبح : 
ATA =R'O'OR=R'R.‏ 
لذا فإن المعادلة الأساسية 4= × 44 تبسط إلى الصورة : 
R Rx =F Ob‏ أو Rx =O"‏ )+\( 
عوضاًعن حل 5 -:08 الذي لايمكن اجراؤه» نحل 0% = ×۸ الذى يمكن 
ales‏ بسرعة تامة ROY‏ مثلشة . التكلفة الحقيقية هي mn”‏ عملية لطريقة غرام_ 
شميدت» وهي التي نحتاجها لايجاد 0 و R‏ في المرحلة الأولى . 


التعامد 10۹ 


تطبق فكرة التقويم نفسها على الدوال . الجيب وجيب التمام متعامدان t‏ القوى 
...12 ليست كذلك . عندما تكتب دالة f‏ كت ركيب في جيب وجيب تام نسمي ذلك 
متسلسلة فوريه Fourier Series‏ . كل حد فيها مسقط على مستقيم ‏ يحوي المستقيم في 
فضاء الدوال» مضاعفات cos nx‏ أوعه :زه . إنها موازية» DL LE‏ المتجهات ومن 
الأهمية نفسها بحيث تستحق النظر . وأخيراًء لدينا عمل مع شميدت؛ تقويم قوى × 
لانتاج كثيرة حدود لوجاندر Legendre‏ 


الفضاءات الدالية ومتسلسلات فوريه 

هذا المقطع مختصر واختياري» لكن له أهداف مهمة : 

(1)1دخال فضاء التجهات الشهير الذى له oe‏ غير متته هن tole‏ 

F(x) توسيع مفهوم الطول والجداء الداخلي من المتجهات « إلى الدوال‎ (Y) 

(*) التعرف على متسلسلة فوريه f MW‏ كمجموع مساقط عدد أبعاد كل منها 
يساوي الواحد؛ الأعمدة المتعامدة التي تولد هذا الفضاء هي الحيوب وجيوب التمام . 

E LA .... تطبيق تقويم غرام  شميدت على كثيرات الحدود‎ )٤( 

)0( ايجاد أفضل تقريب ل f(x)‏ بخط مستقيم . 

سنحاول متابعة هذا المخطط الذي يفتح أمامنا سلسلة من التطبيقات الجديدة 
للجبر الخطي بطريق نظامي . 

١‏ - بعد أن درسنا كل الفضاءات التى لها أعداد منتهية من الأبعاد "۴۸» فمن 
الطبيعي أن نفكر بالفضاء poe‏ الذي يحوي كل المتجهات V= (ViVa Vyp)‏ 
التى لها متتالية لانهائية من المركبات . إن هذا الفضاء متسع SKY haces daa‏ أن 
يكون مفيداً حقاً إن لم نوجد ضوابط لمركباته «١‏ . إن أفضل فكرة هنا هي المحافظة على 
تعريف الطول المعتاد وهو الجذر التربيعي لمجموع مربعات فيثاغورس» وأن لايتضمن 
هذا الفضاء سوى المتجهات التي لها طول محدود : على المتسلسلات : 


(\\) lv ||? =v} +3 +03 +... 


أن تتقارب نحو مجموع منته . وهذا يبقي » مع ذلك » مجموعة متجهات. 
عدد أبعادها مالانهاية » تحوى See‏ المتجه (oon)‏ ولكنها لاتحوي المتجه 
(LLL)‏ يكن جمع أي متجهين محدودي الطول || «(lv tw ll) > ||: Helle‏ كما 
يكن ضرب أي متجه بعدد » لذاء إنها تكون فضاء متجهات . إنه فضاء هيلبرت 
14 الشهير . 

فضاء هيلبرت هو الطريق الطبيعي لجعل عدد الأبعاد مالانهاية مع المحافظة فى 
الوقت ذاته على هندسة الفضاء الإقليدى المعتاد . تصبح فيه القطوع التاقضة Clemo‏ 
ناقصة ذوات أبعاد عددها مالانهاية وتصبح القطوع المكافئة مجسمات مكافئة» وتعرف 
المستقيمات المتعامدة بالطريقة السابقة : يكون المتجهان » و v‏ متعامدين عندما يكون 
جداؤهما الداخلى مساوياً الصفر : 


piwev ع4 ث1 ون[ + و‎ ١ 3 t80 

إن هذا المجموع مضمون التقارب وإن كل متجهين يحققان متراجحة شوارتز 
| ۳ا || I‏ <| ”ءا . كذلك لايمكن لجيب التمام» فی فضاء هیلبرت» أن يكون 
أكبر من الواحد . 

هناك أمر آخر مهم يتعلق بهذا الفضاء : لقد gb‏ هذا الفضاء بصورة غير صريحة 
في أبحاث متفرقة ومن الممكن أن تتحول متجهاته إلى دوال وهذا يحملنا إلى النقطة 
الثانية . 

١‏ - لنفرض أننا ننظر فى الدالة =sinx‏ ()/ فى الفترة 7 2 > ×> 0. إن /هذه تشه 
متجهاً له مستمر من المركبات هي قيم × sin‏ على طول الفترة كاملة . لإيجاد طول مثل 
هذا c aill‏ من المستحيل تطبيق قاعدة الجمع المعتاد لمربعات المركبات . لقد استعيض 


التعامد ل 
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( \ ) A 
fl” =| (CD به‎ =| (sin x)” dx = 7. 
0 


0 
لقد اصبح فضاء هيلبرت فضاء دوال » متجهاته دوال ولدينا طريقة لقياس 
أطوالها . يحوي هذا الفضاء جميع الدوال التي لها طول منته كما هو في العلاقة (11) 
أعلاه . إنه لايحوي الدالة 1/0 = )م OY‏ تكامل 1/7 مالانهاية . 
الفكرة ذاتها التى استبدلت» التكامل بالتجميع » أوجدت ال جداء الداخلي 
لدالتين: إذا كان g(x) =cos x‏ و fix) =sin x‏ فإن : | 
5 60 
(fg) =| f&)gx) dx = | sin x cos Xx = 0‏ 
0 
إن ذلك مثل الجداء الداخلى لمتجهين fle‏ إنه يرتبط بالطول وفق العلاقة 
۶| ۶| -0/,/) وتتحقق من جديد متراجحة شوارتز lel‏ || > (./)|. من الطبيعي أنه 
إذا كان الجداء الداخلى لدالتين مثل × cos‏ و sin x‏ مساوياً الصفرء فانهما تدعيان 
متعامدتين وتصبحان» La‏ » متعامدتين نظاميتين بعد تقسيمهما على طولهما المشترك 
Vr‏ 
)1( متسلسلة فورية لدالة هى نشر وفق الجيوب وجيوب التمام : 


لحساب معامل تموذجي مثل (by‏ نضرب الطرفين بالدالة المقابلة sin x‏ ثم نكامل من 
الصفر إلى 25 . بقول آخر نأخذ الجداء الداخلى للطرفين sinxa‏ : 


2n 
y(x) sin x dx = ay sin x dx + a, | cos x sin x dx +b, | (sin x) dx +.... 
0 0 


0 0 


كل تكامل» في الطرف الأيمن» يساوي الصفر سوى واحد منها وهو الذي 
يكون فيه sins‏ مضر by‏ بنفسه . الجيوب جيوب التمام متعامدة فيما بينها كما في 


Glad ا خبر \ | | و‎ Tair 


: لذا يكون ,ث مساوياً الطرف الأيسر مقسوماً على تكامل لايساوي الصفر‎ OY) 


2r 
) sin xX حك‎ 
١ — ,لے م‎ sin x) 


0 = 1 san 
(sin x, Sin x) 


(eina? dx 
0 
.cos 2, الدالة‎ a, وسيستخدم‎ 9 Sin × عوضاً عن‎ cos × أن يحوي‎ a على معامل فوريه‎ 
النقطة الأساسية في هذا الحساب هي ادراك التوافق بين المساقط . وقد حسبت‎ 
: على المستقيم المولد ب © من قريب‎ b مركبة المتجه‎ 
+ وان‎ 
a'a 
على هذا‎ p فكانت مر كبتها‎ sin x اسقطنا ¢ في متسلسلة فوريهء الدالة ر على الدالة‎ wal 
المعامل ,هو حل المربعات‎ . ) + a (كان في المتجهات‎ by sin × الاتجاه. هي بالضبط الحد‎ 
b sin x الأصغرية للمعادلة غير المتسقة «= × «نىرط؛ بقول آخرء إن ذلك يجعل الدالة‎ 
فريبة بقدر الإ مكان من «. ذلك صحيح لكل حد آخر من المتسلسلة ؛ كل حد منها يمثل‎ 
مسقط على جيب أو جيب تام . لا كانت هذه الجيوب وجيوب التمام متعامدة» فان‎ 
متسلسلة فوريه تعطي إحدائيات ال متجه على مجموعة غير منتهية من المحاور‎ 
. المتعاملة‎ 

4- هناك كثير من الدوال المفيدة غير الجيوب وجيوب التمام والتي ليست دائماً 
متعامدة . أبسط ذلك كثيرات الحدود» وما يؤسف له» أنه لاتوجد فترة تكون عليها 
الاحداثيات الثلاثة الأواتل_الدوال ”× Ix,‏ متعامدة . (الجداء الداخلى ل ,1 موجب 
a Less‏ تكامل 2( لذاء القطع المكافىء الأشد قرباً من الدالة (:): ليس مجموع 
مساقطها على ,1 . ستجد هنا حدوداً مت do gl‏ مشابهة LU‏ ل (ATAY!‏ في حالة 
المصفوفة . وبالفعل» فإن هذا التزاوج يعطى بواسطة مصفوفة هيلبرت سيئة الشروط . 
على الفترة 1 >> 0 . 


~~ = 


w| =rnu|= سم‎ 
u| = | = w| سم‎ 


. |S Ge aal m 
AA =| (, 1) (x, x) x") | =| | x J x? J x’ =|- 
oe 1 x", ص‎ J x? | | x‘ 
بعيدة من أن تكون متعامدة . اضف إلى‎ 1, ×, 27 OV لهذه المصفوفة معكوس ضخم‎ 
ذلك أن هذا الوضع يصبح مستحيلاً بالنسبة لحاسوب حديث فيما لو أضفنا إلى ذلك‎ 
بعض المحاور الأخرى . من ا مستحيل عملياً» حل ا معادلة النظامية 470 - ×44 من‎ 
. أجل كثيرة ا حدود الشديدة القرب من الدرجة العاشرة‎ 

زيادة فى الدقة . نقول» ail‏ من المستحيل حل تلك المعادلة بواسطة الحذف 
التخلى عن ذلك ؛ لقد كان من الممكن التقريب بكثيرة حدود . الفكرة الصحيحة هي 
التحول إلى محاور متعامدة› وهذا يعنى اجراء تقو غرام شميدت : نبحث عن 
Lar Jibini‏ 

من الملائم العمل ضمن فترة متناظرة مثل 1 + > 1- لأن ذلك يجعل كل قوة 
فردية ل × متعامدة مع كل قوة زوجية XS‏ 


1 
(1, x) | aD wa) - | x” dx =0. 
I] a 
و × درا محورين‎ Y= 1! يكن لطريقة غرام  شميدت أن تبدأ بفرض‎ e 


متعامدين أولين ويبقى علينا أن نصحح زاوية 1 مع -x‏ بواسطة القانون (7)» نجد كثيرة 
الحدود الثالثة المتعامدة مع السابقتين : 


] 
? , 
2 _ 3 | x dx 
Dy mg? ULA E La ع ہے‎ a 
le 1) (x, x) ‘ 3 


| 1 dx 
-] 
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So ytdla 2s‏ كر edge Wl‏ الطريقة هى كثيرة حدود لوجاندر Legendre‏ وهى 
متعامدة مع كل واحدة أخرى على القع ة 1 522 1ه + 


3 | | 
rasli -Idal =Ü. 
3 a 3 فا‎ 


Jy 
كثيرة الحدود ذات الدرجة العاشرة » الأشد قرباً » قابلة للحساب‎ OVI تصبح‎ 

دون كارثة » بالاسقاط على كل من كثيرات حدود لوجاندر العشر gl)‏ الإحدى عشرة) 

الأول. 

4- نفرض أننا نريد تقريب ×= « بواسطة مستقيم CHD x‏ بين 0 - :دو 1=×. هناك على 

ie ae‏ وإذا قارنتها يصبح الفصل بكامله واضحاً! 

: هي‎ ATAT -Ab بالمربعات الاصغرية. المعادلة‎ (1 [| E | =× لنحل‎ )١( 


+ s|- 


() لنبحث عن النهاية الصغرى J‏ 


l 
E? 1 a ل ديعن و لكت‎ -20- 2D+C° + CD + m. 
i 1 


È 


| (1, x°) 
J 


(x, X”) 


le Û tay 
(x, 1) (x, x)| 


تظهر adl G‏ ل © و ات de‏ القسمة على (Y)‏ + المعادلة LAS‏ 
يقة :)١(‏ 


sige ل‎ 17 y a عد‎ Epen. 
6 2 i 7 3 3 


)1( نطبق طريقة غرام ‏ شميدت لاستبدال (1,1)/(,!) xox‏ . إن > Joliet‏ 


1٥ التعامد‎ 


مع .)١(‏ تعطي الآن المساقط التي لها بعدواحد» أفضل مستقيم : 


١-2-7 


g-i 


i‏ نه 


"E ETE 
Ehme ل بي‎ yn Bye 


(1, 1) (x - 


— | فم 
Ed‏ 
Pt‏ 


)1( اكتب المعادلات الأربعة لكي يتلاءم المستقيم 21+ €= رمع 


: المعطيات‎ 
f==1 te y= te-2 we yo 
f= 2 te y=0 t= ] se y=-l 


بين أن الأغمدة ستعامدة : 
(ب) أوجد المستقيم المفضل و ارسم AKS‏ واكتب الخطأ E?‏ 
(ج) فسر كون الخطاً مساوياً الصفر فى النظام الاصلي ذي المعادلات 
الأربع بمجهولين. أين يقع الطرف الأيمن b‏ بالنسبة لفضاء الأعمدة. 
ماهو مسقطه م؟ 
اسقط (0,3,0)- م على كل من المتجهين النظاميين . 
a3 -)-1/ 3,2/ 3,2/3(‏ , (1/3-.2/3,2/3) = 4 ثم أوجد مسقطه وعلى 


أوجد» «Lal‏ مسقط b7=(0,3,0)‏ على (1/3,2/3-,2/3) = يه ثم 


اجمع المساقط الثلاثة الأحادية البعد وفسر الناتح. لماذا تساوي 


5 مصفو فه الو حدة‎ mä +a, p m ad} 


اذا کات ر66 مصغو فتين قاتمتين فهما 10S‏ = 070 برهن أن 
,0,0 مصفوفة قائمة» أيضاً. إذا كانت ,0 دوراناً بزاوية 0 و Oy‏ دوراناً 
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0-4-7 


#دوية 


TES 


Jat! 2‏ وتطبيقاته 


بزاوية وفماذا تمثل ر00 ؟ هل يمكنك أن تهد المطابقتين المثلثيتين 
المتعلقتين ب ( + 0) cos‏ و )849( sin‏ من خلال lad!‏ ,0,0 ؟ 

إذا كان u‏ متجه وحدة» برهن أن 2٠»‏ - 0-1 مصفوفة قائمة (يعرف ذلك 
باسم نحويل هاو سهو لدر (Householder‏ احسب © بصورة صريحة عندما 
يكون ( - ع قار ا wnt‏ 


2 2 2 
: ULI المصفو فة‎ WU I yor > أو‎ 


IN3 14 

0= 1N3 14 

1N3 -3N4 
لتصبح مصفوفة قائمة . من الواجب أن يكون هذا العمود متجه وحدة‎ 
ماهي الاختيارات في ذلك . برهن أن‎ top FV متعامداً مع العمودين‎ 
. الأسطر تصبح بصورة آلية متعامدة نظامية‎ 
برهن بتشكيل 555 مباشرة» أن قانون فيثاغورس صحيح لکل تركيب‎ 
||b | =x D 5 : في متجهات متعامدة نظامية‎ ۵ = yt XI 
وهذا مايعطي برهاناً جديداً لحقيقة‎ b =Ox في التعبير المصفوفى › سيكون‎ 
Ox ||2- [px | : حفظ الأطوال‎ 
اسقط المتجه (1,2) = م على المتجهين غير المتعامدين (1,0) =4 و ديه‎ 
برهن » خلافاً للحالة المتعامدة» أن مجموع المسقطين اللذين لهما‎ .)1.1( 
| .5 بعد واحد» لايساوي‎ 
PSV متعامدة نظامية ماهو تركيب ره و ره‎ gaad إذا كانت المتجهات‎ 
قربا من وه ؟‎ 
Bb إذا كان روه متعامدين  نظاميين» فماهو تركيبهما الأكثر قربا من‎ 
49399) حقق کون متجه الخطأ متعامد مع‎ 


YW التعامد‎ 


. برهن أن مصفوفة قائمة ومثلثية عليا يجب أن تكون قطرية‎ ١١-٤-۳ 
عف | | = »الذي يجب طرحه من | 5 | =ره ليكون‎ pclae ماهو‎ \Y-%-Y 
حيث أعمدة 0 متجهات‎ OR حلل |( إ | وفق‎ Sa, عموداً على‎ Zu 
. نظامية‎  ةدماعتم‎ 
: طبق طريقة غرام  شميدت على‎ 01١١-5-7 
0 0 | 
a=|0|, b=|1ļ, اا-دء‎ 
| 1 | | 
A =0۸ واكتب الناتح على الصورة‎ 
: نفرض أننا اعطينا المتجهات‎ ٠٤-٤-۳ 
l 1 0 
a=|1|, b=|0|, c=|1 
0 | | 


-it 


\1-£-¥ 


أوجد المتجهات المتعامدة النظامية وهر4,4. 
Lo ol‏ مجموعة متعامدة ‏ نظامية 91.4993 بحيث يولد المتجهان gpi‏ 
فضاء أعمدة المصفوفة : 


A= 


| 
2 skh 
-2 4 


ماهو الفضاء الجزئي الأساسي الذي يحوي ta‏ ماهو حل المربعات 
الأصغرية ل Ab‏ حيث '[ 7 2 1 |-م؟ 


TVA 


\¥-2-T 


To 
A, 


Y+-£-¥ 


١51١-2-5 


١1١1-8-١ 


merr 


i E e cu, 
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بالصورة =OR‏ 4.. إذا أعطيت n‏ متجهاً a;‏ لكل منها AS yom‏ ماهو نوع 
كل من المصعوفات „AOR‏ 
بمصفوفة التمرين السابق 4 نفسها و '[ 1 1 1 cb=[‏ استخدم 84-07 
لحل مسألة المربعات الأصغرية Axab‏ 
إذا كان 4-08 e‏ أوجد قانوناً سيط لمصفوفة الإسقاط م على فضاء أعمدة1, . 
برهن أن خطوات غرام -شميدت المطورة : 

(g22 y 6" =c- 910 9‏ - "م د م 
تنتج المتجه c‏ كما في (7). إن ذلك أكثر ثباتاً من طرح مسقط واحد في 
كل مرة. 


أوجد طول المتجه (...., 1/1/8, 4/ه/1, 1/5/2)- gb g v‏ الدالة f(x)=e*‏ 
Je)‏ الفترة 1>+ > 0) . ماهو الحداء الداخلى على هذه الفترة للدالتين 
Se ge"‏ 


ls‏ الدالة ae a cos x +b sin x‏ قربا من الدالة (x) =sin 2x‏ م على 
الفترة (m+n)‏ . ماهو المستقيم ASV cdx‏ قرباً. 
بوضع المشتقة مساوية الصفر» أوجد قيمة ,8 التي تجعل مايلي أصغرياً : 


27 
b sin X - y |? =| (b; sin x - yœ)“ dx. 
0 


فارن ذلك مع معامل فتسلسلة فوريه |7. E)‏ كان y (x)= cosx‏ فما 


فى Yb‏ 
أو جد معامللات فو ریه agb‏ للدالة المدرجة التي تساوي الواحد على 


الفترة ۸ > ×> 0 والصفر على بقية الفترة 27 > :> 7 : 


a «ite 1) 


4 3 
(COS X, COS X) (sin x, SIn Xx) 


۲٤-٤-۴۳‏ اوجد كثيرة حدود لوجاندر التالية-رباعي حدود متعامد مع درا 
على الفترة 1 > ×> 1- 

۲٠-٤-۳‏ ماهوالمستقيم الأشد قربا من القطع المكافىء 2ت رعلى الفترة 
[ “× 1-. 

. و ره‎ ٩, متعامد مع‎ c’ تحقق من أن‎ (V) في قانون غرام  شميدت‎ ۲۹-٤-۳ 

۲۷-٤-۳‏ أوجد أساساً متعامداً_نظامياً للفضاء الجزثئى المولد بالمتجهات 
l . a,=(0,0,1,-1) ¢ a,=(0,1,-1,0) «a,=(1,-1,0,0)‏ 

۲۸-٤-۳‏ طبق طريقة غرام شميدت على المتجهات (1-,1(,)1,0-,1,0(,)0,1-,1) وذلك 
لإيجاد أساس متعامد نظامي للمستوی ox) try41,=0‏ ماهو عدد أبعاد 
هذا الفضاء 5541 » وماهو عدد المتجهات غير الصفرية التى تظهر بعد 
تطبيق طريقة غرام ‏ شميدت . 

0-7 تحويل فوريه السريع 

في نهاية البند السابق ذكرنا متسلسلة فوريه. لقد كانت جبراً خطياً فى فضاء 

ذي مالانهاية من الأبعاد . كانت المتجهات AO Vigo‏ ولقد اسقطت على الجيوب 

وجيوب التمام» فانتج ذلك معاملات فوريه» من هذه المتتالية اللانهائية من الجيوب 

وجيوب التمام مضروبة بمعاملات فوريه» LSE‏ من تكوين fl)‏ من جديد. هذه هي 

الحالة التقليدية التى حلم بها فوريه . إلاأنه في الحسابات الحالية » سيكون التحويل 

الذي سنحسبه هو نحويل فوريه ا نقطع : Le ayy gd SEY‏ ولك بعدة La) pe are‏ 

النظرية جبر خطى صرف قائمة على التعامد . الداخل متتالية أعداد ر ل...رر» 

عو ye Le‏ الدوال . الخارج متتالية أخرى من الطول ذاته ‏ مجموعة مكونة من معاملات 

فوريه coun]‏ التي عددها en‏ عوضاً عن متتالية لانهائية . العلاقة بين و c‏ خطية» 

لذاء يجب تقديمها بمصفوفة . إنها مصفوفة فوريه OF‏ تعتمد عليها تقنية طريقة الآشارات 

العددية كاملة . تحول الاشارات إلى أرقام» مو tye Cail ol‏ معديف iapa gh‏ أو do ga‏ 

صوتية أو اتصال سلكي (أو حتى عن البحث عن البترول). يمكن تحويلها بالمصفوفة 
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oF‏ وبعد ذلك يمكن اعادتها لتنشىء » من جديد e‏ الصورة الأصلية . إضافة إلى كون 
هذين التحولين حاسمين فانه يمكن اجراءهما بسرعة : 

)1( بحب )3 955 ال ال Fo!‏ سا 

ey we Fs I Fo يجب أنيكون القرب‎ )9( 

هذان الشرطان صحيحان . لقد عرفت المصفوفة ۴ منذ سنوات وتبدو مشابهة 
FILE‏ في الحقيقة» F‏ متناظرة وقائمة (بإهمال عامل (Vn‏ » ولها نقيصة واحدة 
هي OS‏ عناصرها أعداداً مركبة . يخفف هذه الصعوبات کون جميع عناص ر F‏ و F‏ 
“قوى عدد فريد «. ye le ge‏ عرض pls‏ للأعداد المركبة» سنكتفى بدراسة المعادلة 
المتميزة 1="«-التي تحوي جيوباً وجيوب تمام ودوال أسية وتقع في صميم تحليل فوريه 
المنقطع . 

يلاحظ أنه من السهل عكس ۴ . لوكان ذلك كل شيء (لقد كان كل شيء حتى 
٠‏ فإن التحويل المنقطع سيأخذ مكانة مهمة . يوجد OVI‏ ماهو أكثر من ذلك . 
يكن إجراء الضرب في ۴ أو في "۴ بسرعة كبيرة وطريقة ذات مهارة شديدة . عوضاً 
عن ۸ من عمليات الضرب المنفصلة الناتجة عن pole‏ المصفوفة التى عددها ” » فإن 
جداء مصفوفة بمتجه مثل Fly‏ يحتاج» فقط » إلى Ln logn‏ خطوة. إنها عمليات 
الضرب ذاتها ولكنها مرتبة بطريقة جيدة. تدعى اعادة الترتيب code‏ تحويل فوريه 
السرية . 

يبدأ البند بالعدد « وخواصه ويتحرك نحو ۴ وينتهي ب FFT‏ - التحويل 
الس يع وتطبيقاته» the fast transform and its applications‏ . يدعى التطبيق الضخم 
لذلك إلتفافاً وأساس old‏ هو قاعدة الإلتفاف . 


الجذور المركبة للوحدة 
يكن أن يكون لمعادلة حقيقية جذور مركبة . لقد أدت المعادلة 0 -2+1 إلى ابتكار 
؛(و إلى :- أيضاً). ولقداعتبر ذلك حلا وانتهت المسألة . إذا تساءل أحدهم حول 


x71 =0‏ لقد وجد جواباً لذلك : إن الجذور التربيعية لعدد مركب هي e‏ أيضاًء أعداد 
مركبة . عليك أن تسلم بالتركيب ا +×» حيث × الجزء الحقيقى و« الجزء التخيلى 
وليس هناك ضرورة IY‏ إضافي . لكل كثيرة حدود من الدرجة n‏ مجموعة كاملة 
من ” جذراً (من الممكن أن تكون مركبة ومن الممكن أن تكون مكررة) . هذه هي النظرية 
الأساسية في الجبر» وكلمة مركبة تسمح باحتمال كون الجزء التخيلي 0= « ويصبح 
عندكل Lais stall‏ 

لوس DLL OW‏ دسق من OT gay pall‏ 045 تھا ارہ dair‏ 
يوجد أربعة جذور» «ا جذر الرابع للوحدة» . الحذران التربيعيان للواحد هما 1 و 1-. 
الجذور الأربعة هي الحذور التربيعية لهذه الجذور التربيعية» إنها | و 1- و :و -i‏ العدد 
ا يحقق 1 -” لأنه يحقق 1-=”. بالنسبة للجذور الثمانية للوحدة» نحتاج إلى الجذر 
التربيعي للعدد : وهذا يقودنا إلى العدد المركب ۷2/(+1)= «. تربيع « يعطي (142i‏ 
02+ وهذا هو: نفسه OY‏ +1 يساوي الصفر . وبا أن المربع هو cw =i‏ لذا تكون 
القوة الثامنة 1 = w=‏ 


الأعداد المركبة في مصفوفة فوريه خاصة LU‏ الأجزاء الحقيقية منها هي جيوب 
تام والأجزاء التخيلية منها هي جيوب : 

w =cos 0+ isin 0‏ )\( 
لنفرض أن الجزء الحقيقي + قد حمل على محور × وحمل الجزء التخيلي على 
محور ر(شكل .)١5-7‏ لذاء فان العدد « يقع على دائرة الوحدة؛ ole,‏ عن نقطة 
الأصل هو 5170-1 704 cos‏ . يصنع زاوية قدرها6 مع المحور الأفقي . يدعى المستوي 
الذي يقع فيه الشكل ا مستوي ا مركب » ولكل عدد مركب من الشكل + ×= موضع 
في هذا المستوي . يظهر المستوي كاملا فى الفصل الخامس e‏ حيث تظهر الأعداد المركبة 
كقيم ذاتية (حتى للمصفوفات الحقيقية) . clos‏ هنا إلى نقاط خاصة» فقطء (w)‏ 

تقع جميعها على دائرة الوحدة بسبب كونها حل المعادلة 1=" sw‏ 


VV‏ اتر القطى رة 


imaginary axis 


2 = 
_ w“ =cos 20 + i sin 20 


yu Ww = cos O + sin 8 
ww real axis 
Y*=cos@—isin8 


®-=1-i 


شكل (T-T‏ . المستوى المركب ودائرة الوحدة. 
قرف E E‏ الق ة ال تة plc‏ يكن إيجاد التربيع 


A 


مباشرة: 


(cos + i sin 6)° = ccs” 6 - sin” @ + 2i sin Bi cos 8.‏ ا 
يبدو ذلك سيئاً إلى أن يوضح بالقانون المثلثي المتعلق بضعفي الزاوية. الجزء 
الحقيقى 6 cos 28 - sin‏ ساوى cos20‏ و الجزء التخيلى 28 « مساو 2 


sin 20‏ ( للاحظ أن ¡ لم يدخل ؛ الجرء التخيلى ولیک ce‏ ے لداع 
يكون 


ae =a 


.w “=cos 20 +i sin 20‏ بقي مربع « على دائرة الوحدة» لكنه بضعفي الزاوية 
26 . يحدث ذلك توقعاً OL‏ للعدد "« الزاوية liag on‏ صحيح . 

هناك طريق أفضل لإيجاد قوى «. تركيب جيب التمام مع الجيب هو قوة AS‏ 
سعتها الواحد وزاويتها 6 : 


(Y) 
عندما‎ imams تبقى‎ cee =e أو‎ (e Ae’) =e القوى مثل‎ eo gH po فاعدة‎ 
: كما سبق‎ LE Co wae قوی‎ Ob لذا‎ Las يكون الاس‎ 


YVY Jatah 


29 pe ee : 
W 
=e الزاوية‎ L/W فإن للمعكوس‎ n =-] يكون‎ Lets . 86 للقوة» الزاوية‎ 


إذا ضرينا © cos 8+: sin‏ ب (6-) cos (-@)+i sin‏ فإن الناح سيكون 1. عا کان 6همة 
يساوي (0-)005 ( جيب التمام hugh a)‏ و sin(-0)‏ يساوي 0 -sin‏ )| 52,3( « فان 
هذا ms call‏ يعطي 3 

ee? = (cos + i sin 6)(cos 6 - i sin 6) = c76 + sin 0= 1.‏ 
ملاحظة أذكر ذلك اليوم حين ورد إلى MIT‏ رسالة من مسجون في نيويورك يسال هل 
قانون أيولر(؟) صحيح . إنه lim‏ مذهل عندما تفكر فيه» حيث ثلاثة من الدوال 
الأساسية فى الرياضيات تلتقى معاً من هذا الطريق الجميل . أفضل جواب لنا هو أن 


Taane g 


e®=1+i6+ (i0) + (O) 
2! 


3! 


الجزء الحقيقي ....+ 1-072 هوجيب التمام . الجزء التخيلي ....+ 0-0/6 هو 
الجيب . القانون صحيح وأتنى أن نكون قد ارسلنا البرهان الأكثر جمالاً . 

بهذا القانون» يكن حل المعادلة 1 -”. إنها تصبح من الشكل eT‏ » لذاء فإن 
هذه الزاوية ۸0 ستنقلنا حول دائرة الوحدة» وتعود بنا ثانية إلى نقطة الانطلاق الحل 


هو أن نختار 6-27۸ : ا جذر النونى الاصلى هو : 


(2) 


القوة النونية هى ”٠ء‏ وهى تساوى الواحد. فى حالة 4 -« و8 -مء الجذران 
Lee ObLe YI‏ > 


1 bo 
W4 = cos — + S10 
P 


— 


T E 
We = COS — +1 SIN 
4 


Ve‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


للجذر الرابع الزاوية "90 = 6 وللجذر الثامن الزاوية "6-45. Logi!‏ 
3605)- و —)360°(« إلا أنهما ليسا الجذرين الوحيدين من الدرجة الرابعة والدرجة 


H وا‎ 


الثامنة للوحدة . بقية الجذور من الدرجة الرابعة هي القوى 1= Psi,‏ , 1=“ :. بقية 
الجذور من الدرجة الثامنة هى القوى «٠,۷ ...., WS‏ . هذه الجذور موزعة. 
أيضاً» على دائرة الوحدة بفواصل قدرها ”<2 . هناك ملاحظة أخرى هي أن مربع We‏ 
هو ۾« الأمر الذي سيكون أساسياً في تحويل فوريه السريع . لاحظ» Lad‏ أن مجموع 
ا لجذور يساوي الصفر . بالنسبة ل ¡ = «» ذلك صحيح 0 = 1i -l-i‏ وبالنسبة Wed‏ هو : 


000 lowe iw +... ¥ Wa =0. 

. فة ا‎ sale صرب الوق الاسم ت الذي‎ Ctl yell ial 

53 يصب we w: Pcs We‏ + و w=] oN gw‏ كل نقطة من النقاط الثمانية 
قد دارت زاوية قدرها 45° ولكنها بقيت ضمن النقاط الثمانى التى كانت فيها. OV‏ 
الصفر هو العدد الوحيد الذي لايتغير عندما يضرب بوس لذا فانه يجب أن يكون 


(i)a .‏ 
مصفوفة فوريه وعكسها 


في الحالة المتصلة» يمكن ALLL‏ فوريه أن تعيد تكوين (×) على فترة كاملة. 
وهي تستخدم عدداً غير منته من الجيوب وجيوب التمام (أو دوال أسية). في ULH‏ 
المنقطعة» ب « من المعاملات فقط› يكون ذلك كافياً من أجل التوقع . نطلى » فقط » 
المساواة عند ”من النقاط الأمر الذي يعطى معادلة. فى مسألة نموذجية ب4 -, 
المعادلات التي توجد ثانية القيم الأربع 24.6.8 هي : 


ee س . عندما یکون ۸ شفعاً فان الحذور‎ Ww سے س سکس‎ w" - =w ILL في هذه‎ C) 
دون اختصار بين‎ Lai متزاوجة . ش مجموع الجذور التكعيبية الثلاثة للوحدة يساوي الصفر‎ 


الأزواج . 


iis التعامد‎ 
(3) 3 
Co +C + وع + وعم‎ = 2 
Co tic, -C2 -Ic3 =4 
Co- Cy +C -C =6 
Co - IC) -C + ic} =8. 


المتتالية الداخلة هى 8 الخال التارجة وة عية . تفخت الحادلا ت 
عن الحدود الأربعة لمتسلسلة فورية المتلائمة مع الداخل في النقاط الموزعة بالتساوي 
على الفترة من 0 إلى 28 : 


x > Û Je 
| 21 3i س‎ J2 ; 

عند 1 = toue +¢;,e‏ “مرج بجاوح 
0 — : 

عند 


x= M2. 


تلك هى المعادلات الواردة فى A)‏ . عند 25 - تعود المتسلسلة إلى القيمة الأولى 
2 وتتابع بصورة دوريه. 

لاحظ أن ay gb Ae‏ تكني (SSL‏ الركب» كد كبب فى Sa‏ اسا من 
التكافوؤٌ : 

(Y) ci +c. a =a, cos kx + b; sin kx. 

الصورة المركبة وحل المعادلات )0( لا يجاد المعاملادت Cp Cy ês‏ 

ليسن من الصعب إيجاد ذلك . إدا جمعنا هذه المعادلاات الأربع. يحصل 
اختصار ضخم في الطرف الأيسر . الناتح هو 460-20 لذاء فإن ىء هو 5 وهو متوسط 
المعطيات 2,4,6,8 . 

هناك طريقة ( اشا ¢ لايجاد Cy‏ اضرب المعادلاات على | تيب بالأعداد 


۲۷7 الجر daly al‏ 
Li-Li‏ ثم اجمع النتائج . كل شىء يختصر فى الطرف الأيسر سوى ,4 الذي يساوي 
2-4-68 . لذاء فان 141 c=‏ (لاحظ آنه مركب) . هناك طريقة مشابهة لحساب ,© و 

9 
يتوضح النموذج بالمعادلاات ذوات الشكل المصفوفى . نكتب المعادلاات الأربع 
بالصورة Fe=y‏ والمصفوفة T's‏ 


l l | | 
| a .3 
1 1 1 
F = E ah af 
ig 13 1 1 
3 6 9 
| 1 i 1 | 


هذه العناصر الستة عشر هي نفسها المعاملات في (6). عوضاً عن i?‏ » كتبنا 
si KL‏ سارى ادو Tar‏ . في الشكل الحاضر سيكون من السهل التعرف على 
پول ye‏ العامل JSS ad pana i‏ ذا | 


l | l 1 | 
Fo 5 i l (-i) a am . 
| 4 || Ci) Ct) (4) 

lL (ty (1) (7) 


E EF",‏ 28 )£4 العناعي dal‏ اى ا کا 
من هو (1+1+1+1)-- . جحد بقية العناصر القطريةالتي يساوي كل منها الواحد 
بالطريقة ذاتها . بالنسبة للعناصر غير القطرية» ضرب تموذجى يعطينا ti =O‏ :+ +1 . 


(تذكر أن مجموع الجذور الأربعة يساوي الصفر). بالنسبة للسطر الأخير من 
a‏ ارطع skäl be b>‏ أن Ci‏ هو متو سط القيم الأربع C07 0o2)‏ . 


ملا حظة And Ls‏ لصفو فة قو ربه» من الطبيعى أن نرقم الأسطر والأعمدة من 0 إلى n‏ 
يدلا مخ 1 إلى in‏ 
النموذج الذي وجدناه أعلاه» ليس خاصاً ب4- «. لكل en‏ يمكن كتابة المصفوفة 


التي تربط coy‏ وإيجاد معكوسها . إنها JEF‏ معادلة كل واحدة منها تتطلب متسلسلة 
منتهية cyte eh...‏ (« حداً) لكى تتوافق مع ۷ (في م نقطة ) . 
التوافق الأول هو عند 0 -+ : 
F Yp‏ ريرق دوين rey t‏ رن 
النقطة التالية عند 27/١‏ = × » التى تدخل العدد "7777م - مر : 


| n- | 
Cü + Ci W Toe t Ca- | W = Yj. 


W i هو‎ Sul an تشمل على‎ x = 4/۸ النقطة الثالثة عند‎ 
Ain- 1) 


3 
Co FEW Fao t Cpe. بو‎ = y3, 


تقدم بقية النقاط قوى عالية من والمسألة كاملة هي : 


l | 1 Yo 

| wW Ww? Yı 

1 w? w* =| y, 
(A) , 

| yw 1 w20 = 1} Yi 


في n4‏ »يكون الجذر « هو ci‏ الحذر من الدرجة 4 للوحدة. بصورة 
عامة» « هو 57 وهو الجذر « الأصلي للوحدة . العنصر الواقع في السطر زوالعمود 
4 من F‏ هو قوة ل ملا : 


> wale 


clos PET dla‏ إلى E‏ فى الحالة 4x4‏ ؛ يحوي المعكوس 


YVA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


قوی 4-؟ بقول آخر "۴ قد بنيت انطلاقاً من :/1. تلك هى القاعدة العامة » ليصدر Fo‏ 
J 5 a‏ گت wat‏ فإنه يصنع زاوية فدرها -2n‏ عندما يصنع la Js d ol } w‏ 


1 +27/n 
= L/w انطلاقاً من‎ nxn سەمن النوع‎ E 0 
1 1 l 
w7! w? w 1) 
w w4 
0 . 


13 -م)- بين . 2m-‏ (05-1) بين 


فى حالة 2< :رو 3= يعنى ذلك أن : 


نحتاج إلى التحقق من 2 أن ۴۴ يساوي مصفوفة الوحدة. 

تعد الأمور على القطر الأساسى واضحة . جداء السطر رمن ۴ بالعمود زمن 
BEY I/n )1+1+....+1( ga F‏ يساوي الواحد . الجزء الاق صعوية هو مايقع خارج 
القطر وذلك لبيان أن جداء السطر gr ger‏ 

)٠١(ر‎ #k إذاكان‎ 1 . 1 + wiw" + بير‎ lw 2 SHO Mg لعا‎ 


مفتاح ذلك هو أن نلاحظ أن هذه الحدود هى قوى idl‏ الأصلى W=ww‏ 


SP. 


العدد ۷ يبقى واحداً من جذور الوحدة : ”س۷ =۷ يساوي 1 PINS‏ با أن 
oy‏ عن Jaz WOU ck‏ 6 ألو dol‏ إنه واحد من بقية الحدور الواقعة على 


IYA التعامد‎ 


ذآئراة الو حخدة بأبعاد متساوية Land‏ تها . جميع هذه ا جذور تحقق = ” .I+W +...+W‏ 
0الطريقة مطابقة تماماً لما في Co)‏ أعلاه : الضرب ب۷ لايغير الطرف الأيسر WY)‏ 
الواقعة فى النهاية اليمنى تساوي 1 كما كان في النهاية اليسرى) . لم يتغير هذا المجموع 
عندما ضربنا ب ۷ . لذاء فان عليه أن يساوي الصفر . 

ملاحظة إليك برهاناً آخر مباشراً انطلاقاً من المتطابقة : 

(\Y) L 4W" =(1-W)\(1+W+W* +...4+W""'). 

لما كان 1 w=‏ فان الطرف الأيسر يساوي الصفر. لكن 17 لاتساوي 1 » لذاء 
ob‏ العامل الأخير يساوي الصفر . أعمدة ۴ متعامدة-نظامية . باستثناء أخذ الأعداد 
المرافقة ( (Ww‏ والقسمة على cn‏ فان منقول F‏ هو LF‏ 
تحويل فوريه السريع 

[le‏ فوريه نظرية رائعة» إلا أن مايجعله مهما كو نه Wee Lal‏ دا . وأفضل 
طريقة لتحليل شكل موجي إلى مركباته هو تفكيكه» والطريقة العكسية كفيلة بإعادته 
إلى أصله . ی رکال اروا را اراد دا کی انا 
بدقة» بسبب جوهري : إذا اشتققت “أ وكاملتها أو نقلت × إلى +١‏ × فإن ELI‏ هو 
Lal‏ ما[ كاي الدالة LL 64652 dw VI‏ » لمعادلة تفاضلية أو معادلة تكاملية 
أو معادلة فروق . تأخذ كل مركبة للتواتر طريقها الخاص ثم تتركب ضمن الحل . لذاء 
فان نحليل زكر كيت المعطيات ‏ حساب c‏ انطلاقاً من « و y‏ انطلاقاً من -c‏ جزع أساسي 
LE‏ من الحسابات العلمية . 

نريد أن نبين أنه من الممكن إنجاز ذلك بسرعة . المفتاح هو في العلاقة بين Fa‏ و 
ر#- والأفضل بين نسختين ل ر۴ يقعان فى المصفوفة 2 / : 


1 | | | | L 
sE al j jd i. fF Ff 
= i gj OP oP Of م‎ 

1] لغ‎ Lr rr 


TA.‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 

تحوي ۴ قوى =« ا جذر الرابع للوحدة . وتحوي < ۴ قوى 1-ر»» الجذر 
التربيعي للوحدة. لاحظ بصورة ciol‏ أن نصف عناصر 2 ۴ أصفار. يحتاج 
التحويل 22» حتى عندما يعمل مرتين » إلى نصف مايحتاجه التحويل 4×4 من 
عمليات. بصورة مشابهة» إذا أمكن تعويض تحويل 6464 إلى تحويلين من النوع 
OL 32x32‏ العمل سينخفض إلى النصف (إضافة إلى تكلفة ant‏ النتائح). بقدر 
ماهو 2 وممكن عملياً. als‏ يمثل صلة بسيطة بين Wey‏ و W32‏ : 


251/64 2 _ 323 


(e ) أو‎ (W 64 ) = = Wa 


يساوي البعد بين الجذرين من الدرجة ۳۲ على الدائرة ضعفي مايقابل ذلك من 
حذور الدرحة VE‏ . إذا كان 1= w‏ فان 72-1 (w y‏ . بصورة عامة »الحذر من الدرحة 7 


هو مربع الجذر من الدرجة n‏ وذلك إذا كان m‏ نصف n‏ : 


(\¥) 


سر FFT AS‏ (محویل ار لاان JRA‏ اليا الوارد هنا » Glas‏ بالعمل 
على الأعداد المركبة العالية الأساس 4096 -22 . ies‏ فى سرن فوريه ۸ من 
العناصر» لذا سنحتاج » بدون التحويل السريع إلى *2 -4096(7) عملية ضرب لإيجاد 
جداء BF‏ × ؛ بصم ISS‏ الضرب FAB ginal‏ بير التكلقة . على العكس: مک 
لتحويل سريع أن ينفذ كل ضرب في 6x2!"‏ خطوة» فقط . إنه أسرع بأكثر من 680 مرة 
من المحتادء لأنه يستعيض عن العامل 4096ب 6. بضورة غامة » يستعيض عن “من 
عمليات الضرب باك حيث « هو 2. يربط المصفوفة ,۴ بنسختين Fy aS‏ ومن ثم 
بارع فسخ من ون poly‏ ب «تسخة من IDF‏ خی تایان آنا Stet‏ اق لیات 
التي عددها n°‏ إلى dlas <n logan‏ . 

bi‏ إلى مسرقة 1511 يكن تاک ری OS, peg wages) geal ge‏ من س جوین 
لهماء فقط » نصف الطول . الخنطوة الأولى هي أن نقسم » نفسه . لقد قسم المتجه 


التعامد ا 


(CQ: pC)‏ إلى نصفين أقل Yb‏ وذلك بالتفريق بين المركبات الزوجية والمركبات 
الفردية : 
anple a] 3 c = Ens sa Op eh‏ ممتي = c‏ 

تتوزع المعاملات بالتناوب بين ye‏ ”ء. عندئذ» oe LI‏ هذين 
الخ وء Se‏ ون Sb y SF e" py akc”‏ ق عمليتا الضرب با لصفو 45 
الصغرى Fy,‏ (تذكر أن ۸= ) كما فی U‏ التی استبدلنا فيها OP Fy Fa‏ 
العمل قد انخفض إلى النصف . المسألة الأساسية هي تركيب ( بمتجهين لهما نصف 
الطول cy” gy’‏ ولقد ذكر Cooley‏ و Tukey‏ ماذا يجب أن نعمل : 
۳ ث المركبات ال الأول والمركبات ال" الأخر للمتجه F,c‏ - :هي : 
ا (YE)‏ 


Sj way “ps لاع ار‎ m-l 
Yim ZF why” PHL ott = I 


لدا فا نالخطوات النللاث هي کرت م إلى ee” ge‏ ونحويلهما بواسطة Fp‏ إلى y’‏ 
و y”‏ تم اعادة بناء y‏ انطلاقاً من المعادلات(٤١).‏ 


سنتحقق بعد فترة ماإذا كان يعطى ذلك« الحقيقي . (يمكنك تفضيل بيان جريان 
على الجبر) . إن ذلك يعنى أن حساب ,۴ يحتاج إلى مثلي ماتحتاجه من النطوات. 
بالإضافة إلى m‏ عملية ضرب بالأعداد 71« الواردة في )١5(‏ . يمكن تكرار هذه الفكرة . 
ننتقل من Prong‏ إلى F512‏ إلى مور . تعداد الحساب النهائي هو nl‏ > وذلك عندما 
ننطلق بالقوة 2=« ونتابع الطريق كله حتى 1-- حيث had SY‏ عاجة إلى غمليات 
ضرب . يتفق هذا العدد مع القاعدة التي أوردناها أعلاه : مثلا العدد ا متعلق [sl jms‏ 
m‏ عملية ضر ب إضافية » يعطي العدد ا متعلق na‏ : 


2017 l- 1)) +m = ini. 


YAY‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


التكلفة أكثر قليلا من تكلفة الحالة الخطية؛ ويظهر لوغارتم 1 عمليات 
pall‏ وا س الواردة فى AVE)‏ مع (SUS‏ فان hyn? cpl tS eel snl‏ 

نحقيق القانون pled! )١5(‏ :فرق كل مركبة ل Jl y =Fe‏ جرء من c’‏ 
(المركبات الزوجية Cen,‏ وجزءمن C”‏ زار گات القردية ,ةا أن ذلك یجزئ 
فانون الي جر اموه : 


m-i m- | n- | 
a  (2k+1)j ~ jie — jk 
2 Wo Cak + 2, Wr © 2k+1 تطابق‎ ie 2, ان‎ 


)1١5( 


m- | m-l 
y;= > wE Cc, + w, 2 Wee: 
k=0 k=0 


هذان المجموعان هما بالضبط )997 y”)‏ اللذان أتيا من نصفي التحويلين ,۴ و Epe”‏ 
ا لجزء الأول من )١5(‏ هو تماما كما في .)٠١(‏ بالنسبة للجزء الثاني » clos‏ إلى jam‏ 
بدلا من رو هذا يؤدي إلى تغيير الاشارة : 

i j=j ay oYw يبقى ل‎ WII ne داخل المجمو‎ 


يعطي تغيير الاشارة للجزء الثاني من (VE)‏ وبذلك يتحقق قانون 787 . JA)‏ 
عدلت الفكرة لتضم عوامل أخرى أولية ل (ليس فقط قوى 2) . إذا كان x‏ ذاته LU gh‏ 
فان هناك ضرورة لطريقة مختلفة LU‏ 
مثال الخطوات من 4= ۸ إلى 2=" هي : 


Co C0 Fac’ | 
C] C3 

1 
Gs [—| وم‎ |] ai 


1 
C3 C3 Foc 


— 


تركب هذه الخطوات الثلاث بضرب »ء في Fy‏ ليعطي «. لما كانت كل خطوة 
خطية » فإنها يجب أن تنتح عن مصعوفة e‏ ومن الواجب أن يكون elim‏ هذه 
المصفوفات هو CVA) Fy‏ 


bo شم‎ L ا‎ 1 1 1 | l 

eA C Ej. l 1 s l 
lr j r |i 1 ظ‎ 1 1 

LF Pp y l -i ] a| | 


يمكنك أن تتعرف على نسختين ل ر۴ فى الوسط . تظهر في الطرف EY‏ مصفوفة 
المبادلة التى تفرق» إلى © و ”». في اليسار تظهر المصفوفة التي تضرب ب بإ 1. إذا 
انطلقنا ب oF,‏ فان على المصفوفة المتوسطة أن تحوى نسختين ل ,۴. كل واحدة منهما 
ستجزأ كما وردأعلاه. لذا »تعادل FFT‏ تحليلاً ضخماً لمصفوفة فوريه ! المصفوفة 
الوحيدة ۴ ذات العناصر غير الصفرية التي عددها “” قد نتجت عن ه0!-! مصفوفة 
تقريباً» بعناصر غير صفرية عددها nl‏ فقط . 
FFT‏ الكاملة و الفراشة 

الخطوة الأولی من FFT‏ تغير الضرب ب ,7 بضرین ب و۴ = ۸ لقد SF‏ 
المركبات المرقمة lms;‏ (....ي».ن») بصو رة منفصلة عن (C pEr)‏ . نقدم Lod‏ يلي بیان 
Ob >‏ يتعلق n=8‏ : 


iis‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
الفكرة الأساسية هي تعوي ض کل إطار ل , ۴ بشکل مشابه يحوي إطارين J‏ ر۴ . 
العامل الحدید wy=l‏ هو مربع العامل القدے W =We= 7 7N‏ . بتعير النصف 
الأعلى من OLSI‏ من al Fa‏ 1 
Yo‏ 


إلا 


Co FE 4 


بتركيب هذه البيانات: + فكدك أن ثرى الصورة ALLS‏ إنها تبين الترتيب الذي تدحل 
بموجبه الأعداد» إلى FFT‏ وكذلك المراحل التي عددها ١‏ ه1 التى تدخل هذه الأعداد 
معها وهي تبين» Lal‏ » بساطة المنطق : 00 

تحتاج كل مرحلة إلى »ل من عمليات الضرب» لذا ٠يكون‏ التعداد الأخير 
هو —nlogn‏ . توجد قاعدة Jou ee‏ الأعداد قبل أن تدخل في FFT‏ اک 
ابترتيب معكوس' في الطرف الأيسر من البيان . الأعداد الزوجية تأتى قبل الأعداد 
الفردية (الأعداد التي تنتهي ب0 تأتي قبل الأعداد التي تنتهي ب 1) ويتكرر ذلك في كل 
مرحلة. 


YAS التعامد‎ 


بو sec‏ نظام جاهز بدون تكلفة فى مصلحة البريد الإلكتروني netlif‏ (تعليماته 
فى الملحق ج ). 


000 000 
100 001 
010 010 
110 OT 
001 1 00 
101 101 
O11 110 
ILA 1 1 


تمارين 


E‏ ماهما ۴ و FY‏ المتعلقان بمصفوفة فوريه ذات النوع 4×4 ؟ 

۲-0-۴ ماهما الجزءان الحقيقى والتخيلى للجذور التكعيبية الثلاثة للوحدة ؟ 

6×6 من النوع‎ FÀ إذا شكلت مصفوفة جزئية من النوع 3×3 للمصفوفة‎ ۳-٠١-٣۳ 
وذلك بأن نبقى عناصر الأسطر الأول والثالث والخامس في مكانها‎ 
وكذلك الأمر من أجل الأعمدةء ماهى هذه المصفوفة الجزئية ؟‎ 

7ن ع ضع في المستوي المركب الجدور الستة للوحدة. ماهو الجذر الأصلى We‏ 
(أوجد جزأيه الحقيقى والتخيلى) ؟ ماهي قوة ,“التي تساوي Wwe‏ 
Al‏ قيمة المجموع Laws “Hw +w tw?‏ ؟ 

= ¡ أوجد جميع حلول المعادلة 6-1 وجميع حلول المعادلة‎ ٠-٠-٣ 


ilk‏ ا حبر الخطي وتطبيقاته 

1-6-5 ماهو مربع العدد wiag‏ وجذره التربيعى ي الذي هو الجذر ee‏ ذي 
الدرجة 128 للواحد؟ 

۷-٠-۳‏ حل النظام C1)‏ ذا النوع 4x4‏ إذا كانت الأطراف اليمنى 
2,y,= 0,y, = 2,y,= 0‏ دوبر. بقول > حل ر = ۴٤‏ . 

F 7} 45 ae cy =(2,0,-2,0) OLS حل النظام السابق ذاته إذا‎ A-0-¥° 
القيم‎ isl Cote Wiee rae" ع. تحقق من أن‎ Fy وحساب‎ 
sä ne ae ا‎ -2,0 

4-0-0 () إذا کان (! 11 y‏ برهن أن )1,0,0,0( = c‏ يحقق ۴٥ = y‏ 
(ب) لنفرض cy = (1,0,0,0) OV‏ أوجد»ء. 

1-8-7 إذا كان 2م op URI yy GSI‏ السظر الأول سن saga OVE)‏ 
السطر الثاني . إذا كان 4=« e‏ استخدم السطر الأول لإيجاد مرو رر 
والثاني لایجاد وز و ور كل ذلك بدلالة y” gy’‏ 

٠١-١-۳‏ اخسب ع ۴= ربالخطوات القلاث لطريقة فوريه السريعة»› إذا 
كان )010 

۱-٠-۳‏ اجب م۶ = بربا خ طوات Re WOW‏ فر Anz play‏ إذا 
كان )1,0,1,0,1,0,1,0( c=‏ . اعد الحساس AA‏ )0,1,0,1,0,1,0,1( = ¢. 

1١1١-0-57‏ بالنسبة للمصفوفة 4 × 4 » اكتب القوانين المتعلقة ٠ peata‏ وحقق أنه 
إذا Ls pf OLS‏ فإن © فردى . يكون المتحه Lo af‏ إذا كان - ؛ 
بالنسبة ل 4 ona‏ هذا يعني fy = Of - foh‏ . يستنتج ذلك 
قبل م و ( = sin 0,sin = sin T,sin‏ ) ويؤدي ذلك إلى تحويل الحيب 
السريع . 

1-7 مراجعة وعرض 


لقد انتهى «النصف الأول» من الجبر الخطى» وقد كان مركزاً على Ax=b‏ وهو 


TAY التعامد‎ 


يغطي أكثر من نصف فصل (على الأقل» في صف المؤلف) . لقد انطلق بالمصفوفة 
المربعة» واندفع متقدماً نحو المصفوفات المستطيلة وعاد إلى المصفوفة المربعة ATA‏ 
الفصل الأول حل النظام Ax=b‏ بمصفوفة مربعة (GILL) A‏ 
الفصل الثاني حل النظام ch Arab‏ مصفوفة (بالمصفوفات الجزئية الأربع) 
الفصل الثالث حل المربعات الأصغرية (بالإسقاط و ب 475- (ATAX‏ 

إنني حزين بسبب اختصار هذا الموضوع بهذه القائمة القصيرة . إنك HAY‏ مدرك 
أن فى هذه الأسطر الثلاثة كمية كبيرة من الرياضيات - وأقوال كثيرة قيلت حول كل 
منها . بالعودة إلى ماقدم» ستكون لي فرصة لعمل روابط جديدة توضحت من جهه 
أخرى . إنها اختيارية لكنها متفاوتة بالأهمية_إن الفضاء الجزئي أساسي 6 Wad‏ ويمكن 
للأفكار التي جاءت خلفه أن تأتى ضمنه عندما نعالج الاتحاد والتقاطع . 

تنطلق هذه المراجعة» كما فعل الكتاب» بالحسابات . النقطة الأساسية هي أن 
كل حل ينتج عن JAE‏ مصفوفة : 

الفصلان الأول A=LU : ly‏ الفصل الثالث 0# = ۸ 
وسواء أكانت المصفوفة مربعة آم مستطيلة» فإن النظام Arab‏ يرد إلى مرحلتين 
سهلتين : 
ade Le=b Vil‏ ع Ux=c:x=U'L'b‏ 
Vol‏ ودج قوع Rx=c: X=R"Q" ooh‏ 

ثلاث من هذه المصفوفات ‏ 1,0,8 مثلثية . المخالفة منها هى 0. إنها mola‏ 
سطراً و «عموداً فقط » إنها ذات هيئة خاصة هي كون أعمدتها متعامدة. لذا فان 
0 هي مصفوفة الوحدة. حل المربعات الأصغرية لط -06 هو 075 c=‏ . هندسياً. 
ينتج © من المسقط ذى البعد الواحد على كل عمود بمفرده. x‏ النهائي مطابق لحل 
ATA x =A1b‏ . 


وهكذا يؤدي بنا النظام Ax=b‏ (بصورة لا إرادية تقريباً) إلى LU‏ و OR‏ ينتج 


TAA‏ ا جبر ا لخطي وتطبيقاته 


هذان التحليلان عن مراحل الحل . لقد كنا قريبين من التحليلات الثلاثة الأخرى وجرينا 
بها بهدف جعل النص واضحاً. لقد ذكر الأول مبكراً وكان Lage‏ في التطبيقات . إنه 
الشكل الخاص .4-1 أو الشكل الآخر A=LDU‏ وذلك غندما 4 تكون متناظرة . 
الفصل الأول تحليل شولسكي Cholesky‏ للمصفوفة المتناظرة A‏ 

ور A EBE" SED‏ 
الفصل الثاني التحليل المختزل - ۲× :” مضر وباب ”×۲ لكل ۸ : A=L U‏ 
الفصل الثالث ليل القيمة الشاذة لكل مصفوفة ۸ : 

A - 0 Q: 

لننظر في كل واحد منها بمفرده . 

١‏ - عندما تكون 4 متناظرة» فان لا مطابقة ل L‏ في هذه الحالة » يكون التحليل 
LDU‏ هو 4-101 ويكون الطرف الأيمن متناظراً تماماً. يأخذ شولسكى مرحلة إضافية 
ويقسم المصفوفة القطرية D‏ بأخذ الجذور التربيعية للمحاور . (بفرض أنها موجبة؛ 
تلك هي حالة «المعرءفة إيجابياً» الواردة فى الباب السادس) . لذاء تظهر 4 بشكل جداء 
(LD yD T ta (dole‏ 

نوجد هنا واقعة مثيرة : إذا انطلق شولسكي ب 4'4 (التى لها محاور موجبة) 
فان عامليه سیکونان» LE‏ » مصفوفتى غرام ‏ شميدت ۸ و ۸. بقول آخر : 


aa Fr p= T 
O'Q=1 و‎ ATA=R'Q'OR ÖY A A=R'R 


۳ خ المضاريب ر1 الناتجة عن الحذف الغاوسي في ATA‏ مطابقة للمضاريب التى تقوم 
اخ A‏ 


مثال (مصفوفتنا الممضلة لطريقة غرام ‏ شميدت) 


(242 EE 
akaja 2 -il g àAsj, 

l‏ لكآت 0 3 wt‏ م 

1 0 0 -l 


YAN التعامد‎ 


أنظر أولاً في ATA‏ . يضيف الحذف ‏ السطر الأول إلى السطر الثاني ثم E‏ السطر 
القانى إلى السظر الكاليك:. المحاور هي =.= ماذا يفعل غرام شميدت ب4؟ 

إذا كانت القضية (7- خ) TESEI‏ فان العمود الأول من 4 قد أضيف إلى 
العمود الثاني النتيجة هي (1.0-.-2,1) راء وهومتعامد مع العمود الأول . ثم 
تنضيف = العمود الثانى الجديد إلى العمود الثالث . النتيجة هي d= (rl)‏ 
وهو متعامد مع العمودين الاولين , هذه هي خطوات طريقة غرام ‏ شميدت وهي 
تؤدى إلى مصفوفة ذات أعمدة متعامدة : 


1 | | 

2 3 

-l i d 

A = - 3 
0 «| 2 

0 0 -[ 


في مصفوفة أكبرء law‏ العموة Ul‏ د ا ذلك نموذج لم أره tal‏ مر 


قبل » بأعمدة متعامدة يبدو جيداً. 

بقى علينا أن نقسم الأعمدة على أطوالها. الأمر الخاص هنا هو أن مربعات 
الأطوال مطابقة لمحاور A'A‏ : 
UP AUY +0)? + t,‏ بقع wy +O + Cn?‏ ,2ع ل + | 
لايمكن أن يكون ذلك صدفة ! فأعمدة 1 (4)57-'4 متعامدة فيما بينها وتظهر مربعات 
أطوالها فى D‏ : 

إذاكان ATA=LDL"‏ فإن (A') A' =LUA‘A(L')'=D‏ 
في المرحلة الأخيرة نقسم على الجذر التربيعي للمحاور وذلك لتنظيم الأعمدة : 
0م “راق Q=A‏ أو A - 001175 =QR‏ 

يعيدنا ذلك إلى مصفوفة شولسكى DIL"‏ المطابقة لمصفوفة غرام ‏ شميدت ۸ . 

الشكل SII‏ ل ۸ يعكس الترتيب : طرحت مضاعفات الأعمدة المتقدمة 


من الأعمدة المتأخرة. إن ذلك مشابه للحذف : طرحت مضاعفات الأسطر المتقدمة 
من الأسطر المتأخرة . L‏ تسجل خطوات الحذف في 414 و ۸ تسجل خطوات التقويم 
Ad‏ 


-Y‏ «التحليل المختزل» هو A=LU‏ مثل التحليل المتناظر LDL‏ فإنه أكثر توازناً من 
التحليل القديم 4-110 ولكن من طريق آخر . عندما يكون ل 4 الرتبة ”» WE‏ نحتاج» 
per‏ إلى ployer‏ 1 و : سطراً في U‏ فالأسطر mJ)‏ الأخيرة في يكن اهمالها 
(لإنها جميعها أصفار) . الأعمدة ال ٠-۲‏ الأخيرة من ا يكن » أيضاً » إهمالها LEY)‏ 
تضرب هذه الأسطر الصفرية الواقعة في U‏ ولن يكون لها أي GSE‏ بقينا مع U gh‏ 
وسيكون جداؤهما أيضاً هو المصفوفة 4 : 
يكن مصفوفة رتيتها + JAAD‏ إلى جداء مصفوفة من النوع mxr‏ في مصفوفة من 
النوع rxn‏ 

في الحالة التي تحتاج 4 إلى مبادلة أسطر مثل c PA=LU‏ سيكون هنا بعض التغيير 
 :‏ تتكون من الأعمدة ال الأولى |۲1 عوضأعن 1 . في كل حالة» ستكون أعمدة 
SIL‏ عددها , أساساً clad‏ أعمدة A‏ وأسطر 1 التي عددها r‏ أساساً لفضاء أسطر 4 . 
-=y‏ يعد تفريق القيمة SLU‏ أكثر أهمية بحيث قم في فقرة خاصة وسيكون موضوع 
الملحق (آ) . إنه يضع مصفوفة قطرية < بين مصفوفتين قائمتين» تعطيان أسساً للفضاءات 
الأربعة وتؤديان إلى المعكوس الكاذب At‏ وإلى «العدد الشرطي» . لقد أصبح SVD‏ 
(تفريق القيمة الشاذة) أساسياً في علم الحاسوب . 


فضاءات المتجهات والفضاءات التزئية 
نتتقل من الحساب إلى الجبر الذي يبدأ بمفهوم فضاءات المتجهات حيث هناك 
عملتان مكتان : 
جمع ا متجهات «+ × وضرب متجه بعدد×ء 


TAA التعامد‎ 


هاتان العمليتان سهلتان فى فضاء عدد أبعاده الذي هو المثال الواضح لفضاء 
المتجهات . إن ذلك ممكن داخل مجموعة أصغر مثل المستقيمات والمستويات المارة من 
نقطة الأصل في ”۸ . المجموعات A}‏ 645 التي هي فضاءات متجهات بحد داتها . 
هى فضاءات جزئية والفضاءات de Vas dl‏ هي مفتاح ط = ندا : 

وجود × : يجب أن يقع 5 في فضاء الأعمدة (۸) #: يجب أن يكون b‏ متعامداً 
مع الفضاء الصفري الأيسر ( 1/47 

وحدانية × : يجب أن لايحوي الفضاء الصفري VIA)‏ سوى المتجه الصفري : 
يجب أن يقع فضاء الأسطر في "۸ 
عندما يكون هناك حل لكل cb‏ تكون الأسطر مستقلة وتكون الرتبة 7 -+. وعندما 
يكون الحل وحيداً» تكون الأعمدة مستقلة وتكون الرتبة ran‏ لكل مصوفة › الرتبة 
هي عدد أبعاد كل من فراغ الأعمدة وفراغ الأسطر . إذا كان r= m =n‏ فان A‏ مربعة 
وقابلة للعكس . 

من الواضح أن هذه الفصول قد تابعت هدفاً واحداً هو فهم النظام Arab‏ فكل 
فكرة جديدة أو تعريف ‏ با فى ذلك فضاء المتجهات والاستقلال الخطي» الأساس 
والسعة» الرتبة والفضاء الصفري . الجداء الداخلي والتعامد- قدمت GY‏ ضرورية 
لهذا الغرض . سننظر الآن» من جديد» في الأفكار ذاتها لايجاد بعض العلاقات التي 


١‏ - تقاطع فضائي متجهات . الفكرة الأساسية هي العودة إلى تعريف فضاء المتجهات 
والفضاء الجزئي . ستظهر مسائل تحتاج إلى نظرء لاتتعلق بفضاء جزئي فريد أو مصفوفة 
ل فريلة › بل تتعلق بالصلات بين فضاءين جزئيين أو مصفوفتين . النقطة الأولى هي 
deal SV‏ : 


۳ ذإذا كان و17 فضاءين جزئيين من فضاء متجهات معلوم» فان تقاطعهما VAW‏ 
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كذلك فضاء جزئي . المتجهات المنتمية إلى كل من الفضاءين الجزئيين» OSS‏ فضاء 
جزئياً أيضاً . 

البرهان مباشر . نفرض + و « واقعین في ۷م V‏ بقول آخر إنهما متجهان فى 
Lady ۷‏ في ۷. لذء! لما كان كل من 7 و۷ فضاء معجهات بحد ذاتهما فان sxi‏ 
«“يقعان في ۷ و ۷ . نانجا ا جمع والضرب بعدد يبقيان في التقاطع . هندسياً تقاطع 
مستويين يران من نقطة الأصل (أو مستويين زائدين” من #) هو أيضاً فضاء جزئي . 
الأمر ذاته صحيح بالنسبة able)‏ فضاءات جزئية متعددة أ ote sls‏ مهيا OLS Lage‏ 
teal‏ 
مثال ١‏ تقاطع فضاءين جزئيين متعامدين فيما بينهما هو لفضاء الجزئي ذو النقطة 
الواحدة [0) ایو شري کی اميد تاطا یف 
مثال ۲ إذا كانت مجموعتا المصفوفات المثلثية العليا والسفلى من النوع ”× على 
الترتيب ٠‏ الفضاءين Vind Al‏ و c W‏ فان تقاطعها هو مجموعة المصفوفات القطرية . 
إن ذلك حتماً » فضاء جزئي . جمع مصفوفتين قطريتين وضرب مصفوفة قطرية بعدد 
ينتجان مصفوفتين فطريتين . 
مثال ٣نفرضص VO‏ فضاء 4. الصفري و ۷ فضاء 8 الصفري. يكون عندئل 
۷م لاأصغر فضاء صفرى للمصفوفة : 


١ ae oN 
و‎ | 


Cr - 0‏ يتطلب 0= ×4 و Br=0‏ . لذاء Op‏ على × أن يقع في كل من الفضاءين 
١‏ - مجموع فضائي متجهات جرت العادة بعد دراسة وتوضيح تقاطع مجموعتين أن 
يدرس اتحادهما . إلاأن الأمر غير طبيعي مع فضاء المتجهات . ليس من الضرورى 
بصورة عامة أن يكون اتحاد فضاءين جزئيين UW‏ لاء فضاء جزئياً . لننظر فی محور × 


ومحورد فى المستوي . كل محور بمفرده فضاء >55 6 ولكن إذا أخذا Lae‏ فان 
اتحادهما ليس كذلك . مجموع )1,0( مع (0,1) لاينتمى إلى أي منهما . يقع هذا الأمر 
دائماً مالم يكن أحد القضائين Why cas tl‏ . لذاء يكو MAY‏ فضاء Us je‏ 
» فقط» في هذه الحالة (الاتحاد يتطابق مع أكبرهما) . 

رغم ذلك . ريد أن تركب فضاءين جزثيين ولكن عوضا عن اتحادهما fii‏ 
إلى جمعهما . 


تعريف إذا كان ۷ و W‏ فضاءين جزئيين لفضاء معلوم» فان مجموعهما ۷+۷ كذلك . 
يتكون هذا المجموع من جميع المتجهات التي من الشكل tw‏ ا حيث ذا أي متجه اختياري 
من OV‏ و« أى متجه اختياري من ۷ . 
ليس ذلك سوى الفضاء المولد EYL‏ ۷ں ۷ . إنه أصغر فضاء متجهات يحوى 
كلا من ۷و ۴ F pama‏ المحور :د مع المحور هو المستوي ر :كاملا وهو ف أي 
ن مختلفين منه (مارين من نقطة الأصل)» سواء LIS‏ متعامدين آم لا . إذا كان 
V‏ هو محور :دو W‏ هو المنصف للربع الأول «=»۲» فانه يمكن توزيع أي متجه مثل (5,3) 
إلى (3,3) + (2,0) - بسر بر . لذاء فان V +W‏ هو R?‏ كاملا . 
مثال ٤‏ لنفرض أن 7 و W‏ متتامان متعامدان فى "۸. لذاء يكون مجموعهما 
R”‏ ۷+ ۷ . کل × يساوي مجموع مسقطيه ‏ على V‏ و Jew‏ ۷ . 
مثال 6 إذا كان ۷ فضاء المصفوفات المثلثية العليا و18 فضاء المصفوفات المثلثية الدنياء 
فإن V+W‏ هو فضاء جميع المصفوفات . يكن كتابة كل مصفوفة كمجموع 
مصفوفة مثلثية عليا مع مصفوفة مثلثية دنيا بطرق عديدة OY‏ الأقطار لاتتعين بصورة 
وحيدة -(المصفوفات المثلثية العليا والمثلثية الدنيا من نوع واحد وجميع المصموفات 
مربعة ومن نفس النوع . المترجم) . 
مثال 5 إذا VOLS‏ فضاء أعمدة 4 و17 فضاء أعمدة 8. فإن V+W‏ هو فضاء أعمدة 


We‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


| لمصفوفة الموسعة | E B‏ عدد أبعاد V+W‏ أقل من مجموع عددي Valai‏ و 
لأنه يكن لهذين الفضاءين أن يتداخلا)» لكن من السهل ايجاد : 


عدد أبعاد (V+W)‏ يساوى Das)‏ )\( 
الشيء المهم هو أن حساب ۷ہ V‏ أكثر دقة . لفرض اننا lawl‏ الأساسيت 
لاو Wo 9 Vy‏ نريد OV)‏ أساساً لتقاطع oe‏ الفضاءين ا حزئيين حتماً لایکفی 


أن نبحث عن المتجهات v‏ المساوية لمتجهات س . يكن لهذين الفضاءين أن يكونا 
متساويين  Oly v=‏ يكون أساساهما مختلفين . 

إليك الطريقة الأكثر فعالية . نكون المصفوفة 2 التي أعمدتها ,۷...۷ و ...رن 
go cond‏ قتبانها قري AD)‏ ارود رم تاسام تاقد اء all‏ يريزد 
إلى أساس V aW‏ وأن لهذين الفضاءين عدد الا بعاد نفسه . يدعى عدد أبعاد الفضاء 
الصفري 'بالصفرية ' لذا 

عددأبعاد(/8ام ۷) = صفرية م (Y)‏ 

يؤدىي ذلك إلى فانون مهم بصفته الخاصة . لنجمع (1) و )2( 
ote‏ أبعاد ) (V+W‏ + عدد أبعاد =(V AW)‏ رتبة 0 + صفرية 2 . 

انطلاقاً من حساباتنا المتعلقة بالفضاءات الجزئية الأربعة» نعلم أن الرتبة زائداً 
الصفرية يساوى عدد الأعمدة . في هذه الحالة يكون ole‏ أعمدة D‏ هوغ+: وعا أن 
يساوي عدد أبعاد ۷ و 1 عدد أبعاد ۷ فاننا نصل إلى النتيجة التالية : 

(1) W أبعاد ( ۷+ ۷) + عدد أبعاد ۷م ۷ = عدد أبعاد ۷ + عدد أبعاد‎ ote 
. إنه قانون غير سيء‎ 
و ۷ اللذين هما مجموعة المصفوفات المثلثية العليا ومجموعة‎ W مثال ۷ للفضاءين‎ 
للفضاء‎ . )١ +1۷2 المشترك‎ slu Yl ste المصفوفات المثلثية الدنيا (من نوع واحد)‎ 
وإن عدد أبعاد‎ n? هذا النوع عددالاأبعاد‎ OU paves الذي يمثل جميع‎ V +W 


YAO التعامد‎ 


الفضاء/م ۷ الذى يمشل المصفوفات القطرية يساوي #كمايو حي (o pla}‏ 
بذلك ntn=n(n+1)/2+n(n+1/2‏ 

سننظر الآن في برهان القانون (۳) . للمرة الوحيدة في هذا الكتاب» سيكون 
اهتمامنا بالحسابات الفعلية أقل من اهتمامنا بتقنية البرهان. إنها المرة الوحيدة التي 
علينا أن نستخدم فيها الحيلة من أجل التعرف على فضاء بمطابقته مع فضاء آخر. 
لنذكر أولا أن الفضاء الصفري للمصفوفة D‏ هو فضاء جزئي من REY‏ » بينما V AW‏ 
فضاء جزئي من الفضاء الكلي R™‏ سنبرهن أن لهذين الفضاءين عدد الأبعاد ذاته . 
ALL‏ هنا أن نبين أن هذين الفضاءين الحزئيين هماء بالفعل» متكافئان وفق التقابل 
التالى : 

لنفرض أن × متجه من الفضاء الصفري للمصفوفة 2 ولنكتب المعادلة = Dx‏ 
0بدلالة الأعمدة كما يلي : 


($) XIF] 4 t م ۳ ا‎ Wt Hai + Xgl W | = 0 


È 


أو 
yg Hc PAVE = -Xp Wi mos = Xba Wi:‏ )0( 

الطرف الأيسر من هذه المعادلة واقع في ۷ إذهو تركيب خطي في المتجهات 
«بينما الطرف الأيمن واقع في ۷ با أن هذين المتجهين متساويان فانهما يمثلان متجهاً y‏ 
من AW‏ ۷. إن ذلك يوجد تقابلاً بين MD)‏ و V AW‏ . من السهل أن نتتحقق أن هذا 
التقابل يحافظ على الجمع والضرب بعدد : إذا × قابل oly JOG x yy’‏ 
x+ x!‏ يقابل 'ر + gy‏ عه يقابل cy‏ . علاوة على ذلك olde‏ كل رمن AW‏ ۷ ينتج عن 
كيده وا TEE ip ol) MID) cox‏ 

إن ماسيق توضيح جيد لمفهوم التشاكل التقابلي بين فضاءي متجهات . هذان 
الفضاءان مختلفان ولكن أي أثر جبري سيكون عليهما واحداً. إنهما متكافئان تماماً . 
كل مجموعة مستقلة خطياً من الأول تقابل مجموعة مستقلة خطياً من الثاني وأي 
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Ja kal‏ يقابل أساسا للثاني د bU‏ + فن عددي أبعادهما متساويان وبدلك یتم 
برهان (۲) و (۳). هذا مثال من التتائج التي يسعى إليها علماء الجبر وهو المطابقة بين 
cx‏ رياضيين مختلفين» كمالوكانا في الأصل شيئا url‏ في الواقع أي فضاءين 
لهما مجموعة المؤثرات (الأعداد) ذاتها وعدد الأبعاد المنتهي ذاته » هما دوماً متشاكلان 
تقابلياً. ولكن ذلك شديد العمومية بحيث يثير اهتماماً كبيراً. تظهر فائدة ذلك عند 
مطابقة فضاءين مختلفين ظاهرياً مثل AW‏ ۷ و MID)‏ 

مثال A‏ لنفرض أن ۷المستوى ر-× و ۷ المستوى x-z‏ : 


to 1 ol د‎ a 
7-20 1 0 89 ل م‎ lel العمودان لا وليان‎ 
0 0 0 || W السطران الأخيران أساس ل‎ 


رتبة 0 تساوى V+W sC)‏ هو R‏ يحوي الفضاء الصفري (1,0-,1,0) = phe gx‏ 


ويتجه وفق محور الذي هو التقاطع AW‏ ۷ . يصبح القانون (Y)‏ المتعلق بابعاد ۷ 
CV nW 5+W‏ 2+2 - ] + 3 . 


الفضاءات الأساسية للجداء AB‏ 

ننتقل من أز واج الفضاءات الحزئية إلى جداءات المصفوفات . كما SLL pa‏ 
دائماء لن نهتم بعناصر AB‏ بصورة منفردة. إذ إنه من المحتمل أن لايكون هناك تشابه 
بين pole‏ 4 وعناصر 8 . بل نهتم Loses‏ عن ٤ CUS‏ مخ ى اجات ol goes‏ 
الأسطر و متجهات الأعمدة Le ge‏ عن العناصر لأن بعض خواص 4 و 8 ستنقل إلى 
جدائهما Sb Os . AB‏ الأسطر والأعمدة منفردة لايكافىء Pi:‏ الفضاءات التي 
تولدها هذه الأسطر أو تلك الأعمدة . تعكس هله الفضاءات الجرفية خراص 


)\( هناك تشاكل تقابلي آخر بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة. عدد أبعاد كل منها/. 


TAV التعامد‎ 


المصفوفة كاملة دفعة واحدة. مسألتنا الأساسية هنا : ماهى العلاقة بين الفضاءات 
لزي عاسب Bag‏ ا اليوط ر لوي اله 
en an aN E‏ 

B يحوي الفضاء الصفري للمصفوفة‎ AB الفضاء الصفرى للمصفوفة‎ )١( 

A ردا أعمدة‎ cpm AB فضاء أعمدة المصفوفة‎ (Y) 

(۳) الفضاء الصفري اليساري ل AB‏ يحوي الفضاء الصفري اليساري AJ‏ 

)2( فضاء أسطر AB‏ محتوى في فضاء أسطر s B‏ 
البرهان سهل للغاية 

)١(‏ إذا كان 0 -+8 فإن 0 -+48.. كل + من الفضاء الصفري BS‏ هوء أيضاً» في 
NAB)‏ 

(۲) كل عمود فی 48 تركيب ABY‏ 

. y 'AB=0 إذاكان 74-0رفان‎ (Y) 

Bylaw کیت‎ PAR كل سطر من‎ CE) 

معرفتنا لهذه الكمية الكبيرة من المعلومات حول الفضاءات الجحزئية المرتبطة مع 
8 نعرف أيضاً حدوداً لأعداد أبعاد ثلاثة منها : 


نتيجة Git‏ رتبة وصفرية 48 العلاقات : 
(B).‏ بت ستل (AB) 2Z‏ نسئل r(AB)Sr(A) r(AB)SrF(B)‏ 
ليس هناك محاولة لبرهان كون الفضاء الصفري AB J‏ أوسع من الفضاء الصفري 
4 الذي هو غير مؤكد. فى الحقيقة؛ يکن ل4 و B‏ أن تكونا من النوع 23 و 3X2‏ 
وعناصرهما أصفار . إن ذلك يجعل ۸ أصغر clad‏ صفري ABS‏ فى حين أن 4 


أكبرفضاءصفرى ل ۸. أخيراً » لنذكر أنه إذا تكونت مصفوفة جزئية © بحذف بعض 
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أسظر A‏ (أولاشيء) وبعض أعمدتها (أولاشيء) فليس من الصعب تخمين حدود 
لرتبة © . 
Y‏ ض إذا فرضنا A‏ مصفوفة من النوع "×١‏ رتبتهاء » فان : 

1 رتبة كل مصفوفة جزئية لها تصغر أو تساوي‎ )١( 

)1( توجد على الأقل » مصفوفة جزئية واحدة من النوع ١×‏ رتبتها تساوي7. 


البرهاق © سئرد C JIA‏ على Towle‏ الأولى تبقى عدد الأعمدة ثابتاً ونحذف 
الأسطر التي لاتريدعافي©. . قساء اسظر هذه المسقوقة الوسيظة ق ميعتوى» كما 
عق في فضاء أسطر A‏ < لذا rank )8( = rank (A) =r‏ في المرحلة الثانية » ترد 8 إلى 
© بحذف الأعمدة غير المرغوبة . لذاء فإن فضاء أعمدة © محتوى في فضاء أعمدة 8 
وإذ € lies rrrank B rank‏ يحقق )\( 

Ole‏ الجزء CY)‏ نفرض أن 8 كونت من + سطراً مستقلة من أسطر A‏ . لذاء 
فان عدد أبعاد فضاء أسطر 8 يساوى tr‏ أي rank )8 ( = Ol‏ وأن على عدد أبعاد فضاء 
أعمدة B‏ أن يكون مساوياً” أيضاً. لنفرض بعد ذلك أن © مكونة من + عموداًء من 
أعمدة 8 المستقلة» فيكون عدد أبعاد فضاء أعمدة © مساوياً + وتكون „rank (C)=1‏ 
وهذا مايتم برهان (۲) : كل مصفوفة رتبتها r‏ تحوي مصفوفة جزئية غير شاذة من النوع 
«TAT‏ 
مثال لننظر مرة أخرى في المصفوفة ذات النوع 3×4 
F‏ 
. 
nE‏ 


سس سه )2 oft‏ 
A=‏ بالمصفوفة الحزئية 4 cel!‏ 


j 2 
9 5 
3 0 


Ww D زرا‎ 


كل مصفوفة جزئية من 4 من النوع 3x3‏ شاذة أما ٤‏ فليست كذلك . 
هذه النظرية لاتستحق المغالاة في الاهتمام . إنها تشبه» ظاهرياً» نظرية مهمة 


TAA التعامد‎ 


هي تلك النظرية التي تلي الشكل (5-7) . لقد برهنا هناك أن كل مصفوفة 4 تمثل 
تحويلاً قابلاً للعكس» من فضاء أسطرها الذي عدد أبعاده : إلى فضاء أعمدتها الذي 
ote‏ أبعاده daw, Lal ٣‏ هذان الفضاءان وهذا التحويل معلومات كاملة عن A‏ 
يكن اعادة تجميع المصفوفة الكلية عند معرفة هذا التحويل . القضية هنا هي ايجاد 
مصفوفة جزئية قابلة للعكس © هناك أمور خاصة تتعلق بتلك المصفوفة التى اخترناها . 
هذا الأمر ممكن ويوجد فى هذا المثال العديد من المصفوفات الحزئية القابلة للعكس 
ومن PAS I‏ الشيء الوحيد الذي حصلنا عليه هوتعريف مكافىء جديدللرتبة . إنها 
رتبه أوسع Tr‏ جزئية غير شادة . 


المربعات الأصغرية المحملة 

لنفرض أننا عدنا قليلاً إلى الحالة الأكثر سهولة من مسألة المربعات الأصغرية 
وفى آیجاد OX‏ وهو تقدير وو ريض × سادا إلى هالاحظتين x= by‏ ر کچ eke‏ 
يكن هذان القياسان متساويين» فاننا نواجه نظاماً غير متسق بمعادلتين فى مجهولين : 


HEE 


حتى الآن» كنا ننظر إلى هاتين الملاحظتين بدرجة واحدة من الثقة ونبحث عن القيمة 
lx‏ تجعل L awl E * (x-b,)°+(x-b5)°‏ : 


7 dx 


القيمة المفضلة ×هي هنا متوسط القياسين» وتأتى النتيجة ذاتها من 
المعادلة م7 4 - + ATA‏ بالفعل» 474 مصفوفة من النوع 1×1 وتأخذ المعادلة الصورة 
+b, x 2‏ اح , 

كملاحظة اضافية» انتبه إلى مسقط (على المستقيم الحامل للمتجه [i a=‏ 
هذا المسقط هو axp=‏ حيث =a'b/alax‏ هذه النسبة هي »أيضاء الو Jaw‏ 


t= 


= 0 


0 الجبر الخطى وتطبيقاته 
),40 ,6( . ذلك هو الجواب الطبيعي» باستثناء التحول التالي المهم من الناحية 
العهلية: 

لنفرض أن ا ملاحظتين لاتتمتعان بالدرجة ذاتها من الثقة . يمكن . Wee‏ الحصول 
على ,الق b‏ = × بواسطة مقياس دقته أعلى ‏ أو في مسألة إحصائية من عينة أوسع - 
من Bo‏ القيمة الثانية رط = . مع ذلك إذا حوت الملاحظة الثانية معلومات مهمة 
لاتحويها الأولى» فاننا لانستطيع أن نثق كلياً فى ,5- ×. إن أبسط تسوية لذلك هو أن 
نربط هاتين الملاحظتين بحملين مختلفين Ol yw,‏ نختار × الذي يجعل مجموع المربعات 
الحملة أصغريا : 


aw? tx aby)? ew & «bed.‏ ثم 
إذا كان Los VOW ow, >w,‏ العظمى مرتبطة بالملاحظة الأولى وإن طريقة البحث 


عن القيمة الأصغرية تحاول ما أمكن جعل Ol bake £ Tia a-b)?‏ لحسب j‏ بم ل 
A Awi (x -D,) Wis (x - b>)‏ 


x #‏ س 
وبجعل هذا المقدار مساويا الصفر : ظ على الحل a‏ 


3 


2 24 
wib, + wib 


2 xs 


La ge‏ عن توسط b, 9b,‏ الذي أخذناه عندما كان ew, =w= l‏ فإن Xa‏ هو 
المععدل المحمل للمعطيات . إنه أقر ب إل aed,‏ إلى رط . 


من السهل ايجاد شا المربعات الأصغرية العادية m-‏ نودي x W arl‏ 1 إنها 
تصدر عن تغيير AX=b‏ بالنظام الحديد WAx=Wb‏ . يغير ذلك الحل من 5 إلى x,‏ في 
ike‏ : 


Asl? walt * 
f] ١ “a 0 دملا‎ | 


يظهر فى المعادلة النظامية للمسألة الجديدة» WA‏ عوضاً عن 4 و Wh‏ عوضاً عن 


ren التعامد‎ 


.. ولايوجد GE‏ ذلك أي جديد» وتظهر المصفوفة ۷۷ فى كل من طرفي المعادلة 
ينتج حل ا مربعات الأصغرية للمعادلة WAx = Wb‏ من : 
(A'w'WA) x, =A WTWb.‏ 
ماذا يحدث للشكل الهندسي حيث أسقط ط على 4 × ؟ يجب أن pry‏ ذلك 
Lal‏ اسقط¿ Lash‏ : هو نقطة فضاء الأعمدة الأكثر قربا من ط. لكين لكلمة أكثر 
قربا" معنى جديدعندما يشمل الطول الحمل W‏ . لقد blas‏ بطول محمل ل ×معادلا 
لطول Wx‏ المعتاد . لم يعد التعامد يعنى أن 0 = × ر ؛ فی النظام LAAI‏ يصبح المعيار 
هو 0= (Wy) (Wi)‏ وتظهر المصفوفة ۷"۷ في الوسط . في المعنى الجديد» المسقط 
Ax,‏ والخطاً Ax,‏ - تسسا ميك اق Ladi)‏ 
يصف هذا البند الأخير جميع ا جداءات الداخلية التي تنتج عن مصفوفة قابلة 
للعكس ۷ .إنها تشمل التركيب المتناظر caw w‏ فقط ؛ الجداء الداخلى xJ‏ فى ر 
هو Cr‏ ر. لاحظ أنه بالنسبة لمضفوفة قائمة 0 = ۲)۷ حيث التركيب 1= 0 '0 =0 لن 
يكون الجداء الداخلي جذيدا أو مختلفاًء ليس أصفوفة أحمال قاقمة أى تأثيرء OY‏ 
دوران الفضاء يترك الجداء الداخلى oh LU‏ مصفوفة أخرى ۷ تغير الطول والجداء 
الداخلى . لكل مصفوفة قابلة للعكس W‏ تعرف القاعدة التالية جداء داخلياً وطولا 


جديدين . 


(V) (Xx yde = Wy) (Wx) , |x 


لا كانت 17 قابلة للعكس فإنه لايمكن أن يخصص الطول الصفري SY‏ متجه 
(سوى المتجه الصفري) . يمكن إيجاد أي جداء داخلي باعتباره تركيباً خطياً في × و y‏ 
وكونه موجباً عندما يكون (--0 » من مصفوفة معينة ۷ . 

Lee‏ السؤال المهم هو اختيار W‏ (أو©) . SL‏ أفضل جواب من الإحصائيين» 
وأصلاً من غاوس . يمكننا أن نعرف أن معدل الخطأ صفر . تلك هي القيمة المتوقعة 


w = [Wel]. 


rice‏ الجبر ا لخطي وتطبيقاته 
للخطأ في 0-رغم أنه من غير المتوقع أن يكون الخطأ صفراً Lad  اننكمي  !‏ » أن نعرف 
معدل مربع الخطأ الذي هو التباين . إذا كانت الأخطاء في القياسات ,5 مستقلة فيما 
بينها وكان تباينها oF‏ فإن الأحمال الصحيحة هي ;0 /⁄1= « . الشيء اللإضافى الذي 
نعلمه عن القياسات هوأنها تنعكس في تباين صغيرء والأمر الجدي أنها محملة . 
بالاضافة إلى اختلاف الثقة» يكن للملاحظات أن لاتكون مستقلة . إذا ما 
دالت الأخطاء_التصويتك لالركس قير سعقل عن العصويت مجلس الثرات 
clams‏ غير مستقل عن التصويت لنائب الرئيس - فان 1# تحوي pole‏ غير قطرية . 
أفضل مصفوفة غير متحيزة CEW‏ هي معكوس مصفوفة التغاير عنصرها زهو 
القيمة المتوقعة لجداء الخطأ فى bj‏ بالخطأ فى ,ط . يحوي قطرها الرئيسى التباين 62 
Jars go gal‏ (الخطأ في ,8 ) ١‏ | | 


شال : تفرض أنه قد حمن كل من لأعبي البريدج (بعد المزايدة) العدد الكلي للبستوني 
tes‏ تی الل يكن ال د انا ane‏ نتوين اکن 


E(e) = > (- e (0) +- (1)=0 
Ele“ 521 CI’ pt ١ (0 +1 = 


po abl‏ ا ی ipl I, Joa‏ نفسها - إلا انهماغر عتساوينء لأنهما 
ينظران إلى قبضتين ممختلفتين . أي يحتمل أن يكون كل منهما الأعلى أو كل منهما 
الأدنى وهوا الصفر إلا أن احتمال نقيض الخطأ يساوي + . إذù« Cl)‏ ل E (eez)‏ 
وإن معكوس مصفوفة التغاير هو المصفوفة : 


i 

w | = w | نم‎ 
i 

ted | دع‎ u| عه‎ 


HES Ai g لوو‎ 
a 1| مع‎ 


ندخحل هله المصفوفة r.‏ وسط المعاد لات النظامية المحملة: 


4-7 


نفرض SO)‏ و7 فضاءان جز OLS‏ من RY‏ حيث عدد أبعاد ga‏ 7 وعدد 
أبعاد aT‏ 8 . 

(آ) ماهو „Si‏ عدد أبعاد تمكن ل AT‏ 5؟ 

(ب) ماهو أصغر عدد أبعاد ممكن ES ATS‏ 

)>( ماهو أصغر ote‏ أبعاد ثمكن ل ۶+7 ؟ 

)>( ماهو ste +S)‏ أبعاد مکن S475‏ ؟ 

ماهو تقاطع zla‏ الفضاءات الحزئية التالية ؟ 

„R? À yz 5 gael wey المستوي‎ (Í) 

. (0,1,1) المستقيم الحامل ل )1,1,1( والمستوي الحاوي ل )1,0,0( و‎ (VU) 
.۸ JS (ج) المتجه الصفري والفضاء‎ 

(د) المستوي العمودي على )1,1,0( والمستوي العمودي على )0,1,1( 
aS‏ 

ماهي مجاميع هذه الأزواج من الفضاءات الجزئية ؟ 

في فضاء المصفوفات من النوع 4×4 . نفرض أن 7 الفضاء الجزئي 
للمصفوفات الثلاثية الأقطار و W‏ الفضاء الجزئي للمصفوفات المثلثية 
العليا. صف الفضاء الجزئى V+W‏ الدى عناصره مصفوفات هيسنب رع 
c Hessenburg‏ والفضاء الجزئي 0۷ ۷. حقق القانون (3) . 

إذاكان ۷م ۷ حاوياً فقط المتجه الصفري (T) OLS‏ تصبح 
dim (V+W) ( = dim V +dim W‏ . تحقق من ذلك» إذا كان /افضاء أسطر 4و 
W‏ قضاءها الصفري و 4 من النوع × والرتبة ” ale.‏ أبعاد هذه 
الفضاءات ؟ 


بيه 


0 


ee | 


iter 
کس‎ 


ا حبر at!‏ وتطسقاته 


bel‏ مثالا من E‏ بحيث لايحوي 17م ۷سوى ضفر المتجهات و 
/اغير متعامل مع W‏ . 
إذا كان (0) = 0۷ ۷ فإن V+W‏ يدعى المجموع المباشر ل۷ و Seow‏ 
بصورة خاصة» بالرمز 7ص ۷. إذا كان ۷مولداً بالمتجهين (1,1.1) و 
(1,0,1)» اختر فضاء جزئياً eW‏ يكون @W‏ ۷ ۸° =. 
فسر لماذا يمكن كتابة أي متجه × من المجموع المباشر 7 V‏ بصورة 
واحدة » فقط من الشكل av w‏ × (حيث v‏ من ۷ w g‏ من (W‏ 
جدأساساللمجموع ۷+۷ حيث ۷ هوالفضا المولد 
بالمتجهين )1,0,1,0( v=‏ (1,1,0,0) =« و W‏ المومد بالمتجهين- س 
=(0,0,1,D‏ ر (0,1,0,1),w‏ . جد أيضاً عدد أبعا د الفضاء AW‏ ۷وأساساً 
له . 
ين Ste‏ أنه ليس مع srs wall‏ أن يحوى النضاء الصقرى ABS‏ القضاء 
الصفري AS‏ وأنه ليس من الضروري أن يكون فضاء أعمدة 48 محتوى 
في فضاء Bissel‏ 
أوجد أوسع مصفوفة جزئية قابلة للعكس وعين رتبتها لكل من : 


نفرض أن 4 من النوع ۸× و 8 من النوع nXm‏ حيث ”> . برهن 
أن AB level‏ شاد. 

(B) 45) + (A) جاه رجة‎ 4B) 45, daaa 

إذا كانت 4.مربعة وقابلة للعكس » برهن أن ل48فضاء 8 الصفرى نفسه. 

( وفضاء الأسطر ant‏ ووالرشة ذاتها ). [رشاد ١‏ طق العلااقة ايشا 


ier 


۱5--۴۳ 


ت 


ونيم 


\A-1-1 


Te e. 


(1% 


التعامد Y.0‏ 
على جداء “4 ب 48. 
حلل 4 إلى جداء Lib panan‏ من النوع m Xr‏ فى مصفوفقة لا من 
النوع XA‏ . 


100. 
0 1 01 


0 0 0 
=L U apes‏ 4 كمجموع ۲ مصفوفة من الرتبة واحد . انشىء رآ و U‏ 
والمصفوفتين ذواتي الرتبة واحد اللتين مجموعهما : 


_(OLT4O] Ate 5 
سه‎ SUIS 5 A = 


E a 8 
A=|0 1 -1/. 
i Bb a 


برهن أن تقاطع ثلاثة فضاءات جزئية من RY‏ بعدد أبعاد قدره(5") لن 
يكون النقطة [0). إرشاد : إلى أي مدى يكون صغر تقاطع الفضاءين 
الأولين be‏ ؟ 
أوجد التحليل A - LDL"‏ ثم عاملى شولسكي (LD!) (LD | Ta‏ 
للمصفوفة : 


12 4 
45 12 
حقق القضية کل متجه رمن OW‏ “اياتى من متجه دواحد. فقط » 


من dy MID)‏ يوصف كيف عقن IS‏ عن بن > العودة إلى 
المعادلة( 6 ) وإيجاد x‏ 

ماذا يحصل للمعدل المحمل +w3b2)/ w? + wz)‏ طس = س + إذا 
سعى الحمل الأول ,« إلى الصفر ؟ القياس ١,‏ غير موثوق ALT‏ 


5 


انطلاقاً من m‏ من الفياسات المستقلة ا لمعدل (thas‏ محملة 
بالاحمال E Wyre W,‏ ماهو المعدل المحمل الذي بقع محل rei)‏ إنه أفضل 


تقدير عندما يكو ن التباير:, الاحصائى, 7 //1- Lo‏ 


yY-1-f 


يكن 


ب 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


; 6 . Í 20 1 ojei 
للمتجهين‎ W ادا كانت | © | - ۷ء أوجد الحداء الداخلي وفق‎ 


9x =(2,3)‏ )1,1(= روطول ×وفق #۷ . ماهو المستقيم المتعامد وفق W‏ مع 


Vy 


أوجد حل المربعات الأصغرية المحملة 75 لم دعم : 


200 
0 1 0 ٠٠ 
0 0 1 


on þ = W = 


0 
l 
l 


1 0 
1 [ 
1 2 


تحقق من أن المسقط × p‏ 4 يبقى عمودياً )3 الحداء الداخلى وفق New‏ 
على Li‏ ي bA x‏ ۰ 

e =-2,- عدت 52200 لك مرتكباالاخطاء‎ HI افرض‎ U, 
يساوى‎ E (e) من أن خطأ التقدير‎ Gad opp بالاحتمالات‎ 1,5 
. غ‎ (Ô) الصفر وأوجد التباين‎ 

(ب) إذا خمن الاستاذ أيضاً (أو حاول التذكر) مرتكباً الاخطاء 1,0,1- 
بالاحتمالات > س ماهما الحملان ,س و w‏ اللذان يعطبان للثقة 
قفر اتلك PSY Ol pha»‏ 

نفرض أننا أخذنا معاً» سطراًو q‏ عموداً تحوي جميع العناصر غير 
الصفرية من مصفوفة A‏ برهن أن الرتبة لاتزيد على rtg‏ ما أضخم 
Abs‏ مربعة من الاصفار يكن أن تقع في قرنة مصفوفة من النوع 9 ×9 
ليمكنك أن تؤكد كون المصفوفة شاذة ؟ 


A-Y 


۹-۳ 


iT? 


ie التعامد‎ 


. 6 متجهن سملن متعامدين مع‎ J> al g a= (22,1) طول‎ A> sh ١ 
فه‎ gluas جميع المتجهات المتعاملة مع (1,3,1) و )2,7,2( اجعل منها‎ io sl! 


موحل النظام Ax=0‏ . 

ماهى زاوية المتجهين )1,2,2( = Ya = )2,-2,1(, b‏ 

al‏ م مسقط (1,2,2) = b‏ على (2,1-,2) - ه ؟ 

أوجد جيب تمام زاوية المتجهين (4,3) و (3,4) . 

أين يقع مسقط (1,1,1) b=‏ على المستوي المولد بالمتجهين (1,1,0) و (1.0,0)؟ 
هل صحيح أن النظام Ax=b‏ يكون قابلاً للحل إذا وإذا فقطء كان م 
متعامداً مع كل من الفضاءات الجزئية الاساسية الأربعة ؟ 

ماهو المستقيم الأكثر ملاءمة للمعطيات التالية : 0 - عند 7-0و 0= م 
ue‏ 1 22و 12-ؤعين 23د ؟ 

انشىء مصفوفة اللإأسقاط م على الفضاء المولد بالمتجهين (0,1,3) و 
(1,1,1). 

ماهى الدالة الثابتة الأكثر قرباً من yaa‏ » وفق مفهوم المربعات 
cd aw‏ غلى الفترة 1:0 ؟ 

إذا كانت © قائمة» فهل يتحقق الامر ذاته من أجل * 0 ؟ 

أوجد جميع المصفوفات القائمة من النوع 3 × 3 التي كل عنصر فيها 
يساوي الصمر أو الواحد. 

أي مضاعف ل a)‏ يجب طرحه من ره ليكون الناتح متعامداً مع ,ه؟ارسم 


ع 


\¢-¥ 


\A-Y 


\4-¥ 


Yey 


¥\-Y 


Y= 


نكن 
E‏ 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


cos sin Û 
sin 0 0 


لالم 


إذا كان كل عنصر من مصفوفة قائمة يساوى 1/4 أو 1/4- فماهى > ضخامة 


هذه المصفوفة ؟ 
افر أن التجهات ۾ 
عط قانوناً يعطى المعامل الأول due,‏ م والمتجهات و . 

بأى OLAS‏ تصف المعادلة ATA‏ × 478 - والمتجه 4 - م x‏ طم= والمصفوفة 
7م )P=A(AA؟‏ 

إذا كان المتجهان المتعامدان النظاميان )دري T -L‏ 
|= )4 ,= .--( عمودي Lal « Q‏ هما R‏ 0و '0 0 ؟ 
برهن أن "0 ©مصفوفة إسقاط (على مستوى ,434( 


...ب متعامدة نظامية وإذا كان b=c,q,t..-..+C,q,‏ 


إذا كان i „v,‏ ااا ادنا نظامياً ل Fp ye GRO‏ لت + 
=h > tasty M‏ 
خطأ pl‏ صواب : إذا كان المتجهان yx‏ متعامدين وكانت ۲ مصفوفة 


i Lal متعامدان‎ Py px إسقاط فان‎ 

حاول إيجاد مستقيم C+D ١‏ = مار من النقطتين 2 - 
وبرهن أن المعادلة النظامية تتعطل فى هذه الحالة. | 
الممتقيبات المفضلة مصغراً اا ee got‏ الخطأين : 
ماهي أقرب نقطة في المستوي 0 -: +y-‏ :دمن (2,1,0) = ط ؟ 
أوجد أساساً قائماً للفضاء R?‏ منطلقاً من المتجه (1-,1,1) 
يفحص جهاز X iatl‏ الخديد ) (CT scanners‏ الى ريشن من اتات ممختلقة 
ويقدم مصفوفة تعطي كثافة العظم والنسيح ذ في كل نقطة ables.‏ تياف 


b=0,1 =29b= 


رسم جميع 


0-۳ 


8 


۷-۴ 


YA-Y 


۲۹-۲ 


roy 


هذه المسألة إلى استخلاص مصفوفة من مساقطها . هل يمكنك في ال حالة 
2 استخلاص المصفوفة A‏ إذا علمت المجموع على كل سطر وكل 
عمود؟ 

هل يمكنك أن تستخلص مصفوفة من النوع 3 × 3 إذا عرفت مجاميع 
أسطرها ومجاميع أعمدتها بالإضافة إلى مجموع قطرها الرئيسي 
والأقطار Ml de Vi og SI‏ اذية ؟ 

أوجد أساساً متعامداً نظاميا للمستوي 0 - + ر - × وأوجد المصفوفة م 
التى تسقط على هذا المستوي . ماهو الفضاء الصفري لم ؟ 

نفرض ]1- 1 3 ] = 4 و۷الفضاء الصفرى AS‏ 

ID‏ اياي لا ور 

(ب) اكتب أساساً متعامداً نظامياً ل ۷ وأوجد ر۶ المصفوفة التي تسقط 
V“ eR? cl gata‏ 

(ج) أوجد المصفوفة P,‏ التى تسقط متجهات R?‏ على ۷ . 

استخدم طريقة غرام شميدت وأنشىء متجهين ۾ » gy‏ متعامدين نظاميين 
انطلاقاً من )4,5,2,2( = ,© و )1,2,0,0( = يه . عبر عن ه و ره كت ركيبين في 
,وو S159,‏ المصفوفة المثلثية ۸ بالصورة 0۴ = ۸ . 

لأى .×ط4 برهن أن : 

sy b=0 ۸ر فان‎ =0 gAx=b کان‎ 13) (1) 

)1( 131 كان 0= ×4 و ط = ر4 فان 0= ظط ×. 

ماهى النظرية التى تقوم بهذا البرهان من أجل الفضاءات الجزئية 
الا سا 

هل توجد مصفوفة يحوى فضاء أسطرها )1,1,0( ويحوى فضاؤها 


الصفري )0.1.1( ؟ 


Fa 


۳1-۳ 


FIT 


Hor 


فر وم 


paa 
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البعد بين نقطة الأصل والمستوي »= ×"ه في فضاء ذي m‏ بعداً يساوي 

| »| / | ء| ماهو بعد المستوي 8= ×-×-ر×+ ,دعن نقطة الأصل؟ وماهو 
أقرب نقطة منها ؟ 

برهن في متوازي أضلاع تقع رؤوسه في «+ 0.۳۷ » أن مجموع 
مربعات أطوال أضلاعه الأربعة يساوي مجموع مربعي طولي قطريه . 
)1( أو to‏ اساسا تاا تقلاس] لتشيك sacl‏ > 


حلم 

|| 
ب زرا ل ما ل 
ي ہے من ے مه 


(ب) أقتب OR dbA‏ عبت أعمدة © متعامدة Liek 9 doles‏ 
عليا. 

(ج) أو جد حل المربعات الأصغرية للنظام ط = ×4 إذا كان (3,7,1,0,4-) = م 
Jay‏ التقاطع V AW‏ والمجموع W‏ +۷ إذا كان : 
CÍ)‏ ۷ هو الفضاء الصفري للمصفوفة 4 و W‏ فضاء أسطرها. 

(ب)۷ المصفوفات المتناظرة من النوع 373 و ۷ المصفوفات المثلثية 
العليا من هذا النوع . 

إذا كانت | 7 =۷ مصفوفة أحمال فماهو الجداء الداخلي وفق W‏ 
للمتجهين (1,0) و (0,1) ؟ 

لحل نظام مستطيل » نعوض AT‏ (غير الموجودة) بالمصفوفة A!‏ (4/4) 
(وهى موجودة إذا كان ل A‏ أعمدة مستقلة) . برهن أن هذه المصفوفة 
معكوس يساري ل 4 ولكنها ليست معكوساً Lae‏ بالضرب من اليسار 
فى فراع عصفوفة الوحدة» بالظرب عن اليمين + تعطى a ina‏ 
إسقاط م. 


YY-Y 


A 


۳4-۳ 


التعامد 10 


أوجد المستقيم :6+2 الذي هو أفضل ملائم للقياسات 0,1,2,5 = ط في 
الأزمنة .t=0,1,3,4‏ 

اوجن coll‏ 22 +0 دمر الذي يعطي ملاءمة مربعات أصغرية 
للقياسات : 

Sy =6‏ 0=» 4= رفى eral‏ 0= رفي 2 -:. اكتب المعادلات الثلاث 
التي يكن حلها إذا مر المنحني من النقاط الثلاث وأوجد أفضل © و2. 
إذا كانت أعمدة A‏ متعامدة فيما بينهاء ماذا كنك أن تقول حول شكل 
4 وإذا كانت الأعمدة متعامدة نظامية فماذا يمكنك أن تقول عندئذ 


5 


؟ 
تحت أي شرط على أعمدة SIDA‏ يكن أن تكون مستطيلة) تكون AA‏ 
قابلة للعكس ؟ 


المحخددات 


1-5 هيد 
من الصعب معرفة ماذا علينا أن نقول عن المحددات . قبل سبعين سنة مضت كان لها 
أهمية واهتمام أكثر من المصفوفات التي نتجت عنها. لقد شغل تاريخ المحددات ل 
Muir‏ أربع مجلدات . تابعت الرياضيات» رغم ذلك» تغير هذا الاتجاه. فالمحددات 
تقع » UL‏ » في موقع بعيد عن مركز الجبر الخطي . رغم ذلك» فإنه يكن لعدد واحد. 
هو قيمة المحددةء أن يعطيك معلومات ليست قليلة عن المصفوفة . ولايزال مايقدر 
هذا العدد على alas‏ أمراً مدهشاً . 

إليك إحدى وجهات النظر : توفر المحددة «قانوناً» صريحاً parses‏ | ومحددا 
بصورة محكمة لأشياء رياضية مثل At‏ لايتغير هذا القانون سواء أردنا حساب 42 أو 
8 رغم أن المحددة ذاتها قد وجدت نتيجة لطريقة الحذف. في الحقيقة» يمكن 
اعتبار طريقة الحذف انجع طريقة للتعويض بعناصر مصفوفة معينة 4 في هذا القانون . 
الأمر المهم هنا هو كون القانون العام يبين كيف تتعلق هذه الكمية التى تريدها بعناصر 
المصفوفة التى عددها cm‏ كما يوضح كيف تتحول هذه الكمية عندما تتحول تلك 
cli’‏ 

` يلى . قاكمة بالاستعمالات الأساسية للمحددات‎ Land أن نقدم»‎ eK 

)١(‏ تعطي معياراً لقابلية العكس . إذا كانت محددة مصفوفة #مساوية الصفر 


FIF 


۳1٤‏ اخين الي ونما 


فان 4 شاذة وإذا كانت #0 det A‏ فان 4 قابلة للعكس . إن أهم تطبيق للمحددة هو 
طائفة المصفوفات 37 A-‏ وإن ذلك سبب اعتبار هذا الباب باباً أساسياً فى هذا الكتاب . 
لقد طرح الوسيط .3 من كل pare‏ من عناصر القطر الرئيسي وستكون المسألة هي 
إيجاد قيم ( (القيم الذاتية) التى fat‏ المصفوفة -AJ‏ 4 شاذة . المعيار هنا هو معرفة ما 
)13 كانت محددة هذه المصفوفة صفراً. سكل det (A -AD) Gls‏ كثيرة حدود من الدرجة 
في 2 . لذا » فإن لها ” جذراً بتعداد المضاعف منها؛ أي أن للمصفوفة « من القيم 
الذاتية . ينتج ذلك عن قانون المحددة وليس عن حسابها . 


(231,435,433) 


Z )42: 22 493) 


(aip aiz 3 


5 
شكل .)١-5(‏ متوازي السطوح المكون من أسطر 8 . 

(Y)‏ تساوي محددة A‏ حجم متوازي سطوح ۶ في فضاء ذي ۸ بعداً» شرط أن تنتج 

أضلاع معن أسطر 4(شكل "70١-15‏ . عملياً» غالبا مايكون عنصر حجم لامتناه 

في الصغر» يظهر في تكامل مضاعف . أبسط هذه العناصر حجم مكعب صغير = 4۷ 

dxdydz‏ « كما فى 7 23 [fr‏ | | . لنفرض » من أجل تبسيط هذا التكاملء أبن 


)١(‏ مكن لهذه الأضلاع أن تنتج عن أعمدة 4ء فنحصل على متوازي سطوح مختلف ولكنه من الحجم 


als 


المحددات مام 


قررنا تبديل المتغيرات إلى المتغيرات الاسطوانية 02+ » حيث . x=rcos O,y=rsinO,2=2‏ 
كما نذكر e‏ من أجل حالة المتغير الواحد» حيث يدد التفاضل dx‏ ليصبح ~(dx/du) du‏ 
عندما نضع » مكان × في التكامل الأحادي ‏ كذلك يتمدد العنصر الحجمي = 4۷ 
7 في فضاء slu YI‏ الثلاثة لكي يصبح Jdr dO dz‏ » حيث ال محددة اليعقوبية ذات 
أبعاد ثلاثة مشابهة لمعامل التمدد dx/ du‏ : 

addr 20 der 


J= | ddr oyd Ale 
ddr dada © ka 


cos Û - sin © 0 
sin 8 rcos@ 0). 
0 0 l 


قيمة هذه المحددة هي + - J‏ يساوي العنصر الحجمي في الإحداثيات الاسطوانية 
العنصر الحجمي ٠44042‏ . هذا العنصر هو حجم متوازي السطوح الصغير. 
(بظهر متحتياً إذا حاولنا رسمة ولكن من المقبول pled‏ أضلاعه مستقيمة عثدها تكون 
لامتناهية فى الصغر) . 

(۳) تعطي المحددة قانوناً للمحاور . نظرياًء يمكننا أن نستخدم المحددة للتنبؤ 


عن وجود محور صفري وما إذا كان من الضروري إجراء مبادلة سطرية . والأمر PSV‏ 
أهمية الذي ينتج عن قانون ا محددة هو : ( جداء المحاور) tderA =F‏ هذا يعني » مهما 
كان ترتيب ا حذف » أن جداء ا محاور يبقى نفسه » دون النظر في الإشارة . قبل سنين 
عديدة» كان يقود ذلك إلى الاعتقاد al‏ ليس هناك جدوى من التهرب من محور 
صغير جداً باجراء مبادلة سطرية OY‏ هذا المحور سيلاحقنا. إلا أن مايحدث عادة في 
التطبيق» إذا لم نتتحاش ly goes‏ صغيراً بصورة غير عادية » فانه سينتج عن ذلك مباشرة 
محور آخر غير عادي في الكبر ؛ إن ذلك يبقي الجداء ثابتاً ولكنه يحبط الحل العددي . 

)£( تقيس المحددة ارتباط 478 بكل عنصر من 5. إذا استبدل وسيط في اختبار 
أو إذا صلح رصد» فان 'معامل التأثير' في 420 = :د هو نسبة محددتين . 

هناك مسألة أخرى تتعلق بالمحددة . ليس من الصعب تحديد أهميتها ووضعها 
الخاص في نظرية الجبر الخطي» فقط» بل من الصعب» Leal‏ تحديد تعريفها. من 


0" الجبر الخطي وتطبيقاته 


الواضح أن 4:4 لن تكون دالة شديدة البساطة فى :”من المتغيرات ؛ خلافاً لذلك» 
سيكون من السهل جداً اكتشاف كون "4 متمتعة بذلك . يتطلب القانون الصريح الوارد 
في ٤(‏ -۳) إلى شرح كثير» كما أن علاقته بالمعكوس بعيدة عن أن تكون واضحة . 
لحت الآ قا البسيطة ا متعلقة بالمحددة هي القوانين الصريحة التي تعبر عنهاء 
بل تلك ا خواص التي تتمتع بها . ذلك مايفرض علينا المكان الملائم للبدء . يمكن تعريف 
المحددة (وسيكون ذلك) بخواصها الثلاث الاساسية. المسألة هي إذاً» معرفة كيف 
يمك حساب dod‏ محددة باستخدام هذه الخواص بصورة نظامية . يعيدنا ذلك إلى 
الحذف الغاوسي وإلى إيجاد المحاور . المسألة النظرية الأكثر صعوبة هى أن نبين أنه 
مهما كان الترتيب الذي تستخدم به هذه الخواص » فإن النتيجة تبقى alih Ša‏ 


يقدم البند التالي خواص المحددة ونتائجها الأكثر أهمية . ثم يعطي البند -٤(‏ 


lone )۳‏ من قوانين المحددة ‏ أحدها قانون صريح ذو Mon!‏ وآخر قانون 'استقرائى' 
والثالث هو ذلك القانون الذي يشمل المحاور (التى بها تحسب عادة محددة مصفوفة 
Ab pS‏ في البند 5-5 » تستخدم المحددة لإيجاد 4 ومن ثم لويجاد الحل 4165 = +×؛ 
pees‏ نقدم قاعدة كرامر Cramer‏ . فى النهاية» نبرهن بملاحظة اختيارية تتعلق 
بالتباديل › أن هذه الخواص منسجمة Land‏ تھا ائ ا ليس هناك أى الا في 
التعريف 


٤‏ - ۲ خواص المحددة 

سيكون ذلك قائمة طويلة ولكن لحسن الحظ » هذه الخواص سهلة الفهم وسهلة 
التوضيح بمثال من النوع 22 . لذاء فإننا سنحقق أن التعريف المعتاد للمحددة ذات 
النوع 2 2 ١‏ 


r\V المحخددات‎ 


يمتلك كل خاصة فى هذه القائمة . (هناك رمزان مقبولان لمحددة مصفوفة IAI LBA‏ 
أو 46:4 . ) سنبين أيضاً أنه يكن استنتاج الخاصة الرابعة وما بعدهاء من الخواص 
السابقة . أي أن كل خاصة للمحددة تنتج عن الخواص OGY Sse‏ . 
)1( ال محددة دالة خطية فى عناصر السطر الأول . هذا يعني أنه إذا كانت المصفوفات 
56 متطابقة من السطر الثاني وما بعده نزولا وكان السطر الأول من 4 تركيباً خطياً 
للسطرين الأولين من B.C‏ فإن القاعدة تقول : 46:4 هى التركيب الخطى ذاته في det‏ 
„det B 4 C‏ 

التركيب الخطي يحوي عمليات ‏ ضرب بعدد بالاضافة إلى جمع متجهات . 
لذاء يمكن جزئة هذه القاعدة إلى جزءين : 


ata b+b' |= a AF a' | 
C d le d c d 
ta tb|_ „la b 
e d| |c dt 


نريد أن نؤكد أن الجزء الأول لايمثل العلاقة الخاطئة © (B + C) = det 8 + det‏ 061 . 
لاييكنك جمع كل الأسطر : يكن لسطر واحد فقط أن يتغير . يعطي الطرفان معا 
الج واب wad + a‘d - be - b'c‏ 

بصورة مشابهة الجزء الثاني لايمثل العلاقة bH‏ 4 بعل ؛ = ( (1A‏ 061 . 
للمصفوفة rA‏ العامل :في كل سطر (وأخيراً كل واحد منها يضرب المحددة ب (r‏ 
يشبه ذلك حجم صندوق عندما نضرب كل حرف فيه بالعدد .)٤(‏ في Man‏ يضرب 


)١‏ نؤكد أن القواعد التالية تطبق على المصفوفات المربعة من كل حجم وبصورة خاصة. القاعدة الأولى 
التى هى حيلة بارعة ولكنها دقيقة. 


YYA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


الحجم والمحددة ب ”4. إذا ضرب حرف واحد بالعدد )٤(‏ فان الحجم والمحددة يضربان 
ب ؛ . هذه هى القاعدة الأولى . 

القاعدة التالية تبين أنه لايوجد شىء خاص بالسطر الأول . 
(۲) تغير المحددة إشارتها عندما نبادل بين سطرين منها : 


ot 
¿tadl 


E U tae 586 
° d | chad 


ينتج عن ذلك أن المحددة Lee Glad‏ بكل سطر منفرداً . إذا ضرب السطر ۲ بالعدد 
o E‏ فانه يمكننا مبادلته مع السطر الأول (مبدلين إشارة المحددة)» ثم نخرج العامل ٤‏ 
إلى الخارج (القاعدة )١‏ ثم نبادل بين السطرين مرة ثانية (مبدلين الإشارة إلى التى 
انطلقنا منها). لذاء يكن تطبيق القاعدة الأولى على كل سطر. | 
للقاعدة (Y)‏ أهمية ذاتية ؛ إنها تؤدي إلى محددة مصفوفة المبادلة . بمتسلسلة 
من المبادلات السطرية» يمكننا أن نعيد مصفوفة المبادلة إلى مصفوفة الوحدة . تحول كل 
dsl.‏ سطرية إشارة المحددة ‏ لذاء فإننا نحتاج إلى محددة مصفوفة الوحدة. إنها 
del a)! boul‏ 
(Y)‏ محددة مصفوفة الوحدة تساوى الواحد : 


1 0 
- 1 و‎ HE 


تترك القاعدتان الأولى والثانية سلم القياس غير محدد؛ القاعدة Y‏ تحدد ذلك . يو جد 
elas)‏ دو بعد واحد» للمحددات الممكنة» تختار هذه القاعدة واحدة منها بتنظيم 
det 1= |‏ . 

لقد توضحت OV‏ دعائم المحددة ولكن هذا الأمر ليس واضحاً بصورة كاملة . 
لذا نستخدم بالتدريج هذه القواعد لإيجاد محددة مصفوفة . 


المحددات ۳1۹4 


. detA =0 متساويين فان‎ A إذا كان سطران من‎ CE) 
la b 
| © b 


|= ab- ba = 0. 


ينتج هذا عن القاعدة (۲). لأنه إذا Wal‏ بين السطريين المتساويين» فإنه من المفروض 
أن تغير المحددة إشارتها . ولكن عليهاء أيضاًء أن تبقى كما هي لأن المصفوفة لم تتغير . 
من المعلوم أن الصفر هو العدد الوحيد الذي يمكن أن يكون له إشارتان مختلفتان» لذا 
i‏ لابد أن يكون 44-0 . (تصبح هذه المحاكمة خاطتة إذا كان 1-= 1 كما هو الحال في 
الجبر البولياني . لذا فان )2( يجب أن تأخذ مكان (۲) كواحدة من الخواص الاساسية C‏ 
)0( العملية الأولية التي تقوم بطرح مضاعف سطر من سط رآخر لاتغير شيئاً في قيمة 
المحلدة . 


Al a oot ظ‎ 1 9 TT i 
A Lala} تظهر القاعدة الأولى حدا‎ wies في هده‎ 
أن هذا الحد الإضافي يساوي الصفر . ليس لخطوات الحذف المعتادة أي تأثير على‎ 
. المحددة‎ 

det ۸ = 0 سطراً صفرياً فإن‎ A حوت‎ BIO) 


؛-» لكن القاعدة )٤(‏ تؤكد 


Q QO 
ë d 


5 


أحد البراهين هو اضافة أحد الأسطر الأخرى إلى السطر الصفريء الأمر الذي لايغير 
قيمة المحددة وفق 6(O)‏ وما أن المحددة ستحوى . Alice‏ > سطرين متطابقين. فان 


١ (2) وفق‎ de14 =0 


Ty;‏ احبر الخطي وتطبيقاته 


“gored zl القطر‎ polala, ...يي‎ elit! تساوي‎ det A إذا كانت 4 مثلشية فان‎ (VY) 


بصو رة خحاصة » إذا كان كل عنصر من هذا القطر يساوى الواحد فإن | = „detA‏ 
ê ©‏ 
c d‏ 


= dt, 


=ad. 


البرهان : لتفرض أن pole‏ القطر ليست جميعها أصفاراء لذاء فإن العمليات الأو لة 
ستحذف جميع العناصر غير القطرية دون أن يتغير شيء في قيمة المحددة (وفق 5) . 
إذا كانت 4 مثلثية دنيا فإن الخطوات. كما هو caball‏ تبدأ من المحور الأول . أما إذا 
كانت مثلثية عليا فإن العمود الأخير هو الذي يفرغ sl‏ مستخدمين cil Mla,‏ في 
القرنة الدنيا. بكل من هاتين الطريقتين» نصل إلى المصفوفة القطرية . 


ayy 
D = 


Ann 


a, خارج المحددة ثم‎ a, نخرج‎ : )١( المحددة» نطبق بصبر القاعدة‎ obo 
. فتبقى لدينا مصفوفة الوحدة التى نعرف قيمة محددتها‎ ca, وأخيراً‎ 
det D هع‎ är ... Apn det! =á, d22 عد‎ Am - 
بالمقابل» إذا كان عنصر في القطر صفراً فان ا حذف ينتج سطراً من الأصفار . استناداً‎ 
يؤدى السطر‎ CV) خطوات الحذف لاتغير المحددة؛ واستناداً إلى‎ e (0) إلى القاعدة‎ 
. قد برهنت‎ (V) الصفرى إلى محددة صفرية . وبذلك تكون‎ 

عندما تكون مصفوفة مثلثية شاذة (بسبب صفر على قطرها الرئيسي) فإن 
محددتها تساوي الصفر . القاعدة التالية تبين أن هذه المحددة هى محددة كل مصفوفة 
شاذة. 
(A)‏ إذا كانت 4 شاذة فان 0= ۸ء4 وإذا كانت 4 قابلة للعكس فإن 06140 . 


۳۲١ المحددات‎ 

ad - bce = 0 شاذةإذا و إذا فقط كان‎ | ١ d 
إذا كانت 4 شاذة فان العمليات الأولية تؤدي إلى مصفوفة 1ا تحوي سطراً صفرياً.‎ 
أن 4:4-0. لنفرض العكسء أن 4 غير شاذة» إن العمليات‎ CV ينتج عن (5) و‎ 
Jal sini I لايحوى قطرها‎ U الأولية والمبادلات بين الأسطر تؤدي إلى مصفوفة‎ 


هذه العناصر هى المحاور , 4....., 4 ونتيجة للقاعدة det A = + det U = d d, : A#(V)‏ 
..... حصلا هنا عل ى أول قانون للمحددة . تتعلق إشارة الزائد أو الناقص » استناداً 


ا 


إلى (۲) » بكون عدد المبادلات السطرية be g)‏ أم فردياً. 
الخاصة التالية أكثرها مفاجأة 
(0) لكل مصفوفتين من النوع cA XR‏ تساوي dds‏ جدائهما جداء محددتيهما $ 


. det (AB) = (der A) (det B) 


a b 
م‎ di 


e f 
g Ah 


| ae + be aj + bh 
ce+de cj+dh 


حالة خاصة odg‏ القاعدة تعطى محل ده على أنها /det A‏ 1 . 
aera? = +‏ 
detA‏ 


(de A \(detA `!) = detAA ` = det/ = 1‏ لذا 


فى الحالة 2202 » تكون قاعدة الضرب كما يلى 
(ad - bc) (eh - fg) = (ae + bg) (cf+ dh) - (af + bh) (ce + dg) .‏ 

فى الحالة 0 3 671 سنقدم لهذه القاعدة التي هي » بحق Sle‏ القواعد التي قدمناها حتى 
الآن وضوحاًء برهانين مختلفين نفرض في كل منهما أن 4.و #غير شاذتين؛ إذا لم 
يكن AB OLS 6 AUS‏ شادة ومن السهل 6 فى هذه cUl‏ التحقق من المعادلة det AB‏ 
det A. det B‏ = وذلك استناداً إلى (A)‏ حيث تصبح 0 -0 . 

() لننظر فى النسبة d(A) = detAB/detB‏ ولنبرهن انها تتمتع بالخواص 
)١(‏ إلى (۳). با أن هذه الخواص تعرف المحددةفإن على d(A)‏ أن تكون 


i‏ ابر ا-خطي وتطبيقاته 


مساوية ۲4ء4. SLES‏ نفرض أن 4 مصفوفة الوحدة؛ فيكون بالتأكيد d‏ 
det B/det B = ١‏ = (7)؛ لذاء تكون القاعدة (Y)‏ محققة بواسطة (4)4 . إذا بادلنا بين 
سطرين من 4فان ذلك يتحقق أيضا من أجل السطرين نفسهما من AB‏ وتتغير يذلك 
إشارة d‏ كما تتطلب القاعدة (Y)‏ . وإن وجود تركيب خطي في السطر الأول من A‏ 
يؤدي إلى وجود التركيب الخطي ذاته فى السطر الأول من AB‏ لذا » فإن تحقق القاعدة 
)١(‏ على محددة AB‏ مقسومة على العدد الثابت 4:8 يؤدى إلى تحقق القاعدة )١(‏ 
على النسبة (A)‏ 2 . لذا فان d (A)‏ تتطابق مع المحددة ويكو det AB /det B= det AQ‏ . هذا 
هو قانون الحداء . 

(ب) البرهان الثاني أقل روعة من الأول . ينطلق بفرض 4 مصفوفة قطرية 2 . 
فينتج عن القاعدة )١(‏ أن 8 der DB = det D det‏ » وذلك باخراج كل عنصر ,4 من 
القطر خارج سطره. من أجل مصفوفة عامة 4 » نرجعها إلى D‏ بوساطة سلسلة من 
خطوات حدف غاوس_جوردان_ننتقل Nol‏ من (4) إلى U‏ بوساطة متتالية | ghd‏ ات 
المعتادة» ثم من D SU‏ باستخدام كل مجور ليحدث أصفاراً فوقه . المحددة لاتتغير 
بكل ذلك إلا بانقلاب الإشارة نتيجة كل مبادلة بين سطرين . ترد الخنطوات ذاتها ۸8 
إلى «DB‏ ويحصل التأثير ذاته على المحددة . لقد تأكد لنا سابقاً أن القاعدة (4) صحيحة 
من أجل DB‏ 
)١١(‏ منقول 4 محددة 4ذاتها det A‏ حتم de1‏ . 


a g 
b d 


e d 


me 


نعزل هناء أيضاً e‏ الحالة الشاذة؛ إذا كانت 4 شاذة فان WIS AT‏ ونحصل على 0 -0 
. إذا كانت 4 غير شاذة فاننا نقر بصحة التحليل PA = LDU‏ وتطبق القاعدة السابقة 
)4( على محددة الحداء : 


(\) det P detA = detL detD detU. 


rrr المحددات‎ 


لنجري النقل على PA = LDU‏ فنجد ATPT= UDU‏ ولنطبق القاعدة )9( مرة ثانية ٠‏ 
detA ` detP™ = detU' detD" det L".‏ 
إن الأمر هنا أسهل ما يبدو لكون LULT UT‏ مصفوفات مثلثية عناصرها القطرية تساوي 
الواحد. استناداً إلى القاعدة e (Y)‏ محددة كل واحدة من هذه المصفوفات تساوي 
الواحد وكذلك تساوي كل مصفوفة قطرية منقولهاء "< =( لذاء يبقى لديناء 
فقط » مصفوفات المبادلة. 

من المؤكد أن محددة P‏ تساوى إما )١(‏ أو )١-(‏ لأنها نتتجت عن مصفوفة 
الواحدة illae‏ من مبادلات الأسطر . ولنلاحظ Lal‏ أن PPP=1‏ (عند ضرب ”7 و 
oP‏ يتعامل العدد )١(‏ من العمود الأول من ۶ مع العمود الأول من e Ph‏ دون أن يؤثر 
في أي واحد موجود في الأعمدة الأخرى . ) أي أن 1 edet P det ۲" = det I=‏ وهذا 
يعني أن ل "۲ و م المحددة ذاتهاء ذلك OY‏ كلا منها تساوى (N=)‏ أو AS‏ منها تساوي 
(+1). 

نستنتج من ذلك أن الجداءين (۱) و (Y)‏ متطابقان وأن 4:47 det A‏ . إن هذه 
الحقيقة تضاعف قائمة الخواصء لأنه يكن تطبيق أي قاعدة تتعلق بالأسطر على 
الأعمدة : تغير المحددة إشارتها عندما نبادل بين عمودين فيها » كون عمودين متساويين 
(أو عمود صفري) ينتح محددة صفرية ؛ glad dad‏ حط b pated poe IK‏ 
يقوم برهان ذلك على نقل المصفوفة والعمل على الأسطر . 

نرى أنه جاء الوقت الذى علينا أن نتوقف فيه وأن نعلن أن القائمة قد اكتملت . 
بقي علينا » فقطء أن نجد قانوناً محدداً للمحددة وأن نضع هذا القانون في الاستعمال . 


تمارين 
\-Y-&‏ ماهى (24) 1ء4 بدلالة 14ء4 وعلاقة detA det(A)‏ عندما تكون 4 من 


Tn Xn النوع‎ 


احبر الخطي وتطبيقاته 


برهن بتنفيذ كل خطوة في JULI‏ 2 × 2- أن مبادلة بين السطرين ci gf‏ 
يكن اجراؤها باضافة السطر :إلى السطر ز٠‏ ثم طرح السطر الجديد j‏ 
من السطر : » ثم إضافة السطر الجديد :إلى السطر cf‏ وأخيراً » ضرب 
السطر اب 1-. ماهي القواعد التي يمكن استخدامها لاستنتاج القاعدة 
§(Y)‏ 

بتطبيق العمليات السطرية لتكوين مصفوفة مثلثية عليا eU‏ احسب : 


i 2 2 0 2 J 0 0 
2 3 ا‎ 3 24 0 
ms 2 n 2] 4 on 24 

02 53 0 0-1 2 


بادل بين السطر ۳ والسطر ٤‏ في المصفوفة الثانية واحسب من جديد 
المحاور والمحددة. 

ملاحظة كثير من القراء على gle‏ سابق بقانون المحددة ذات النوع 3 ×3 
الذي يحوي ستة حدود . (أنظر المعادلة (۲) في البند الثاني) ثلاثة حدود 
تتابع القطر الرئيسي وثلاثة تسير بالاتجاه المعاكس مع إشارة نقص . من 
الطبيعي أن نتقع اعدة مشابهة من أجل المحددة ذات النوع x4‏ 64 ومن 
المحقق وجود ذلك ولكنهاتحوى 24 -!4 حدآ(ليس ثمانية 
حدود) . لست» بعد» متأكدا أن إشارة النقص تلازم القطر المعاكس كما 
تبين ذلك التمارين التالية . 

فس راذا : 


=+] و‎ det 


Ooo Oo س‎ 
Q س‎ © 2 


ماهو عدد المبادلات السطرية التي جعل (سطر paw en‏ دعقو يغ 
سطر )١‏ بالترتيب النظامى (سطر ge t a T cl‏ [-:» سطر Sn‏ متي 


يكون 45-1 ومتى يكون edet P=-1‏ لمصفوفة مبادلة من النوع xn‏ 


n=4 حيث عناصر القطر الثانوي وحدان؟ فى التمرين السابق‎ wn 


oh 


أو جد محل ده مايل 
)1( جداء المصفوفتين حيث الرتبة تساوى الواحد : 


01 
A=|4||2 -1 2]‏ 
2 
(س) المصفوفة المثلثية العليا : 
8 8 4 4 
oy | 111‏ 
“=l0026/‏ 
0002 


)>( المصفوفة المثلثية الدنيا UF‏ 
(ه) المصفوفة 'المثلثية المعكوسة' التى تنتح عن مبادلات سطرية. 


O‏ © = حل 
© ٹا يخ ين 


بين كيف تنتج القاعدة )1( )0 = der‏ إذا حوت سطراً صفرياً) مباشرة من 
القاعدتين AY) a CN)‏ 
ار Sind ALT ye‏ کان سط ون ita Las‏ مي : 


‘ys 


اا 


١ 1-7-8 


a-m b-md a bl 

c-la d-lb | إلى‎ Ea J 
أو بحساب فباشر‎ )١( أ وسيل متحددة المصفوفة الجديدة بالقاعدة‎ 
. (وتبسيط)‎ 


إذا كانت © مصفوفة قائمة» أي أن QI‏ برهن أن © :4 تساوى 
«I gl 41‏ ماهو نوع متوازى | , لسطوح الذي Se‏ و METE‏ 
أعمدة) SO‏ 


استخدم عمليات السطر لتبرهن أن محددة فاندور مو ند - Vandermonde‏ 
ذات النوع 3 × 3 هي : 


فى ى 6م 
hb).‏ زه - 6( b? | = b-‏ 
۴ 


5 


الحالة 4 × 4 موجودة فى تمارين المراجعة . 
(Í)‏ تحقق المصفوفة التناظرية التخالفية ۸ - - ۸ كما فى : 


0 a b 
K=| -a 0 c 
-b-c Û 


اذا يكون فى الحالة 3 × 3» det (-K) = )-1(:46: K‏ ؟ من ناحية AGE‏ 

det K= det K‏ (دائما) . استنتج أن -det K = det K‏ وأنه يجب أن تكون 
هذه المحددة صفراً . 

(ب) اكتب مصفوفة متناظرة تخالفية من النوع 4 × 4 بحيث لاتكون det‏ 


| aye K 


: صح أم خطأ مع تبرير الصحيح وتقديم مثال معاكس في حالة الخطأ‎ ٠۲-۲-٤ 

(أ) إذا كانت 4 و 8 متطابقتين إلا من أجل القرنة اليسرى العليا» حيث 
2 دورط det B =2 detA Ob‏ . 
(ب) تساوي المحددة جداء المحاور . 
(ج) إذا كانت 4 قابلة للعكس و 8 شاذة فإن 8 + 4 قابلة للعكس . 
(د) إذا كانت 4 قابلة للعكس و 8 شاذة فإن AB‏ شاذة . 

detA =0 إذا كان مجموع عناصر كل سطر يساوي الصفرء برهن أن‎ ۱۳-۲-٤ 

ظ إذا كان مجموع عناصر كل سطر يساوي الواحد» برهن أن .det(A-1)=0‏ 

بين» بمثال» أن ذلك لايقتضي أن يكون 1 -46:4. 

: أوجد قيمتي المحددتين من النوع 44 بطريقة الحذف الغاوسي‎ ٠٤-۲-٤ 


i FE TH n |] ¢r r 
IAI 22 22 oe Fl م ي‎ 
de d 
3 32 33 34 cal ee ae 

4] 42 43 44 1 +? i | 


\o-Y-‏ أو حك شحددات المصفوفات التالية 


من أجل أي قيم للوسيط 2 تكون المصفوفة 4-37 شاذة ؟ 
V1-T-£‏ | حسب محل ده 4 بإرجاع المصفوفة إلى شكل مثلثي (القاعدتان 0 و۷) 


YYA‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


als‏ محددات B,C, AB, A'A, C‏ ؟ 

1١17-1-1‏ نفرض أن DC‏ - =( أوجد الخطأ فيما يلى : بأخذ محددتي الطرفين 
(det C) (det D) = - (det D) (det © 44‏ € لذاء إما أن تكون م أوح 
ذات محددة تساوى الصفر. SKE 02 = - DC‏ » فقطء إذا كان © أو م 
شادة . 


4 -” قوانين المحددة 
القانون الأول ورد سابقا : 
إذا كانت 4 غير شاذة فان Ols ۸ = P'LDU‏ 

det A =det P” det L det D det U 

(\) =+ المحاور)‎ clay) 

الإشارة I‏ هما P Usda‏ (أو P‏ ) وهما تتعلقان بكون عدد المبادلات السطرية 
زوجياً أم فردياً. العامل المثلثي يحقق 3detD=d,..d,‏ 1 - نا det - det‏ 
في الحالة 2 × 2. يكون التحليل القياسي هو : 


[ 


|1 b/a 
0 1 


| a () 
| 0 (ad - 21 


a b 5 1 Û 
c d| (ca | 


جداء المحاور هو ad- be‏ إذا كانت الخطوة الأولى مبادلة سطرء فإن 


læ al-l i Olle 0 | dfe 
rae a p | 7 | a/c | | 0 (cb - dadic | 0 | | 


. - del A Li gline y glock! elim edie ويكون».‎ 


مثال لقد كان لمصفوفة الفرق المحدود e‏ الواردة في الفقرة .7-١‏ التفريق A‏ 
LDU‏ = : 


المحددات ۳۲۹4 


2 -] 2 
| 2 -I 3/2 
-[ 2 j= 3/4 
s a | i 
-1 2 (n + lyn 


محددتها هى جداء محاورها : 


41 دنا‎ [ | 
Be. 


|=n+1 


1 


إن ذلك هو طريق حساب المحددات باستثناء مصفوفات خاصة Me‏ يعطي النظام 
الوارد فى الملحق CC‏ 4 من المحاور . فى احقيقة › المحاور هى نتيجة تكثيف 
لعلومات أساسية وزعت على عناصر المصفوفة . من وجهة نظر نظرية» مهما يكن 
الأمرخ قان AS‏ المعلوعات فى اجاور مورا :لس هن اممك pe BLES‏ 
تغيير أحد العناصر على المحددة . لذلك نعتزم OV‏ إيجاد تركيب صريح لمحددة بدلالة 


E سے‎ 
as e 


ls poke 


من أجل n=?‏ قد Ly‏ أن القانون ad - cb‏ صححيح . من أجل in=3‏ القانون 
المقابل معروف أيضاً بصورة جيدة : 


, 021 G12 43 
(Y) + dii doo a3 + مرك‎ dazda + رجك درك‎ G32 
| oj aly doz; | = ete a i Pe Re 5 : iz 
| | - 4 1 493 32 - 428421033 - 31 
| 1 (13> 13% 


هدفنا استنتاج هذه القوانين مباشرة من الخواص ۳-١‏ الواردة فى البند السابق . إذا 
تمكنت من معالحة الحالتين 3= 2.۸ = ١‏ بطريقة منتظمة بشكل كاف. فانه يمكنك النظر 
في جميع المصفوفات . ۰ 

CE RT‏ مكنا چو كل plier‏ س 4 إلى وات وق اساب 
الاحذاثة المختلفة : 


met see اجو‎ ag 


la b]=la 0]+[ه‎ b] , [ce dl=lce 0[+]0 dl. 


ثم نطبق الخاصة الخطية على كل سطر بمفرده . YI‏ على السطر الأول ثم على السطر 


: Ül 


-ë 


0 A 
lic d 


a A 
0O d 


(Y) 


0 10 A 
c ofo 2| 


T 
c 0 


من أجل مصفوفة من النوع en xn‏ سيوزع كل سطر إلى أجزاء عددها en‏ وفق 
الاتجاهات الاحداثية . لذا سيكون لدينا بالنشر "من الحدود : في حالتنا Pad‏ لحسن 
الحظ » كثير منها (مثل الحد الأول والحد الأخير فى المثال الوارد أعلاه) سيكون بصورة 
آلية مساوياً إلى الصفر . ذلك لأنه سيكون سطران» في أحد الاتجاهات الاحداثية 
أحدهما مضاعف للآخر» وأن : 


يوجد هنا عمود من الأصفارء لذا c‏ تكون المحددة صفراً. من أجل SUS‏ نوجه انتباهنا 
إلى الأسطر التي تتجه في اتجاهات مختلفة ؛ قد تأتى ا حدود غير الصفرية فى مختلف 
الأعمدة. لنفرض أن في السطر الأول عنصر غير صفري واقع في العمود »» 
وفي السطر الثاني عنصراً غير صفري واقع في العمود B‏ وأخيراً » في السطر الأخير 
ذي الرقم on‏ عنصراً غير صفري واقع في العمود ۷. أرقام الأعمدة 0.8....۷ جميعها 
مختلفة فيما بينها؛ ليست هي سوى ترتيب جديد أو تبديل للأعداد ...1,2 . من 
أجل الحالة 33 يوجد ستة حدود من هذا النوع : 


ay) d2 A13 aj) dj} | 413 
az] ج422‎ 423, | = 222 + 473 | + | 42] 
a3) 432 433 113 a3] | 432 
($) | 42 3 
023 | + | 21 T 22 
a33 a3] 


نعيد ونقول + يجب أن يكون للنشر 3-27 حدا؛ جميعها سوئى 63!=6 أضفار: 
سيب تكرار عمود.. بصورة dole‏ يبقى en!‏ (يوجد Lasin‏ من أجل العمود 
الأول 0 ويبقى 8-1 اختيارا من أجل العموة 8 Joly bert aul ol,‏ لله 
الأخير ١‏ نستخدم عموداً hái Moly‏ » في كل مرة عندما نمر على جميع الأسطر) . 
بقول آخر » يوجد !۸ طريقاً لتبديل الأعداد «.....1.2. (ننظر فى متتالية أرقام الأعمدة 
لنجد التبديل ا مرافق .) تنتج الحدود الست في )4( من الأعمدة التالية : 
A, 1, 8.2, 1.‏ ,(13,2) عل ,1 (lL, 2, 3), (2, 3. TG,‏ ع زه (œ By‏ 
هذه هي جميع متبادلات (1,2,3) التي عددها 6= !3؛ المتبادلة الأولى هي متبادلة 
المطابقة . 

لقد ار ج OY‏ مةك هال ست محددات مشعلقةوبسيطة جدا. إذا 
أخر جنا العناصر a,‏ خارج رمز المحددة» نجد حداً مقابل كل واحدة من هذه المتبادلات 
ال 


| 
| 


| 
1 l 


detA =a); ججك‎ 433 + 212 023 43; + 013 42 2 


0 


l 
1 


l 
1 


(0) 
| 


2 + درك‎ 322 Ay 


+ إن‎ d23 2 + Aj? 49) 3 


l | | 


yyy‏ ا ای و 


كل حد هو جداء 3= ۸ عناصر من ca‏ حيث كل سطر وکل عمود تمثل بواحد منها. 
بقول آخر يوجد حد يقابل كل طريق يقطع المصفوفة ماراً بكل عمود مرة واحدة . Id)‏ 
ادما YI‏ عمد IL‏ تسب (a....,v)‏ فان هذا الحد هو جداء العناصر ,4,.....0 بمحددة 
مصفو فه التبديل ,م . محددة المصفوفة كاملة تساوي مجموع هذه ا حدود وهو القانون 


(1) det A = F (aidai = Gny) detPg. 
6 


من أجل مصفوفة من النوع cn Xn‏ يضم هذا المجموع جميع المتسبادلات (لا,....0)دى 
للأعداد ( (Ayan‏ =ه التي يساوي عددها on!‏ تعطي المتبادلة أرقام الأعمدة التى غر 
عليها عندما نهبط على أسطر المصفوفة وتحدد أيضاً مصغوفة المبادلة P,‏ : حيث تظهر 
الوحدان في P,‏ في المواضع التي كانت فيها الحروف » في المصفوفة الأصلى A‏ 

بعى علينا » فقطء. olen!‏ محددة U P‏ كانت المبادلاات السطرية حول ب إلى 
مصفوفة الو حدة» وكل مبادلة تقلب إشارة المحددة. لذا » فان P,‏ تساوى RES‏ 
Glas‏ الإشارة بكون عدد ا مبادلات زوجياً أم فردياً . 


1 
0 


تتطلب الأولى Dole‏ واحدة (بين السطرين الثانى والثالث)ء لذا O c‏ 1- -,مغ46. 
Lal‏ الثانية فتحتاج إلى مبادلتين لتعود إلى المطابقة TE‏ السطر الأو ل مع الثاني متبوعة 
بمبادلة الثاني مع الثالث) . لذاء فإن 1 -:(1-) = ,۴ . هاتان إشارتان من الإشارات الست 
الى نظهر قى (Y)‏ 

المعادلة C1)‏ عبارة صريحة للمحددة وييكننا بسهولة تحقيق الحالة 2 × 2 حيث 


i 


(at,B,V) = (1,3,2) متتالية الا‎ oa a P = 


P =‏ حيث متتالية الأعمدة )3,1,2( =6 


بادلا ت التى este‏ 21-2 فى (2:1 = 90 )1,2(= 6. ID‏ يكون : 


1 0 
QO 1 


لايمكن لأحد أن ينكر أن القانون الصريح (7) سهل بصورة متميزة ومع ذلك› 
فإنه من الممكن رؤية لماذا يتمتع بالخواص ۳-١‏ . إن الخاصة ” التي تقول إن edet1=1‏ 
هي طبعاء أكثر الخواص سهولة ؛ جداءات العناصر a,‏ تساوې دوما الصفر باستثناء 
الخداء التعلق عجعالية الأعمدة الخاصة (1,2.....1) = ٠٠‏ التى هى التبديل المطابق وهو 
الذي يعطي 1 der f=‏ يمكن التحقق من الخاصة الثانية في البند التالي » لأن أكثر اهتمامنا 
cls‏ منصب على الخاصة الأولى : تتعلق المحددة بصورة خطية بالسطر الأول 
atna,‏ لرؤية هذه التبعية » ننظر فى حدود القانون (6) التي حوي a,‏ تظهر هذه 
الحدود عندما نختار من أجل العمود الأول 1=»» تاركين بقية عناصر التبديل 

o = )8.....۷‏ لبقية أرقام الأعمدة rot . (2 vot)‏ كل هذه الحدود» بعضها إلى بعض 
ا a, A,‏ حيث معامل ,© هو : 
MEF,‏ و اسح (y) hay OP hy‏ 


det A =a); dy det + رجن درق‎ det | Le 0 رق ع‎ än - رجت ورت‎ (ac - be أو‎ 1 


: فان القانون (6) يصبح‎ ca, من‎ Gis 


(A) det A =a + در كم جد مق‎ oie +a,,A In ° 


مثال فى حالة المصفوفة 13 and‏ طريقة aa‏ 


(4) detA = djl (ada a33 °“ 43432 ) + ajz (153 1 - doy 143) + ajz (a>, d3o = @49 43] ). 


حيث كتبت العوامل ا مرافقة A AA,‏ ضمن ثلاثة أزواج من الأقواس 


نشر 46/4 فى عوامل مرافقة 
ريد الآن أن نقدم قانوناًآخر للمحددة . إذا كان ذلك يعنى الانطلاق مرة أخرى 


a:‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


من لاشيء فإن الأمر سيكون كبيراً. لكن هذا القانون قد اكتشف سابقاً وهو القانون 
)8( « النقطة الوحيدة التي بقيت علينا هي تعين العامل المرافق A,‏ 

من المعلوم أن العدد ,4 يتعلق بالأسطر :.....2؛ السطر الأول قد خصص للعامل 
a,‏ كما أن .»قد خصص للعمود cj‏ لذاء فإن على عامله المرافق OIA,‏ يتعلق بصورة 
كاملة بالأعمدة الأخرى . لايمكن استعمال سطر أو عمود مرتين في الحد ذاته وهذا 
مافعلناه عند توزيع المحددة إلى المجموع pil‏ : 


411 417 dz ajl 412 di3 
d2) an any |= doy 0423 | + | 42] 493 | +|& an 
3; 0432 A33 day 0053 a3] 013 | a3 az 


من أجل محددة من المرتبة en‏ يعطي هذا التوزيع n‏ محددة من حجم أصغر (تدعى 
الصغيرات) وهي من المرتبة 1- ”. يمكنك أن تلاحظ المصفوفات الجزئية من النوع 
2 التى تظهر فى الطرف الأيمن . تنشأ المصفوفة M,‏ عن المصفوفة الأصلية» من 
حذف السطر الأول والعمود ز. كل حد في الطرف الأيمن هو جداء a,‏ بمحددة M,‏ 
مضروبا Geb‏ الإشارتين زاتد أو ناقض الموافقة . تتتاوى هاتان الإشارتان عندما 
نسير على طول السطر . يأخذ العامل المرافق الصورة التالية : 
Ay = FA) "H det M‏ 
نحل مثلاء أن العامل المرافق الثاني A,‏ 4 ,44 6 الذي هو padet M,‏ وبة ب(1-) . 
يمكن اجراء هذه الطريقة ذاتها على كل مصفوفة مربعة من أي حجم . وبنظرة فاحصة 
asta + (7) Soleo‏ لدينا أن ,4 هي محددة المصفوفة M,‏ الواقعة في الزاوية اليمنى 
والدنيا من المصفوفة الأصلية A‏ 

هناك نشر مشابه من أجل أي سطر آخرء مثل السطر ci‏ يمكن برهانه بالمبادلة 
ن المنطر #والسظر الأول : 
È‏ ب المحددة تركيب للسطر : مع العوامل المرافقة لعناصر السطر : 


eye det A=a,A,+a,A,+...+4,A, 


cj 


العامل المرافق A,‏ هو محددة المصفوفة M,‏ مزودة بالإشارة الموافقة : 
A, =(-1)” det M, .‏ )1( 

تتكون M,‏ بحذف السطر : والعمود رمن A‏ 

تعبر هذه القوانين عن detA‏ بتركيب فى محددات من المرتبة ۸-1» لذا 
ييكننا تعريف المحددة بالاستقراء في «. من أجل مصفوفة من النوع 1 × 1ء 
نقبل أن cder =a,‏ ثم نطبق القانون (10) على التتالي لتعريف محددة المصفوفة ذات 
النوع 2 2 والمصفوفة 3 × 3 وهكذا حتى النهاية . لقد فضلنا تعريف المحددة 
بخواصهاء تلك الخواص التي يمكن تفسيرها بسهولة كبيرة ومن ثم استخلاص القانون 
الصريح CV)‏ والقانون الاستقرائى (10) من هذه الخواص . 

أخيرأء توجد نتيجة أخرى لكون det A= det AT‏ تجيز لنا هذه الخاصة النشر 
حسب العوامل المرافقة لعناصر عمود عوضاً عن عناصر سطر ؛ فنجد لكل / : 

(Y det A=a,A,+a,A, +... +a,A,, . 

cole J‏ ببساطة. هو نشر der AT‏ حسب العوامل المرافقة لعناصر سطرها زرالذى هو 
العمود A Si‏ 
مثال لننظر في مصفوفة الفروق ذات النوع 4 + : 


2 = 0 Q 
s aA SA oF 
"a= د © ف‎ 
0 O -I 2 


الأصفار . هناء السطر الأول يعطى حدين فقط . يأتى العامل المرافق ل a,‏ من حذف 
السطر )١(‏ والعمود .)١(‏ الأمر الذي يترك مصفوفة من النوع 3 × 3 ومن الشكل ذاته : 


=o fa -a 0 0 
(-1)'** det] 0 2 -1|=+det) + م‎ 
0 -1 2 = SJ 


لاحظ العامل المرافق الذي يجب أخذه في المرحلة الأخيرة ! في هذه المرة » الاختيار 
المفضل هو العمود .)١(‏ بقي لدينا محددة من النوع 22 من الصورة ذاتها؛ إنها 
العامل المرافق للعنصر الأصلي -١‏ -,.». بالجملة» أعطى السطر )١(‏ : 
detA 4 = 2(detA;) - detA ¬ .‏ 

إذا cab‏ هذه الفكرة ذاتها على مصفوفة من النوع 5< 5أو 6×6 أو اومن 
الشكل ذاته (محددات فروق)», AS‏ 

detA , = 2(detA,.,) - detA „> .‏ )4%( 
بما أننا نعرف أن 2= det A,=3 det A,‏ فان هذا القانون التراجعى يعطينا محددات 
المصفوفات المتزايدة في الحجم . في كل مرحلة تكون محددة المصفوفة A,‏ مساوية n+l‏ 
US‏ تحقق العلاقة (13) : 

n+1=2(n)-(n- 1). 


الجواب 1+ متفق مع جداء المحاور وفق منطلقنا لهذا البند. 
مارين 


: أوجد من أجل المصفوفة‎ ١-۳-٤ 


0100 
1010 
١‏ 0 1 0 
10010 
الحدود غير الصفرية »فقط .التى تظهر فى القانون (5)- الطريقة 


الوحيدة هي اختيار أربعة عناصر من أسطر مختلفة وأعمدة مختلفة وعدم 


A= 


pyg 


o-V-§ 


yyy المحددات‎ 


اختيار أي صفر . بعد تعيين الفردي والزوجي من المتبادلات الموافقة› 
احسب „detA‏ 

استخرج منشور محددة المصفوفة السابقة في عوامل مرافقة وفق سطرها 
الأول وارجع 46:4 إلى محددة من النوع 3×3 . قم بالعمل ذاته بالنسبة 
لهذه المحددة (انتبه للإشارة "(1-)) وأعمل » أيضاً » الشىء ذاته من أجل 
المحددة الناتجة ذات النوع 22 . احسب أخيراً det A‏ . 

صح أو خطأ : 

)1( محددة S'AS‏ تساوى محددة A‏ 

(Y)‏ إذا كانت 46:4-0 فإن واحداً. على الأقل. من العوامل المرافقة 
يساوي الصفر . 

. -1 لمصفوفة عناصرها أصفار ووحدان محددة تساوي 1 إو0 أو‎ (Y) 
والمحاور والمحددة لمصفوفة من النوع 644 كل‎ LU أوجد التحليل‎ (1) 
. عنصر ,4 فيها يساوي أصغر العددين :و ز. (اكتب هذه المصفوفة)‎ 

(ب) أوجد المحددة إذا كان , ۾ يساوي أصغر العددين gn,‏ / حيث 

en=8 en=6 en=2‏ 10-,. هل يمكنك إعطاء قانون عام من أجل أي 


as È 
nEn Sn Sn, psn اعداد‎ 


نفرض أن ,2 مصفوفة ذات أقطار ثلاثة ومن النو ع( (nxn‏ ؛ تتكون pole‏ 


أقطارها من الأعداد 1-,1,1 : 


TTA 


E 


الجبر gad!‏ وتطبيقاته 


بالنشر وفق العوامل المرافقة للسطر »)١(‏ برهن أن , , 2+,, 2 =, 2.يؤدى 
ذلك إلى متتالية فيبو ناتشى .....1,2,3,5,8,13 المتعلقة بالمحددات . 
أفرض أن , 4 مصفوفة الأقطار الثلاثة حيث يقع العدد 1 في كل مكان 
فى الأقطار الثلاثة : 


لتكن ‏ 2 محددة $A,‏ نريد أن Ladd‏ 


(أ) انشر وفق العوامل المرافقة للسطر الأول من ,4 لكي تبرهن أن 


: D, = D. 3 D, 


(ب) انطلق من 2-1 و 2,20 وأوجد ,2.....,2 D,‏ . بتعيين دورة الأعداد 


fF I £1 = ae m 
| ر م ر‎ | : )١( احسب العوامل المرافقة للسطر‎ CI) 
2 ام 1 ل)‎ 
| 1 Û 2 


(ب) تحقق بطرح العمود )١(‏ من الأعمدة الأخرى ثم احسب من جديد . 
فسر لماذا يكون من المؤكد أن المصفوفة ذات النوع 5 × 5 التي تحوي 
مصفوفة جزئية صفرية من النوع 3 × 3» هي مصفوفة شاذة (دون النظر 
إلى العناصر الستة عشر التي رمزنا لها ب DG‏ 


AAR AKA 2 
MAA A A 

محددة المصفوفة | x x‏ 0 0 0 |= 4۸ تساوى الصفر 
i 00 0.x-x‏ 
GOQOQx x‏ 


€ 


A FE a 
0 B | = dou det D 


joys 


\\-Y-2 


wr 


المحددات 4 


بمصفوفات من النوع 4 × 4 » برهن أنه بصورة عامة : 


A B 


=f C م‎ + detA detD - detB detC oN det 


هنا 4,8,6 من النوع 2 × 2. bel‏ مثالا تحقق فيه حالة عدم التساوي . 


أحسب م حل ده المصفوفة 


> وم 


ت س ساب 
ہے = = SS‏ 


سواء باستخدام عمليات سطرية لإحداث أصفار أو بالنشر في عوامل 
مرافقة للسطر الأول . أوجد » أيضاً » محددتي المصفوفتين الصغيرتين 
4 اللتين من الشكل ذاته من حيث وقوع أصفار على القطر الرئيسي 
ووحدان في بقية المواضع . هل يمكنك أن تتنباً عن detA,‏ ؟ 

ماهو عدد عمليات pall‏ اللازمة لإيجاد محددة من النوع ۸×۸ من 


(أ) القانون الصريح )6( ؟ 

(ب) من قانون العوامل المرافقة (10) ؟ 

(ج) من قانون المحاور (1) ؟ 

فى (ب) اربط العدد المقابل ل ” بالعدد المقابل ل1 tn-‏ في (ج) تذكر 
wanes‏ 

فى مصفوفة من النوع 5 × 5 » اعط إشارة )4( أو (-) توافق الجداء a,.a,,‏ 
aana,‏ بقول آخر هل (5,4,3,2,1) = 6 زوجية el‏ فردية ؟ 


Fia 


wrd 


Tee. 


| عيض‎ FT Ul 
det) 9 |= det ag. 


احبر الخطي وتطبيقاته 


تبيه : تموذج رقعة الضامة الإشارات+ للعوامل المرافقة لأيعطي 
إشارة 6 ! إنه يعطى إشارة + clad‏ عناصر القطر الثانوي ,,6,,4,,4- وهو 
خاطىء . عليك أن تقرر هل هذه المتبادلة زوجية أم فردية . 
إذا كانت 4 من النوع gmXn‏ 8 من النوع :»ا برهن أن 


8 اق ات ,1“ f D‏ 
إرشاد : أضرب من الخلف با | if‏ 


L a 
لماذا تكون في المثال الثاني‎ . m < « فيه « >« وآخر فيه‎ Vo bel 

det AB = 0 

أفرض أن عناصر المصفوفة 4 ثابتة سوى ,4 الذى يتحول من مه - إلى 
00 : أعط مثالا 955 0 فه A‏ دائماً تساوى الصفر أو T e‏ 
أبداً. هذا يبرهن ( من قانون العوامل المرافقة(۸))» من ناحية أخرى. 
أن 0= 14ء1 من أجل قيمة واحدة ل a,‏ 


٤-٤‏ تطبيقات المحددات 

يتابع هذا البند التطبيقات التى قدمت بالتمهيد : العكوس» حل sAx=b‏ 
ا حجم وا محاور . إنها من بين الحسابات الأساسية في الحبر الخطي (أجريت بالحذف) 
OV‏ سيكون لدينا قوانين للأجوبة . 
| - حساب gles At‏ ذلك بالمحددة المحسوبة بالعوامل المرافقة للسطر :. تذكر أن 
كل عنصر ضرب بالعامل المرافق : 


(Y) det A =a إلى‎ + ... ta A 


m“ im 


OES‏ نبتدع ضرب مصفوفتين بحيث تعطي المعادلة الجواب على طول القطر الرئيسي 


rs \ المحددات‎ 


ay) | 613 ات‎ clin Ay A> eas A nl | 
421 4222 i An A | A 22 8 A n2 


Gnl n2 ... Gnn A In A 2n ... A nn 


(Y) det A () 
95 0 det A () 
(0 () det A 


لاحظ أن المصفوفة الثانية- مصفوفة العوامل ا مرافقة ‏ منقولة . علينا أن نضع 
,4.... في العمود الأول وليس في السطر الأول» بحيث تضرب العناصر 
وتعطي عنصر القطر det A‏ . يعطى جداء كل سطر أخر بعوامله المرافقة الحخوات 
ذاته» dera‏ على القطر . السؤال المحرج هو لاذا نضع أصفارا في كل مكان حارج 
القطر ؟ إذا ركبنا السطر )١(‏ مع العوامل المرافقة المتعلقة بالسطر (Y)‏ لماذا يكون : 
tintin HEBAS Rott As, =O‏ } 0 
الجواب هو مايلى : لقد حسبناء Sad‏ محددة مصفوفة جديدة B‏ مشابهة للمصفوفة 
(Y) JIL YA‏ لقد وضع السطر الأول في موضع السطر الثاني من 2B‏ لكا فان 
فى 8 سطرين متساويين» وبذلك 4 der B=0‏ المعادلة )3( هي نشر 8 وفق السطر 
)1( حيث يكون ل B‏ عوامل 4 المرافقة ذاتها (لأن السطر الثاني قد حذف من أجل 
إيجاد العوامل المرافقة. وهذا السطر هو الشىء الوحيد الذي تختلف فيه عن 4). لذا 
فان الضرب المصفوفي اللافت للنظر (Y)‏ صحيح . 
يعطي هذا الضرب مباشرة AY‏ لدينا في الطرف الاين من (Y)‏ مضاعف 


1 مو فة الو حلدة» هو d adeta elim‏ ; 


600 (A)(A..) = (det A) / 


cot 


Sy ار ای‎ vi 


۸ هى مصفوفة العوامل ا مرافقة . أو 'المصفوفة القرينة' التي ظهرت في المعادلة D‏ 
لاحظ of‏ العامل المرافق الناتج عن حذف السطر : والعمود رمن 4 يذهب إلى السطر 
زوالعمود :في مصفوفة العوامل المرافقة. إذا قسمنا على derA‏ (إذا لم تكن صفراً) 
نحد قانون A?‏ : 

٤‏ ج عناصر 4 هي العوامل المرافقة ل 4» نقلت كما في (Y)‏ وقسمت على المحددة 
تعطى : 06/4 /, ۸ : 

l 
det A 
. فان 4 غير قابلة للعكس‎ derA =0 إذا كانت‎ 


(0) A`” = A 


col ° 


ab 
C 


d 


مثال ١‏ العوامل المرافقة فى 


_| ad-be () 
j 0 ad a be 


A, =a A, = حاحب له‎ A AA = 


b 


ao Ya ' 5 a 
(A MA cor) -| c d 


a -b 


-€ a 


لنقسم على ad - be‏ الذي هو cdetA‏ يظهر فى الطرف الأيسر جداء 4 ب A‏ وستنتج : 


(1) 


\ = l aa 


a 
i -€ a| 


b — 
re ل‎ ad - bc 


لااحظ من جديد انتقال ,4 إلى الطرف الاين . 
مثال (Y)‏ معكوس . المصفوفة : 


دخلت إشارة الناقص OY‏ العامل المرافق يحوي CD‏ 


ysy المحددات‎ 


(0) التطبيق الثاني هو تماماً ضرب «بالمصفوفة 47 في‎ Ar = حل النظام ط‎ -Y 


8 1 
{aA hs Ab. 
deta © 


ليس ذلك سوى جداء مصفوفة بمتجه» مقسوماً على العدد eder A‏ إن هناك طريقة 
ممتازة لكتابة Hl tl‏ . 
٤‏ د قاعدة Jj 4S Al Cramer: pl S‏ 060 = رهى : 


5 ررك‎ ap 8, An det B, 
۷١ =| : | i حيثث‎ X= : 
( ) 7 Bo det A 


في 8 يأخذ المتجه ( موضع العمود زفي A‏ 
البرهان . لننشر ‏ 46:8 في العوامل المرافقة وفق العمود ز(الذي هو «). بما أن العوامل 
المرافقة تجهل هذا العمودء تكون النتيجة : 
DA qj:‏ + ... + روقيط + A |j‏ رطع detB,‏ 

وهذه هي» بالضبط » المركبة elit j‏ مصفوفة بمتجه : Ayb‏ . لنقسم على det A‏ 
فيكون الناتح هو المركبة Jj‏ ×. 

إذاً كل مركبة ل × تساوى نسبة بين محددتين» أي » كثيرة حدود من الدرجة n‏ 
مقسومة على كثيرة حدود أخرى من الدرجة ۸. كان من الممكن أن نتوصل إلى هذه 
الحقيقة بطريقة الحذف الغاوسى ولكن هذا الأمر لم يحدث أبداً. 
مثال : حل النظام 


X] + 3x4 =0 


هو: 
0 1 3 0 
i E 6 4 2 oem, = 2 6 = on‏ 
2 3 | "2 13 | 
24 4 2 


Ves‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


المقامان Ob slice‏ وهما cedet A Lasla‏ بينما يظهر الطرفان الأيمنان 0و 6 في العمود 
الأول ل x‏ والعمود الثاني ل ,». من أجل ٠٠٠١‏ معادلة» توجد ٠٠١١‏ محددة. ما 
أفزعني ٠‏ أنني رأيت في كتاب قدي أن هذه الطريقة مفضلة (ويعتقد أن الحذفقد طرح 
جانباً) 

الكى نبحث فى مجموعة نحوى أوئعة متغيرات عا علبنا أو لا أن نحذف 
واحداً منها بين الأزواج الثلاثة لكى نحصل على ثلاث معادلات بثلاثة مجاهيل ونجري 
الآمر Je ols‏ الأطراف البسری ج تنعل على ad‏ لأثنين متها ساط 
القارقء الذي يريد عمل ذلك كتمرين» العنت الكبير الذى تحتاجه:طريقة الحذف: 
عندما نريد البحث بنظام لأكثر من ثلاثة متغيرات . تدعونا هذه الاعتبارات إلى التحرى 
عن طريقة أكثر سرعة" (إنها قاعدة كرام CLL‏ 

من أجل مصفوفة خاصة > حيث يكن انجاز قاعدة كرامر. نحصل على 
معلومات كاملة عن الحل . 
6 حجم متوازي سطوح . العلاقة بين المحددة والحجم ليست واضحة بصورة 
كاملة . لذاء يمكننا أن نفرض » للسهولة» أن جميع الزوايا قائمة ‏ الأضلاع متعامدة 
فيما بينها ونكون عندئذ أمام متوازي سطوح قائم» حجمه يساوي. بالضبط e‏ جداء 
أطوال أضلاعه : الحجم = Mood,‏ 

نريد أن نحصل على هذا القانون نفسه من المحددة . لنذكر أن حروف متوازي 
السطوح هذا كانت أسطر 4. في الحالة التى تكون فيها الزوايا قائمة» تتعامد هذه 
الأسطر فيما بينها » وبالتالى : 


r r = 
| row | 2 ly 0 
T | i 0 
AA =| | | 
W 3 2 
row n O P 
' [ n 


)\( هده الفقر ة مقتبسة من )1937( Mathematics For Million By Lancelot Hogben‏ . اذا كانت 


الخطة هي استخدام قاعدة كرامر فاننى أقول Wil‏ رياضيات أصحاب الملايين 


/هو طول متجه السطر (الضلع). أما الأصفار الواقعة خارج القطر فانها ناتجة عن 
كون الأسطر متعامدة . إذا أخذنا محددتى طرفى العلاقة السابقة واستخدمنا القاعدتين 
G.‏ 4159 ك : 


E ... I? = det AA") = (detA *(فاعل) = )| شاعل)(‎ 


الجذر التربيعى لطرفي هذه المعادلة يعطينا النتيجة المطلوبة : الحددة تساوي ا حجم . 
تعين إشارة المحددة A‏ ماإذا كانت الحروف مرتبة بحيث تمثل مجموعة إحداثيات 
موجبة» كما هو في النظام المعتاد ج -« -×» أم مجموعة إحداثيات سالبة مثل النظام y‏ 

AT ©‏ 7 
إذا لم تكن الحروف متعامدة فان الحجم لن يكون مساوياً جداء أطوال الحروف . 
في المستوي (الشكل e (TE‏ حجم (مساحة) متوازي الأضلاع يساوي طول قاعدته | 
مضروباً بطول أرتفاعه ۸. المتجه (م ذو الطول h‏ يساوي السطر الثاني (,ه,,ه) b=‏ 
مطروحاً منه مسقطه معلى السطر الأول . الفكرة الاساسية هي : استناداً إلى الخاصة 
)0(« لاتتغير المحددة إذا طرحنا مضاعفاً للسطر الأول من السطر الثاني . بالوقت ذاته 
لايتغير الحجم إذا انتقلنا إلى مستطيل قاعدته 1 وارتفاعه ۸. لذا يمكننا أن نرد ا مسألة 
إلى حالة المستطيل » وقد برهن سابقاً أن الحجم = المحددة . 

في الفضاء ذي ١‏ بعداًء نحتاج إلى جهد كبير لجعل كل متوازي سطوح قائماًء 

لكن الفكرة تبقى ذاتها . لايتغير الحجم ولاتتغير المحددة إذا طرحنا من كل من الأسطر 
nt‏ مسقطه على الفضاء المولد بالأسطر التي تسبقه ‏ يبقى بعد ذلك» متجه ارتفاع 
مشابه ل pb‏ الذي هو قائم على القاعدة. ينتح عن طريقة غرام ‏ شميدت مجموعة من 
الأسطر المتعامدة فيما بينها - وتبقى المحددة ذاتها والحجم نفسه كما كانا . 


p — a= (4) p812) 
1 


شكل )۲-٤(‏ . حجم متوازي أضلاع = 068 . 
من أجل المجموعة الأصلية . لما كان الحجم يساوي المحددة في حالة متوازي السطوح 
القائم» فان هذه المساواة تبقى صحيحة من أجل الأسطر الأصلية . 
إن هذا يتمم العلاقة بين الحجم والمحددة. غير أنه يجدر بنا أن نعود ثانية إلى 
ا لحالة الأكثر بساطة . من المعلوم أن : 


تعطي هاتان المحددتان حجمين - أو بالأحرى مساحتين لأننا فى فضاء ذي بعدين - 
«متوازيي السطوح» المرسومين في الشكل (TE)‏ الأول يمثل مربع وحدة تساوي 
مساحته الواحد حتماً» والثاني متوازي أضلاع طول كل من قاعدته وارتفاعه يساوي 
الواحد؛ بصورة مستقلة عن التحول الناتح عن المعامل co‏ فإن مساحته تبقى مساوية 
الواحد . 

# حقانون الحاوز . التطيق الأخير هو DLs‏ الحاور الضفرية ؛ مكتنا أن تقض ارا 
متى يكون الحذف الغاوسي LK‏ دون مبادلات سطرية . مفتاح القضية أن ال » محوراً 
الأوائل تتعين بصورة كاملة بالمصفوفة الجزئية ,4 الواقعة فى القرنة العليا واليسرى فى A‏ 
. ليس للأسطر والأعمدة الباقية من 4 تأثير على هذه القرنة من ا مسألة . 


row 2 = (0, 1) row 2 = (c, 1) 


row | =(1,0) ` row 1 = (1, 0) 


شكل (85-") . مساحة فرتم ومتوازى أضلاع : 
مثال 
b 6‏ 01 
(ad-boia (af-ecjia}.‏ 0 
i‏ / £ 


ا 


من المؤكد أن المحور الأول يتعلق بالسطر الأول والعمود الأول وهو daa‏ المحور 
الثاني يصبح ظاهراً بعد خطوة واحدة من الحذف وهو (ad- be) /a‏ وهو متعلق. 
فقط » بالعناصر abcd‏ مابقى من 4 لايدخل في ما قبل المحور الثالث . بالفعل› 
ليست المحاور » فقط» التي تتعين بالقرئة العليا واليسرى من 64 بل تتعين: أيضاً . 
القر نات اليسرى والعليا للمصفوفات ,1,72 : 


| [ ba 


A =LDU = (ad - 20 I ER 


375 


| 
c'a | 
| * 1| 


* 


ما نراه فى السطرين والعمودين الأولين هوء LIL‏ تحليل المصفوفة الجزئية 
a= 2|‏ . إليك القاعدة العامة إذا لم يكن هناك مبادلات سطرية : 


٤‏ هه إذا حللت 4 بالصورة LDU‏ » فان الزوايا اليسرى والعليا من هذه المصفوفات 


YEA‏ الجبر Jal‏ وتطبيقاته 


A,=L,D.U.. 
. عن الحذف الغاوسي الخاص بها‎ A, تنتج المصفوفة الجزءية‎ » k من أجل كل‎ 
البرهان هو أن نبين أنه يكن تعين هذه القرنة أولاً حتى قبل النظر فى عمليات الحذف‎ 
في مكان آخرء أو استخدام قانون ضرب كتل المصفوفات . يشبه هذا القانون القاعدة‎ 
: الشكل‎ 1070 =A المعتادة فى ضرب عنصر بعنصر : تأخذ العلاقة‎ 


LD L,D,F 


0 G| | BD,U, BDF + CEG | 


U, F | : 


Aa 


مادامت المصفوفة قد وزعت بحيث يصبح كل ضرب ممكناً للمصفوفات الجحزئية المربعة 
والمستطيلة الحجوم الملائمة للضرب - فانه يكن اجراء ذلك بضرب الكتل . بمقارنة 
المصفوفة الأخيرة مع 4 » نلاحظ بجلاء أن القرنة LDU,‏ تتطابق مع ,4 وبذلك تكون 
٤‏ ه صححيحة . 
ينتج قانون المحاور مباشرة» باخذ محددتى الطرفين : 

يك ... وك رك = (A) detA, = detL, detD, det U, = detD,‏ 
جداء ال #مخورا الأوائل يساوى محددة tA,‏ هذه القاعدة المتعلقة ب ,4 هى القاعدة 
ذاتها التى رأيناها سابقاً من أجل المصفوفة الكاملة ,4 = 4. با أن محددة , ,4 تعطى. 


: معحدديين‎ JY dnd 6 عزل المحور‎ osu ails cdd.....d. ~ 6 Ag love ره‎ ene 
(4) det A k _ dı d2 ney dy sie. 


detA زع‎ cb Faa dy] 


فى مثالا السابق+ كان الخو Sallad- a dmc LEG gle SI)‏ 
A,‏ مفسو مه على معحددة all oy) A,‏ عليه أن [ > فدلذا t‏ يكون Sg VI) gael‏ 
af 1-8‏ بضرب جميع المحاور فيما بينها. AS‏ ; 


المحددات ۳۹ 


0 detA , detA, detA, 0 detA „ 


= —— = = ماعل‎ . 
detA p detA , detA,, . | det A o 


did ... d 


fl 


انطلاقاً من )4( يمكننا أخيراً أن نجد جواب سؤالنا الأصلي . تكون جميع المحاور 
غير صفرية إذا كان العدد detA‏ غير صفرى . 
٤‏ و يمكن للحذف الغاوسى أن ينفذ على ۸» دون حاجة لبادلة أسطر أو مصفوفة 
مبادلة ولن يكون هناك محاور صفرية » إذا وإذا فقط كانت جميع ا مصفوفات ا جزئية 
الأمامية ...غير شادة . 
إن ماسبق يكفى من أجل المحددات» باستثناء الملاحظة الاختيارية التي وعدنا بها في 
بدء هذا الباب . تتعلق هذه الملاحظة بانسجام الخواص ۳-١‏ فيما بينهاء تلك الخواص 
التى اعتبرناها تعريفاً. الأمر الرئيسي هو الخاصة (۲) التي تقول : تنعكس الإشارة 
عند اجراء مبادلة بين سطرين» وهى التى أدت إلى محددة مصفوفة مبادلة . إن ذلك 
هو النقطة الوحيدة التي هي موضع شك في القانون الصريح OV‏ هل صحيح › 
بصورة مستقلة عن متتالية Voll‏ السطرية الضرورية لإعادة ,م إلى التبديل المطابق . 
أن عدد هذه المبادلات السطرية» في جميع هذه المتتاليات» إما أن يكون دائما شفعاً أو 
أن يكون دائماً وتراً؟ إذا تحقق ذلك فاننا نكون قد بررنا تسمية التبديل «شفعاً» أو «وتراً» 
وتكون» عندئذ» محددة التبديل معرفة LLE‏ بالقاعدة (Y)‏ وتساوي إما VAD‏ أو (- 
i À‏ 

إذا انطلقنا من المتبادلة (۳ » ۲ 6 )١‏ فان مبادلة واحدة بين (7) و )١(‏ تؤدى إلى 
الترتيب الطبيعي ١(‏ , ۲ » 7)؛ من الممكن» كذلك» اجراء مبادلة بين (۳) و (۲) ثم 
بین (۳) و (۱) وأخيراً بين (۲) و (۱). في كل من هاتين المتتاليتين» كان عدد المبادلات 
Ls 3‏ الأمر hl‏ كد هنا أنه لاييكن SV‏ عدد زوجي من المبادلات أن يؤدي إلى الترتيب 
الطبيعى» انطلاقاً من(" »۲ )١ ١‏ . 

إليك برهان ذلك . لننظر في كل زوج من أعداد التبديل ولنفرض أن ۸هو عدد 


Yo.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


الأزواج التي يقع في كل منها العدد SV‏ أولاً. من المؤكد أن N=0‏ من أجل الترتيب 
الطبيعي (۱ ۰ ۲ ٠‏ ۳) » الذي fre‏ التبديل المطابق ؛ وإن 3-/2 من أجل (3,2,1) وذلك 
لآن ترتيب جميع الأزواج (۱,۳(۰)۲,۳) و(7,١)‏ غير طبيعى . غرضنا برهان أن 
التبديل يكون فردياً أو زوجياً وفق كون 7 فردياً أو زوجياً. بقول آخرء إذا انطلقنا 
من أي تبديل فان أي مبادلة فيه تغير / بعدد فردي» أي أن الوصول إلى N=0‏ 
(الترتيب الطبيعي) يحتاج إلى عدد من المبادلات مطابق من حيث الفردية والزوجية 
للعدد he!‏ 7 . 

إذا كان الزوج الذي نجري فيه المبادلة مكوناً من عنصرين متتاليين» فمن الواضح 
أن ۸ يتغير ب (+1) أو )١-(‏ وكل من هذين العددين فردي . لذلك. إذا ما أدركنا 
إمكان اجراء كل مبادلة بعدد فردي من المبادلات بين العناصر المتجاورة» فإن ذلك 
ينهي البرهان» OY‏ مجموع عدد فردي من الأعداد الفردية هو عدد فردي . من السهل 
التحقق من هذه الملاحظة بمثال : للمبادلة بين العنصرين الأول والرابع في المثال التالى 
وهما(۲)و(۳)» نستخدم خمس مبادلات (وهو عدد فردي) بين العناصر المتجاورة . 
بصورة عامة» نحتاج إلى 1-۸ من مبادلات الجوار لنقل العنصر من الموضع »إلى 
الوضع 1. ثم إلى 1-۸-1 لنقل العنصر الذي كان في الأصل في الموضع / إلى الموضع 
4 (هو الآن موجود في الموضع 1-1). لما كان (1-۸-1) + (1-۸) عدداً فردياً» نكون بذلك 
قد أنهينا البرهان . لاتتمتع المحددة بالخواص التى توصلنا إليها منذ قريب » فقط › بل 
هى موجودة Lal‏ 


: أوجد المحددة والعوامل المرافقة التسعة للمصفوفة‎ ١-٤-٤ 


A= 


| 2 4| 
0 4 Ol. 
Dü 3 


Yoj المحددات‎ 


ثم كون مصفوفة العوامل المرافقة حيث العامل المرافق للعنصر A, inj‏ 
تحقق من أن جداء 4 في A,‏ يساوي مصفوفة الوحدة مضروبة بالمحددة . 
SA als‏ 

انطلاقاً من قانون المعكوس cA detA‏ فسر لماذا تكون "4 ثلاثية عليا إذا 
كانت 4 ثلاثية عليا (وقابلة للعكس) . 

استخدم مصفوفة العوامل المرافقة لعكس : 


انطلاقاً من قانون المعكوس cA det‏ فسر لماذا تكون "4 متناظرة إذا 
كانت 4 متناظرة (وقابلة للعكس). 
أو جد XYZ‏ بواسطة adel‏ كرامر : 


(أ) أوجد المحددة عندما يستبدل المتجه + بالعمود j‏ في مصفوفة الوحدة: 


l x | 
lL. 4 
detM =? ob M= Xj إذا كان‎ 
8 
ae | 


(ب) إذا كان مجه برهن أن AAM‏ المصفوفة 8 فى المعادلة (7)؛ 
الطرف الاين owe joad‏ الود J‏ 


Yor‏ احبر الخطي وتطبيقاته 


)0( استخرج قانون كرامر بأخذ محددتى طرفي العلاقة  .AM=B,‏ 
۷-٤“‏ أوجدالمخددة اليعقوبية ل للتحويل من الاأحداثيات القائمة إلى 
الاحداثيات الكروية ‏ ,2,6 : ,¢ =r sin cos‏ بر ,م ومع وم م د x‏ 
=rsing‏ 2 
C) 8-5-4‏ ارسم المثلث الذي تقع رؤوسه في النقاط A=(2,2),B=(-1,3), C:‏ 
)0,0( -» باعتباره نصف متوازي أضلاع . برر لماذا تكون مساحته 
تساوي : 


area ( ABC ) = | det | + 1 | 


i 


(ب) افرض أن رأسه الثالث في (4-,1) ٥=‏ بدلا من )0.0 . برر القانون : 


x, Fy | iz 2 4 
area (ABC) = ل‎ det | X2 Y2 | =! det|-1 3 1 | 
5 X 3 دلا‎ | 0 | | -4 | 


ارشاد : اطرح السطر الا خير من كل من السطرين الآخرين فيبقى : 


ارسم الرؤوس الحديدة (0,0) = A‘ = )1,6( , BS = )-2,7( , C‏ ماعلاقتها 
بالرؤوس الأصلية A,B,C‏ ؟ 

tét‏ برر» باستخدام مفاهيم الحجم» لماذا =3"det A‏ 4۲3۸ء لمصفوفة A‏ من 
.nXAn Ea‏ 

KU إذا كانت كتلة المحور 4 قابلة‎ e حذف الكتل يعطى‎ ٠٠-٤-٤ 


۳ la Y المحددات‎ 


I ola lla B 
CA’ IIE P| |0 DCA R| 
برهن أن جداء محددتها‎ -Schur متممة شور‎ D -CA'B تدعى المصفوفة‎ 
في 46:4 يساوي محددة مصفوفة الكتلة الأصلية الواقعة في اليسار . إذا‎ 
„det (AD - CB) برهن أن ذلك يصبح‎ 4'٤ = ©"4 كان‎ 
. من ضرب الكتل بكتل طويلة ورقيقة‎ SE ماهى قاعدة الضرب 48 التي‎ ١١-٤-٤ 
Gr وهى العمودان 5و ء والأسطر‎ 


ri 


Fh 


1-5-5 اوجد جميع التباديل الفردية للأعداد (1,2,3,4) . إنها التباديل التي تنتج 
عن عدد فردي .+ لادلا ت وتۆدى إلى 1-ع.م. 

14-5-5 !23 أن الجديل © ينقلنا مخ J1(1,2,3,4,5)‏ )5,4,1,2,3( 
(Í)‏ ماذا يفعل © في (1,2,3,4,5) ؟ 
(ب) ماذا يفعل '6 فی (1,2,3,4,5) ؟ 

hel . زوجياً لكن '» فردی‎ oO لماذا يكو‎ 5 ba p إذا كان 6 تبديلا‎ \o-é-é 
n=34 مثالا‎ 


Yo?‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


1١١1-5-1‏ برهن أنه إذا تابعت ضرب 4 يبمصفوفة المبادلة ذاتها P‏ فان السطر 
الأول يعود أخيراً إلى مكانه الأصلى . 

© |S ١ مصفوفة من النوع 5×5 تحقق عناصرها العلاقة‎ A إذا كانت‎ ٠۷-٤-٤ 
(V فان 4:4 < ؟ (لا أعرف الحد الأفضل» إلا أن الحجوم والقانون‎ 
. والمحاور تعطى حداً أعلى لهذه المحددة)‎ 


م 


1-8 


5 


4 


أين يمكنك أن تضع أقل عدد Se‏ وكاف من الأصفار في مصفوفة من 
النوع 4 × 4 وذلك لتؤكد أن محددة هذه المصفوفة تساوي الصفر . 

أين ELS‏ أن تضع أصفاراً ووحداناً في مصفوفة من النوع 4 وذلك 
بأقل عدد Se‏ وكاف بحيث تصبح محددة هذه المصفوفة مساوية 
الواحد . l‏ 


> السدعة ل‎ dad Um of 


TER 2 -1 0 =l 
CILT -i 2-1 0 
Lilo I "Io dd 2 1ع‎ 
1411] | 0 -l 2 


det A أن‎ Lal ؟ برهن‎ det B=detA فلماذا تكون‎ B= 141487 إذا كان‎ 
B=] 

أو جد مثالا معاكساً للعلاقة det (A+B) = det A + det B‏ . ماهو حجم 
المصفوفات التى تكون من أجلها هذه القضية صحيحة ؟ 

انطلق من المصفوفة 4 واضرب سطرها الأول بالعدد (T)‏ لتتحصل على 
مصفوفة 8 ثم» اطرح السطر الأول من 8 من السطر الثاني فتحصل 
على مصفوفة ©. al‏ © بعك بدلالة 26/4؟ 

حل باستخدام قاعدة كرامر النظام 11 3ut+2v=7,4u + 3v=‏ . 

إذا كانت pole‏ 4 أعداداً صحيحة وكانت detA‏ مساوية )١(‏ أو (- 
1 قف عكدك أن تعرف altel ة١ pole Of‏ ضصحيحة ؟ Ys hel‏ 
(غير قطري) من النوع 9 


vol 


| Fk 


\\-2 


J= 


12-8 


١1-5 
1197-2 


y>!‏ الخطى وتطسيقاته 


إذا كانت عناصر كل من 4و 42 أعداداً صحيحة» كيف يمكنك أن تعرف 
أن AS‏ من محددتى هاتين المصفوفتين تساوى )١(‏ أو )١1-(‏ ؟ إرشاد: 
ماهو جداء 4١ detA‏ :مل ؟ 


أوجد جميع العوامل المرافقة للمصفوفات التالية وأوجد مقلوب كل 


: منها‎ 
DIHI 
69|’ |b al’ le d | 

ماهو حجم متوازي السطوح الذي تقع أربع من رؤوسه في النقاط 

(1-,2,2) , (1,2-,2) , (1,2,2-) , (0,0,0) $ أين تقع الرؤوس الأربعة الأخرى؟ 

كم عدد حدود منشور محددة مصفوفة من النوع 5 . وماهو عدد 
الحدود المؤكد كونها أصفاراً إذا كان 0= 4 ؟ 
إذا كان مجموع عناصر كل سطر من مصفوفة يساوي الصفر وإذا كان × 
متجه عمود عناصره وحدان» فماهو Ax‏ ؟ كيف تعر ف أن 0= det A‏ ؟ 
لادا يوجد عدد زوجي من التباديل ل )1,2,...9( ولماذا يكون نصف هذه 
التباديل SET‏ 
إذا كانت /مصفوفة مبادلة زوجية و CAD P,‏ استنتج من العلاقة 
P32 )‏ + أط)مدععبمم أن 0= det (P+ P)‏ , 

أوجد قيمة محددة 4 إذا كان ز+ := ,4 دوماً. 

إذا كانت محلدة Cam A‏ برهن أنه يكن ربطها بمصفوفة المطابقة 
سلسلة متصلة من المصفوفات ذوات المحددات الموجية . عندئذ تبدل A‏ 
بمصفوفة المطابقة دون أن تصبح شاذة خلال الطريق . (الانتقال المباشر 
من 4 إلى / يجري بالمتتالية (4 -1):+ 4= 7) 6A‏ ننطلق من 4 - (0) 4 إلى 

!= 400 ولكن »خلال Ke AUS‏ تكرت © 4 شاذة. LAN‏ 
ليست سهلة ويرحب المؤلف بالحلول . 


\A-& 


y- 


y iz 


Syer 


55-8 


|.D=| H F | إذاکان‎ 


إذا كانت 4 غير شاذة» برهن أنه تو جد مصفوفة مبادلة م بحيث لاتحوى 
المصفوفة PA‏ أصفاراً على قطرها الرئيسى . إنها ليست مصفوفة مبادلة 


TEZER 
تقع النقطة («.:) على المستقيم المار من النقطتين )2,8( و (4,7)إذا‎ ISU بر‎ 
: كان‎ 
' xy 
x+2y-18=0 أو‎ dêl 2 8 1/=0, 
a. 3 1 


بالمشابهة مع التمرين السابق» ماهي المعادلة التي las‏ النقطة (xyz)‏ تشع 
فى المستوي المار من النقاط )0,0,4( , (0,2,0) , )2,0,0( . إنها نحوي محددة 
فيو النوع 4 4 . 

إذا وقعت النقاط (2,1.0(,)1.1.1), (2:2::) فى مستو مار من نقطة الأصل . 
لاذا تكون المحددة التي أسطرها متجهات هذه النقاط صفراً ؟ هل 
المتجهات (1,1,1) , (2,1,0) , (1-.1,0) مستقلة pl‏ مرتبطة ؟ 

إذا كان كل سطر من 4 مكوناً من ١+‏ منفرداً أو ١-‏ منفرداً أو واحد من 
كل منها (وأصفار في بقية المواقع) برهن أن 4 تساوی ١‏ أو ١-‏ أو 
A»‏ 


C= | 1 j‏ فإن العلاقة CD =-DC‏ الظاهرة 


wW 2 


في التمرين )١5-4-1١(‏ تصبح 


2a C b O || u 0 
c 5 asg e lg gl 3 اخلط عله‎ 
0 C b 2d || 2 O | 


. 4 ذات النوع 4 “4 و هي مصفوفة معاملات‎ A أوجد محددة هذه المصفوفة‎ (Í) 


Toa 


ve" 


الحبر الخطى وتطبيقاته 


(ب) برهن أن 0= de۲۸‏ فى حا لتى 0 - ل + قن أو ad -bc=0‏ . 
فى بقية الحاللات » CD=-DC OWN‏ ممكنة. فقطء إذا كان 7-0 . 
فسر لماذا على محددة فاندرموند ذات النوع 4< 4 : 


2 3 
Llad a 

2 3 

Il “ردم‎ P 

Va = det 2 3 
م‎ e = gp 

2 3 
| ¥ x" a 


أن تكون كثيرة حدود تكعيبية في × ول اذا تساوي كثيرة الحدود هذه الصفر 
عند © =× , 6 =× ,4 =«×. استخدم العامل المرافق J‏ من التمرين -٤(‏ 
-Y‏ 1 )اللي oats‏ إلى + 

V, =1b-a)c-a)c- b)w -aw - غا زط‎ - c). 
التبديل الدوار يبادل (1,2.....0) مع )1 ...2,3( ماهي مصفوقفة المبادلة‎ 
؟‎ (no المقايلة» وماهى محددتها (تتعلق‎ P 


J) g)‏ سس 


القيم الذاتة والمتجهات الذاشة 


gt ۱-۵‏ 
بهذا الفصل يبدأ «النصف الثاني» من نظرية المصفوفات . لقد استخدم النصف 
الأوّل بكامله» تقريباً» لدراسة النظام Arab‏ ولقد كانت التقنية الأساسية هي الحذف . 
بعد COV‏ ستؤدي هذه التقنية دوراً ثانويّاً.. وستحل المسائل الجديدة بتبسيط مصفوفة 
- بجعلها قطرية أو tls‏ عليا - إلا أن ا خطوة الأساسية لن تكون طرح مضاعف 
لسطر من سط رآخر . لن نهتم» إضافة الى ذلك» بالمحافظة على فضاء أسطر مصفوفة 

. بالمحافظة على قيمها الذاتية . لقد تغيرت هذه القيم بالحذف‎ Lily 

لقد كان فعلاً» فصل المحدّدات مرحلة انتقال من المسألة القديمة /-+4 الى مسألة 
القيم الذاتية الجديدة. في هاتين الحالتين» توذي المحددة الى «حل منهجي» : الى 
قاعدة كرامر من أجل «-+4 Sy‏ كثيرة الحدود (A-A)‏ 4 التي ستكون جذورها 
القيم الذاتية . (نؤكد أن جميع المصفوفات ستكون هنا مربّعة؛ لن يكون للقيم الذاتية 
لصفوفة مستطيلة أي معنى وكذلك محددتها) . رغم dil‏ من الممكن استخدام المحددة 
لحل هذه المسألة» إذا كان 3 أو n=20‏ ؛ لكن عندما يكون cl Sn‏ فان حساب القيم 
الذائية ois‏ الطريقة سيكون أكثر طولاً وأشد صعوبة من حل OILS. Arb‏ طريقة 
اوس مھا لن تساعد كثيرا فى WS‏ 

الخطوة الأولى» هى معرفة ماهي القيم الذاتية وكيف يمكنها أن تكون مفيدة . 


۳۹ 


rn.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


على اشتقاق الدوال المعتادة مثل “© sinx,‏ ,"× فانك ستكون عارفاً ما فيه الكفاية . 
av caesi p= rab ce‏ 


(\) dt 


dt 


إن ذلك مسألة قيمة ابشدائية . لقد عينت قيمة المجهول في اللحظة 0= وليس 
في طرفي فترة؛ لقد اهتممنا بوضع عابر مفضلين ذلك على ال حالة الثابتة . يتطور هذا 
النظام خلال الزمن من قيمتين ابتدائيتين مفروضتين 8.5 . والمسألة هنا هي متابعة هذا 
التطور. 

من السهل كتابة هذا النظام بالصورة المصفوفية. لنفرض » المتجه المجهول 
وقيمته الابتدائية »دو ۸ مصفوفة المعاملات : 


TE 3w, Ww = و‎ t=Q عند‎ 


بهذه الرموز يصبح النظام : 
(Y) OU Hay Beilin 50 ds‏ 
dt‏ 
تلك هي القضية الأساسية في المسألة. لاحظ أنّها معادلة من المرتبة الأولى- 
لايظهر فيها مشتقات من مراتب عليا- واتها خطية في المجاهيل » ومعاملاتها ثابتة . 
المصفوفة مستقلة عن الزمن . 
كيف ae‏ الحل؟ إذا كان هناك مجهول واحد عوضاً عن اثنين فانه من السهل 
الاجابة عن هذا السؤال. سيكون لدينا معادلة تفاضلية عددية عوضاً عن معادلة 


متجهة . وإذا كانت» بالاضافة الى ذلك» متجانسة بمعاملات ثابتة» فإنها تأخذ عندئذ» 
5 9 
di‏ 


=a, H= م‎ t=) عند‎ 


حلها هو من الأشياء التي تحتاج الى معرفتها : 
uo.‏ ”مد u(t)‏ )£( 
في بدء الزمن 0 - #تكون» مساوية ەلان 1= e’‏ عع gote”‏ العامل a‏ 
المطلوب» وذلك =au OY‏ نه سك. وهكذا تكون شروط البدء والمعادلة محقّقة Las‏ 
لاحظ سلوك »عندما يكون الزمن كبيراً. تكو ن هذه المعادلة غير مستقرة إذا 
كان 0 < ca‏ وهی مستقرّة Gol‏ إذا كان 0 = »» وهى مستقرة إذا كان 0> ». يسعى 
الحل نحو اللانهاية أو يبقى محدوداً أو يسعى نحو الصفر . إذا كان © عدداً مركباً 
ca =» + 8‏ فإن الاختبارات السابقة نفسها تطبّق على الجزء الحقيقي . الجزء التخيّلي 
ينتج تذبذباً ce" cos Bt + isin Bt‏ لكن الذي يتحكم بالاستقرار هو المعامل e‏ 
5 
هذا المقدار AS‏ من أجل المعادلة الفريدة. سنقوم بمعالجة مباشرة لنظاء 
معادلات ونبحث عن حل بدالة أسية في ١‏ » من النوع ذاته الذي وجدناه في ULLI‏ 
العددية . بقول أخر» نبحث عن حلول من الصورة : 
v (i) sey‏ )0( 
w (t) =e"z,‏ 
Saal po IL ol‏ 
u(t) =e" x,‏ )1( 
إن ذلك مفتاح حل المعادلات التفاضلية du/dt =Au‏ . لنبحث عن ا حل الأسي 
الصرف . نعوض ب dvery gwaer?‏ المعادلة الأصلية» فنجد : 


piy‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


dey iy dey 1 Sa" 

de z = ley - 3e"z. 
55 59 + 99 i TE E A 
العامل ' » مشترك في جميع الحدود ويمكن اختصاره . هذا الا ختصار هو سبب فرض‎ 


أس واحد ۸ للمجهولين Les‏ : يبقى بعد الاختضار : 


/ 4y - 5z = Åy 
د‎ 2y - 37 = Åz 


هذه هي المعادلة الأساسية ؛ بالترميز المصفوفى e‏ تأخذ الشكل +3- :1 . يمكننا أن نراها 
من جديد عندما نستخدم الحل المتجه etx‏ =» مقدار متحول © مضروب بمتجه ثابت 
X‏ > عويش ا ع ا في انا اك / ا جد × e‏ ۸ = ×2 وينتج الاختصار : 
=x‏ عم )۸( 
لدينا OV‏ المعادلة الأساسية لهذا الباب . نا تحوي متغيرين A ox‏ وهي مسألة 
جبرية . يمكن تجاهل المعادلات التفاضلية ! يدعى العدد ۸(لامبدا) قيمة ذاتية للمصفوفة 
4 » ويدعى المتجه × ا متجه الذاتي المرافق . هدفنا هو ايجاد القيم الذاتية والمتجهات 
Asli‏ واستخدامهاً. 
حلول Ax =Ax‏ 
لاحظ أن ×= ×4 ليست خطيةء ON‏ 4مضروبة ب *. إذا أمكن اكتشاف 
«A‏ فان هذه المعادلة تصبح خطية بالنسبة ل×. فى الحقيقة» يمكننا أن نكتب Max‏ عوضاً 
عن Sadi ie Whe 2 Ae‏ البسار جد العادلة s‏ 
Gjt |‏ )4( 


ا متجه x‏ يقع في الفضاء الصفري للمصفوفة A -M‏ 
نختار العدد .< بحيث يكون للمصفوفة A-M‏ فضاء صفري . 


)١(‏ إن هذه المطابقة المصفوفية ضرورية لإمكان اجتماع مصفوفات ومتجهات وأعداد بشكل قو ؛ 
المعادلة 0= (A-A)x‏ أقضر ولكنها مختلفة بصورة غير مفيدة. 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية yy‏ 


طبعاً » لكل مصفوفة فضاء صفري . لقد كان من المضحك اقتراح طريقة أخرى 
Gs,‏ ذلك . نريد متجها Gls‏ صمري × . المنّجه 0 - × يحقّق دوماً Ax= Ax‏ 
ويقع close‏ في الفضاء الصفري» ولكنه غير مستخدم في حل المعادلات التفاضلية . 
الهدف هو بناء u(r)‏ من الدوال cox‏ وما lings‏ هو تلك القيم ا خاصة التي تقابلها 
متجهات ذاتية غير صفرية . من أجل أي استخدام» يجب أن يحوي الفضاء الصفري 
ل ة- A‏ متجهات غير صفرية . بشكل مختصر» 4-37 يجب أن تكون شاذة . 

من أجل ذلك » تعطى المحدّدة اختباراً قاطعاً . 


: إذا وإذا فقط كان‎ A يكون العدد 2 قيمة ذاتية للمصفوفة‎ ٥ 


det (A - AI) 0‏ )+\( 
هذه هى المعادلة ca poll‏ يقابل كل حل لها متجه ذاتى ×يحقق مايلى : 
)x =0‏ عل (A‏ أو = C14) A‏ 


في مثالنا إذا طرحنا 27 من 4 فنجد: 


| هك‎ 5 
A- ai=! 5 FA! 


لاحظ أن «قد طرح» فقط» من عناصر القطر الرئيسي (لأنّه مضروب ب 1). محدّدة 
PA-M‏ : 
10 + 3ق 14-23 gi‏ 1-4 
هذه هى كثيرة الحدود المميزة . جدورهاء Lore‏ تك و الحدة: Ol ayo‏ هى القيم 
الذاتية التي تنتح عن القانون العام لايجاد جذور معادلة من الدرجة الثانية أو من الصورة 
التحليلية A7-A-2=(A41) (A-2)‏ . يساوي ذلك الصفر إذا كان 1--2 أو 2-2 كما 
يۇ كد ذلك القانون العام : 


y>! Yé‏ الخطي وتطبيقاته 


يوجدء فقطء قيمتان ذاتيتان OY‏ لمعادلة الدرجة الثانية جذرين . لكل مصفوفة من 
النوع 2 » 2 تكون محددة A -AI‏ حاوية ۸7 (ولا يوجد فيها قوة أعلى) . 

أي واحدة من القيمتين 1 =۸ و 2-2 تؤدّي الى حل ela‏ 2 خأو 
0 -(4-37). المصفوفة التي محددتها صفر هي مصفوفة شاذة» لذاء يجب أن يقع 
متجه غير صفري × في فضائها الصفري”''. في الحقيقة: يحوي الفضاء الصفرىي 
مستقيماً كاملاً من المنّجهات الذاتية ؛ dl‏ فضاء جزثي ! 


me بح‎ (A - A, Dx = -5 


; يعطى بصورة منفصلة‎ A, حساب‎ 
Lä اع‎ iA + Aaii = HE -3 S| |- 5 | 


المتجه الذاتى الثانى هو أى مضاف للمتّجه : 


= 


ملاحظة تتعلق بحساب lpr‏ الذاتية : فى حالة 2*2 » سيكون كل من سطري A‏ 
-A‏ مضاعفاً للمتّجه (ab)‏ نفسه. لذاء فإن المتجه الذاتي سيكون أي مضاعف 
للمتجه (5,4-). لقد كان سطرا A -Ao‏ هما )5 .2( وكان المتجه الذاتى (« 2 . في حالة 
3×3 كثيراً ما نجعل مركبة للمتجه x‏ مساوية الواحد ونحل 0-:(/4-2) من أجل 
المركبة الثانية . ab‏ إذا كان + متّجهاً OUI‏ ×7و -x‏ كذلك . كل oleate‏ الفضاء 


AS لست فية‎ A Ox =0 -ه) إلى‎ A) x حل‎ ool L(Y) 


اليم الذاتية والمتجهات الذاتية مدع 


الصفري للمصفوفة 4-37 (الذي نسميه فضاء ذاتياً) يحقّق Ars Ax‏ فى هذه AL‏ 
الفضاء الذاتى مستقيم يمر من )1,1( =× و (5,2) x=‏ 

قبل العودة الى التطبيق (المعادلة التفاضلية)» نريد أن نذكر خطوات حل مسألة 
القيم الذاتية : 

١‏ - حساب محددة A- M‏ بطرح 7من عناصر c häll‏ هذه المحددة كثيرة 
حدود من الدرجة ۸ . 

. ايجاد جذو ركثيرة ا حدود هذه. الحذور ال «هي القيم الذاتية‎ - Y 

٠‏ - من أج لكل قيمة ذاتية » حل ا معادلة 0 -<(4-27) . با أن المحدّدة تساوي 
الصفرء فهناك حلول غير 0 - . هذه الحلول هي المتجهات الذاتية . 

في المعادلة التفاضلية» ينتج ذلك الحلول الخاصة ×" =». إِنْها ا حلول الأسية 
الصرفة : 


أكثر من ذلك» يعطى هذان الحلآن الخاصان الحل الكامل. يكن ضرب كل 
منهما بعدد وجمع الاين معنا . Gat Live‏ والعات» Uy‏ فى i,‏ معادلة تقاقبلية Khas‏ 
dudt =Au‏ فان مجمو عهما SUIS G My +t,‏ ¢ حل لها. لذا فان أى تر کیب من 
الصورة : 
(\Y) u=c e" x T Xa‏ 
هو حل أيضاً. إن ذلك وضع ممتاز يطبّق على المعادلات التفاضلية (المتجانسة 
وا لخطية) كما gb‏ على المعادلات الجيرية 0= ۸ . الفضاء الصفري هو 6 Lal‏ فضاء 
لديا OG belo OV‏ ».ره ومن المنطقى أن نختارهما بحيث jins‏ شروط 


البدء wen,‏ عثل 20 عم : 


C] g i 
= أو‎ CIX} +22 ملاع‎ 
C4 sS Ve 


(Y) HH 


الثابتان هما 3= ,»و ١‏ -,عوحل ا معادلة الأصلية هو : 
)14( 


2 
+e 


5 
2 


بكتابة المركبتين بصورة منفصلة» يعني ذلك أن : 
v(t) = e" + Se”. w(t) = Ze + 2‏ 

شرطا البدء 1-8و 5=« ومن السهل التحقّق من ذلك . 

يظهر ما تقدّم أن مفتاح أي معادلة هو قيمها الذاتية ومتّجهاتها الذاتية. لكن. 
لاذا لم يبيّن هذا المثال أهميتها الفيزيائية ؛ إِنّها مهمّة بذاتها وليس» فقطء لكونها جزء 
من طريقة لإيجاد LU‏ من المحتمل أن يكون أبسط مثال هو سير جتود على جخسر . 
فهمء عادة» يوقفون المشية العسكرية ويسيرون عرضانياً. السبب هو أنّه من الممكن 
أن يكون للمشية تواتر يساوي أحد المتجهات الذاتية للجسر فيبدأ بالاهتزاز (مثل ما 
يجري عندما يتأرجح طفل: تلاحظ مبكراً التواتر الطبيعي للأرجوحة وبموافقة ذلك 
ft‏ الأرجوحة تزداد ارتفاعاً) . يحاول المهندس جعل التواتر الطبيعي لهذا الجسر أو 
الصاروخ بعيداً عن تواتر الهواء أو حركات الزيت. فى الطرف الأقصى المعاكس› 
يضيع سمسار البورصة حياته ليحصل على معلومات GAS‏ بالتواتر الطبيعي للسوق . 
القيمة الذاتية هي أهم الصفات المميّرة لنظام الحركة . 


تلخيص وأمثلة : 

نتوقف OY!‏ لنلخص ما أعطي وما بقي علينا . بين هذا التمهيد لماذا تظهر القيم 
الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة cA‏ بصورة طبيعية وآلية عندما نحل المعادلة du‏ 
4- :ل /. لمثل هذه المعادلة حلول اسية صرفة ٠×‏ =» ؛ تعطى القيم الذاتية معدل 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۳۷ 


تزايد أو تناقص » وتتطور المتجهات الذاتية وفق هذا المعدّل. الحلول الأخرى ستكون 
مزيجاً من هذه الحلول الصرفة » تُعدّل هذه الخليطة بحيث يلائم شروط البدء . 

المعادلة الأساسية هي rade‏ أغلب المتجهات x‏ قد لا تُحقّق مثل هذه المعادلة . 
يسول طبه فوشي ante‏ حدما ST EE NER‏ قاذ عر ليس تاقار 
. هذا يعنى أن بعض الأعداد ا خاصة ١‏ » فقط» ES‏ قيماً ذاتية وكذلك بعض 
ا متجهات x‏ » فقط » تمثل متّجهات ذاتية . (Leb‏ إذا كانت A‏ مضاعفاً لصفو فة الوحدة. 
فإنه لا يوجد متجه يغير اتجاهه (عندما يضرب بهذه المصفوفة) وكل المتجهات تصلح 
متجهات ذاتية . لكن» في الحالة المعتادة» تكون المتجهات الذاتية قليلة . إِنّها "النماذج 
الأساسية للنظامء FUEL,‏ بصورة مستقلة . يمكننا أن نراقب سلوك كل متّجه ذاتي 
ثم نركب النماذج القياسية لايجاد الحل . لرؤية الأمر ذاته من طريق آخر » يكن تقطير 
المصفوفة الأساسية . 

نخطط لتخصيص البند )1-0( لنظرية التقطير والبنود التالية لتطبيقاتها : Yoh‏ 
معادلة الفرق واعداد فيبوناتشي Fibonacei‏ وطريقة ماركوف Markov‏ وأخيراً المعادللات 
التفاضلية . في كل مثال» نبدأ بحساب القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ؛ لا يوجد 
طريق مختصر لتفادي ذلك . لكن الأمثلة تسير في اتجاهات كثيرة بحيث يكون 
التلخيص مستحيلاء عدا التأكيد على أن المضفوفات المتناظرة» بصورة خاصة » سهلة 
وبعض 'المصفوفات المعيبة» بصورة خاصة صعبة. يعوزها مجموعة كاملة من 
المتجهات الذاتية» إِنّه لا يمكن تقطيرها وإنها تحدث فشلا في تقنية النماذج القياسية . 
G‏ لاشك cad‏ أنّها تحتاج للمناقشة ولكني لا أنوي وضعها في هذا الكتاب . 

نبدأ بأمثلة خاصة لمصفوفات جيّدة. 
مثال - ١‏ كل شيء واضح عندما تكون 4 قطرية : 


0 > ie + i | 3 5 
afo] ب‎ ue [م]عه و‎ + mes afi] 


۳۹۸ اجر ge‏ ان 


Ax, = 2x, و‎ 4×, = 3x, على كل متجه مثل تأثير مضاعف لمصفوفة الوحدة‎ 4 Jp 
أي متجه آخر مثل )1,5( = »هو خليط من هذين المتجهين ,× 5 + ,× وعندما تضرب‎ . 
: المصفوفة 4 المتجه بر نحد‎ 


3 
AX =A ks + 5A5X> -| Al 


لقد كان ذلك متجهاً فوذجياً- ليس متّجهاً ذاتياً- لكن تأثير 4 يتعيّن بمتجهاتها 
اة و فعا ESI‏ 
مثال - ۲ : الوضع مناسب أيضاً من أجل الاسقاط : 


TH 


القيمتان الذاتيتان لضصغوفة الاسقاط هما Gf‏ واحدا أو صفراً . يكون 1= عندها 
يكون مسقط متجه هو نفسه و 2-0 عندما يكون مسقطه الم جه الصفرى. فضاء 
أعمدة P‏ ممتلئة بالمتجهات الذاتية وكذلك الفضاء الصفرى . إذا كان لهذين الفضاءين 


Benen من الأبعاد فان 2-1 تتکرر + مرّة و 22-0 ننكرر‎ ۸۳ gr 


; a Aj =1 P= 


| | 
|= 35 0= دوم — | ا |= v2‏ 


tr) = فم‎ | = 


= | = | لم 


A=1,1,0,0 & F= 


يوجد» أيضاًء أربع قيم ذاتية» رغم أنّها غير مختلفة » عندما تكون ”من النوع 4 × 4 
لاحظ أنه لايوجد أي شيء استثنائي حول 0= ۸ » مثل أي عدد آخر» يکن 
للصفر أن يكون قيمة ذاتية. إذا كان ذلك» فان متّجهه الذاتي يحقّق Ax = Ox‏ لذاء 
فان × من الفضاء الصفري للمصفوفة ۸. يشير وجود قيمة ذاتية صفرية الى أن أعمدة 
4 مرتبطة خطياً وكذلك الأسطر ؛ محددتها صفر. AE‏ جميع القيم الذاتية لمصفوفة 
قابلة للعكس 2*0 بينما من أجل مصفوفة شادة» يقع الصفر ضمن قيمها الذاتية . 


مثال - ۳ : تكون القيم الذاتية واضحة عنما تكون 4 مثاشة : 


1-A 5 5 
det A - AD) = 0 2 8 =(1-A)i2 =A) ~A). 
0 02 #6 a 
ودلا‎ E A= 1 عندما‎ tall المحددة هى . اما جداء العناصر القطرية . وتساوى‎ 


E 


أو = ديا ؛ القيم الذاتية واقعة مسبقاً على طول القطر الأساسي . 

هذا المثال الذي يمكن أن تجد فيه القيم الذاتية BIL‏ ب يشير الى موضوع أساسي 
في هذا الباب : تحول 4 الى مصفوفة قطرية أو مثلثية دون أي تغيير فى قيمها الذاتية . 
نريد أن نؤكد مرّة أخرى أن التحليل الغاوسي LU‏ = 4غير ملائم لهذا الغرض . يكن 
لقيم 1 الذاتية أن تكون ظاهرة على القطر» ولكنّها ليست القيم الذاتية للمصفوفة A‏ 

من أجل أغلب المصفوفات» لا يوجد شك أبداً فى أن مسألة القيم الذاتية أشد 
صعوبة» من الناحية الحسابية» من حل Arab‏ . من أجل نظام de>‏ ¢ يعطي عدد 
محدود من خطوات الحذف الجواب الصحيح في زمن محدود . (أو بصورة مكافئة. 
تعطى قاعدة كرامر صيغة صحيحة للحل). في حالة القيم الذاتية» لاتوجد مثل هذه 
الخطوات ولا مثل هذا القانون» ae IVs‏ غالوا 15 من قبره . تكون كثيرة الحدود 
المميزة لمصفوفة من النوع keg ll 5X5‏ الست tly‏ سو Chik‏ 79 جد 
صيغة جبرية تعطى جذور كثيرة حدود من الدرجة الخامسة. كل ما أمكنه تقديمه هو 
بعض التحقيقات البسيطة فيما يتعلق بالقيم الذاتية» وذلك بعد حسابهاء نذكر فيما 
O‏ ب مجموع القيم الذاتية ال يساوي مجموع العناصر القطرية ال : 

(\0) Àit... +À, =a toc +4 y 

يعرف هذا المجموع تحت اسم الأثر . إضافة الى US‏ جداء القيم الذاتية التي 

عددها n‏ يساوي محددة المصفوفة „A‏ 


Y‏ الجبر ا لخطي وتطبيقاته 


لصفوفة الاسقاط 7 العنصران القطريان — ,— والقيمتان الذاتيتان 1.0 — 
يتساوى - - + مع 1+0 كما ينبغي . بالنسبة للمحددة» نلاحظ أنها 0 -0.1. نرى 
cls‏ ايشا أن للمصفوفة الشادة ذات المحدّدة الصفرية» واحدة أو أكثر من القيم 
الذاتية المساوية للصفر . 

يجب أن لا نخلط بين العناصر القطرية والقيم الذاتية - L‏ متطابقة في حالة 
مصفوفة مثلثية - لكن تلك حالة استثنائية . عادة؛ تكون المحاور والعناصر القطرية 
والقيم الذاتية مختلفة تماماً. من أجل مصفوفة من نوع 2 62K‏ نتعرف على كل شيء : 


, 5 | ْ a$ 3 b | 
ad - bc والمحددة‎ a + 0 py i 1 
det f A Fy 4 | - 5 - ( trace )A + determinant 
_ trace + | (trace) * _ 4det 8 
oa" : 


À 


مجموع قیمتی ۸ يساوي الأثر؛ يعطى التمرين )4-1-0( :203 يساوي أثر 
المصفوفة . 


تمارين 


BE. ۸=]! 7! | أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة‎ ١-١-٥ 
. من أن الأثر يساوي مجموع القيم الذاتية وأن المحدّدة تساوي جداءها‎ 

2035-1-5 باستخدام المصفوفة السابقة A‏ نفسهاء حل المعادلة التفاضلية dt‏ سف 
Au, » = | 8 |‏ =ماهما OL‏ الأسيّان الخالصان؟ 

0-1-6 نفرض LT‏ غيّرنا المصفوفة 4 السابقة بطرح 71 منها : 


3 


B =A - 71-2 5 ak 


ة-١-ه‎ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ¥V\‏ 


المتعلقة ب TA‏ 
حل المعادلة du/dt=Pu‏ حيث ۶ هی مصعو 43 الاسمقاط : 


| l 1 | 
لهك ب |3إدوه‎ -|7 a 
ظ‎ a |z 2 


تزداد مركبة فضاء الأعمدة ل مه بصورة أسية بينما تبقى مركبة الفضاء 
الصفري ثابتة . 
أوجد القيم الذاتية والمتّجهات الذاتية للمصفوفتين : 


3 4 2 0 Û 


1 


A= و‎ B= 


2 
0 ل OL|‏ 
00 000 
Gat‏ من أن اللجموع EFES A‏ يساوى Pll‏ وأن elil‏ پا CT‏ 
المحددة . 
أعط مثالا تبيّن فيه أن القيم الذاتية قد تتغيّر عندما نطرح مضاعفاً لسطر من سطر آخر . 
افرض أن A‏ قيمة ذاتية للم فر فة 4و ×هو المتّجه الذاتي المقابل: = Ax‏ 
. 
C)‏ بين أن × ذاتها هي متجه Slo‏ للمصفوفة 8-4-71 » وأوجد 
القيمة الذاتية . يؤكد ذلك التمرين .)"-١-٠(‏ 
(ب) افرض 2*0 » برهن أن × هو متّجه ذاتي للمصفوفة 7 4 أيضاً- 
راود القمة ASL‏ 
برهن أن المحدّدة تساوي جداء القيم الذاتية وذلك Ob‏ تتصور أن كثيرة 
Tall oud‏ قحالت By gal‏ 
det (A - AD = (A, - A) (A, -A)... A, - 4),‏ 

وأن تقوم باختيار ما ل ۸ . 


4-\-0 


ع حيو | 


١١ ١-6 


١5 1١-06 


١١1١-6 


١ ١-هىون‎ 


ا جبر الخطي وتطبيقاته 


معامل (At‏ من الطرف الأيمن من -)١6(‏ ثم انظر فى حدود المحدّدة : 


Ay wA درك‎ see din 

, a> ay ~= À 55 ad, 

detA - AI) = def “*! A 
dnl 102 chi dan ˆ A 


القى قوق 3351 . بين HS JS SIU‏ مح قيرب pole‏ الفط 
الرئيسى» وأوجد معامل الطرف الأيسر من (V0)‏ قارن. 

(أ) أنشىء مصفوفتين 8. 4 من النوع 2 × 2 بحيث تكون القيم الذاتية 
للجداء 48 لا تساوي جداء القيم الذاتية ل 4 و 8 » كما أن القيم الذاتية 
ل A+B‏ لا يساوي مجموع القيم الذاتية لكل منهما . 

(ب) حقق», مع ذلك» أن مجموع القيم الذاتية ل ۸+8 يساوي مجموع 
جميع القيم الذاتية لكل من A‏ و 8 وكذلك الأمر من أجل الجداءات . . 


ناذا كان Tsaa SUS‏ 
برهن أن للمصفوفتين 47و 4 القيم الذاتية ذاتها وذلك بمقارنة كثيرتى 
حدودهما المميز تين : 


أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفتين : 


3 4 a b 
A= چ‎ 
4 -3 boa 


إذا كانت القيم الذاتية للمصفوفة B‏ هي 1,2,3 وكان للمصفوفة © القيم 
الذاتية 4.5,6 وللمصفوفة D‏ القيم الذاتية 7.8,9. فما هي القيم الذاتية 


HO © EE ee E. NRE كا‎ 
a= | 6X6 للمصفوفة ذات التوع‎ 


أوجد رتبة كل من المصفوفتين والقيم الذاتية الأربع لكل من المصفوفتين . 
مصفوفة الوحدان ومصفوفة الشطرخ : 


0-1-0 


a .-8 


\V-\-o 


\A-\-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية yyy‏ 


CLET C181 
Jiili (11010 
B= 5 44i| فى‎ ADOT 

1] 1 1 1010 


ماهي المتجهات الذاتية المقابلة للقيم الذاتية غير الصفرية . 

ماهي الرتبة والقيم الذاتية إذا كانت © و 4» فى التمرين السابق» من 
النوع xn‏ ۸؟ تذكر أن القيمة الذاتية 0= ۸ مكررة ۸-١‏ مرة؟ 

إذا كانت A‏ مصفوفة وحدان من النوع 4 04K‏ أوجد القيم الذاتية 
والمحددة للمصفوفة 4-7 (قارن بالتمرين .)٠١-۳-٤‏ 

: للفو ف ةللرافقة"‎ CIS السظر‎ oo 

010 


A=|00 [ 


لتكون كثيرة الحدود المميزة 52+6+ 42+ ۸-= JA -a|‏ 
افرض أن للمصفوفة 4 القيم الذاتية 0.1.2 ومتجهاتها الذاتية vos Vi‏ 
ر . صف الفضاء الصفري وفضاء ides Yl‏ حل المعادلة A= v‏ 


ولا + ابر هن أنه ليس للنظام vo‏ = 4۸ حل . 


Y- 5‏ الشكل القطري لمصفوفة 

ننطلق OV!‏ بواحد من الحسابات الأساسية وهو حساب سهل جد وسيستخدم 
في كل بند من هذا الباب . 
6ح لنفرض أن للمصفوفة 4 ذات النوع nxn‏ « من المتجهات الذاتية المستقأة 
Lhe‏ فإذا اخترنا هذه المتجهات أعمدة لمصفوفة 5 فإن STAS‏ مصفوفة قطرية eA‏ تقع 
القيم الذاتية للمصفوفة 4 على قطرها . 


(\) ۸ 


A Ti 


Yvé‏ احبر الخطي وتطبيقاته 


نسمّي 5 «مصفوفة المتجهات (ASI‏ و ۸ «(مصفوفة القيم الذاتية») - مستخدمين لامبدا 
كبيرة OY‏ لامبدا الصغيرة تمثل القيم الذاتية على القطر . 
البرهان : لنضع المتّتجهات الذاتية :د أعمدة للمصفوفة 5 ولنحسب AS lid!‏ باستخدام 


AS =A AD iwi An | = عم‎ Àa كك جا‎ E. 


تقوم الخطة على تفريق المصفوفة الأخيرة الى جداء مختلف LE‏ عن السابق : 


1 


| | | A 
AXi 2X2. =- ووه‎ | i 


US pos‏ قرا تفرب Co paral‏ عن القروريى الحافظة على العرتيب 
الصحيح لهاتين المصفوفتين. إذا وقعت 8 قبل 5 بدلا من أن تقع بعدهاء فإن على ٠,‏ 
أن تضرب عناصر السطر الأوّل» في حين Í‏ نريدها أن تظهر في العمود الأوّل. في 
الواقع لدينا الجداء الصحيح SA‏ لذلك يكون : 


(Y) 
الو 5 قابلة للعكس وذلك لأن أعمدتها المتّجهات الذاتية التى فرضت‎ 


ملاحظة - ١‏ إذا لم يكن للمصفوفة قيم ذاتية مضاعفة - الأعداد ,,3.....,.(مختلفة فيما 


بينهاء Ob‏ المتجهات الذاتية تكون بصورة آلية مستقلة Lhe‏ (انظر ة د أدناه) . لذلك؛ 
فان كل مصفوفة ذات قيم ذاتية مختلفة c‏ قابلة للتقطير . 
ملاحظة - ۲ المصفوفة المقطرة 8 لسيت ary‏ أولاً يكن ضرب أي متّجه ذاتي × 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Yvo‏ 


بثابت فينتج ذلك متّجهاً ذاتيّاً.. لذاء يمكننا أن نضرب أعمدة 5 بأي ثوابت غير صفرية 
لنحصل على مصفوفة مقطرة جديدة . القيم الذاتية المضاعفة تعطي أيضاً حريّة أكبر ء 
فمن أجل المثال التافه 4-7 » كل مصفوفة 5 قابلة للعكس تقوم بذلك: S'S‏ دائماً 
مصفوفة قطرية (المصفوفة القطرية هنا هي 1 ذاتها). ينتج عن ذلك أن أي متّجه يصلح 
GIs Go‏ لمصفوفة المطابقة . 

ملاحظة Y-‏ المعادلة AS =SA‏ صحيحة إذا كانت أعمدة 5 المنّجهات الذاتية للمصفوفة 
هو لايصلح غير ذلك . مصفوفات أخرى YS‏ تنتج مصفوفة قطرية۸. يكمن 
السبب فى طريقة ضرب المصفوفات . لنفرض أن العمود الأول من 5 متجه ما cy‏ 
فيكون العمود الأول من 54 هو My‏ . إذا كان على هذا ancl‏ أن يتطابق مع العمود 
الأول من AS‏ الذى هو Ay‏ وفق ضرب المصفوفات» فإن y‏ يجب أن يكون متّجهاً 
ذاتياً: Ay Aay‏ بالفعل» الترتيب الذي تظهر به المتجهات الذاتية في 5 هو الترتيب 
ذاته للقيم الذاتية فى ۸ . 

ملاحظة - 5 ليس لكل مصفوفة « من المتجهات الذاتية المستقلة خطياً» لذاء ليست 
كل مصفوفة قابلة للتقطير . المثال المعتاد المصفوفة معيبة» هو : 


poi 
A= [00| 
: مثلثية بأصفار على قطرها‎ Vip’ d= n= 0 فيمتاها الذاتيتان‎ 


i TN sA 41 | 8 
det ( 4-21) = det | ane. 


إذا كان + متجهاً ذاتياً فان عليه أن يحقق : 


رغم أن A=0‏ قيمة ذاتية مزدوجة - مضاعفتها ا جبرية ١‏ - فان لها فضاء متجهات 
ذاتية ذا بعد يساوي الواحد . المضاعفة الهندسية لهذه القيمة الذاتية تساوى الواحد- 


۳۷٦‏ اشير اخطي وتطبيقات 


يوجد فقط متجه ذاتى واحد مستقل- ولا يمكننا تكوين 5 . (المضاعفة الهندسية لقيمة 
ذاتية هي عدد أبعاد الفضاء الذاتي المرافق لهذه القيمة) . 

هناك برهان آخر أكثر مباشرة لكون 4 غير قابلة للتقطير . لما كان 0= = ,فان 
A‏ ستكون المصفوفة الصفرية. فاذا كان 45-0 5 وإذا ضربنا من اليسار Sa‏ ومن 
اليمين ب !”5 » فاننا نستنتج أن 4-0 . ولا كانت 4 لاتساوي الصفر فان هذا التناقض 
يثبت آنه لا توجد مصفوفة 5 تؤدّى الى STAS =A‏ 

نأمل أن لا يكون هذا المثال مضللاً. ليس فشل التقطير نتيجة للقيم الذاتية 
الصفرية. المصفوفتان: 


غير قابلتين للتقطير رغم أن قيمهما الذاتية هي 3,3 و 1,1 . DLA‏ هي قَلَّة المتجهات 
الذاتية- الضرورية لتكوين 5. يحتاج ذلك إلى ASE‏ 
قابليّة التقطير sles‏ با متّجهات الذاتية . 
قابليّة العكس تتعلق بالقيم الذاتية . 

ليس هناك علاقة بين قابليّة التقطير (المتجهات الذاتية مستقلة) وقابلية العكس 
(لا توجد قيم ذاتية صفرية). الاشارة الوحيدة التي SE‏ من القيم الذاتية هي : يكن 
للتقطي ر أن يفشل » فقط » إذا وجدت قيم ذاتية مكرّرة . ومع ذلك» لن يكون ذلك 
دائما . - للمصفوفة 1= A‏ القيم الذاتية المكررة 1,1....1 ولكنّهما بالصورة القطرية 
بصورة مسبقة! لا يوجد» في هذه UIA‏ نقص في المتجهات الذاتية . الاختبار هو 
التحقّق » من كل قيمة ذاتية مكررة ca pep‏ ما إذا كان يقابلها م من المتجهات الذاتية 
المستقلة- بقول آخر » إذا كان للمصفوفة A-M‏ الرتبة n-p‏ . 

لاتمام هذه الحلقة من الأفكار علينا أن نبرهن النظرية المفيدة التالية : 

٥‏ إذا قابلت المتجهات الذاتية غير الصقرية .< قبماذاشة مختلفة رة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Yyy‏ 


فإن هذه المتجهات الذاتية مستقلة Lho‏ 

لنفرض مبدئيّاً أن 2= ok‏ وأن تر كيبا ما لر × يساوي الصفر: = citet‏ 
0لنضرب بالمصفوفة A‏ » فنجد0 = :23.2 + :3ه . لنطرح جداء المعادلة السابقة 
ipi‏ فيختفى من هذه المعادلة aall‏ بد : 

ci (A -A2)x, =0. 

ا كان 4 , 140 فمن الضروري أن يكون 0 <> بصورة مشابهه فين أن 
0 -,»» وينتج عن ذلك أن المتجهين مستقلان؛ لايوجد سوى التركيب التافه يساوي 
الصفر . 

يكن تمديد هذه الطريقة ذاتها من أجل أي عدد من المتجهات الذاتية : نفرض 
تركيباً Lhe‏ يساوي الصفرء نضرب ب ۸ » نطرح جداء 1 بالتركيب الأصلي› 
فيختفي المتجه × ويبقى لدينا تركيب للمتجهات ,. ...× يساوي الصفر. بتكرار 
هذه الخطوات ذاتها (أو باستخدام طريقة الاستقراء الرياضي). ge‏ أخيراً بمضاعف 
ل ,»يساوي الصفر . إن ذلك پو جب أن يكون 0 وفي النهاية . نجد أن كل 0< . 
(SU‏ فان المتجهات الذاتية التي تنتح عن قيم ذاتية مختلفة هى متجهات مستقلة 


a ow 


}13 كان لمصفوفة ۸ من القيم الذاتية المختلفة فإنها قابلة للتقطير . هذه حالة 
dad of‏ 


أمثلة للتقطير : 

نعود الى النقطة الرئيسية لهذا اليند التى كانت  STASH=A‏ مصفوفة المتجهات 
الذاتية 5 تحول المصفوفة الأصلية الى Bynes‏ ای T‏ ۸ - التى هى مصفوفة 
قطر ية . يمكن أن يظهر ذلك بالاسقاط والدوران. 
مثال - ١‏ لمصفوفة الاسقاط =4 مصفوفة القيم الذاتية | ۾ || A‏ . المتجهات 


= | نع = ايم 
t 2‏ | يع 
ي ی ی ي س 


YVA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 

: 5 الذاتية ال حتفن قريب تلغنب شغ اعمهدة‎ 
alt d wt Wea Y 
s=! i و‎ AS -54- | 1 


SAS - 4 المعادلة الأخيرة بومضة عين. وهكذا‎ Ged 
: مثال - 7 القيم الذاتية ذاتها غير واضحة فى مصفوفة دوران‎ 


Alm A 1 «=| 4 J‏ هه 


تدور هذه المصفوفة المستوى 04٠‏ كيف يكن amil‏ أن يدور ولا يغير اتجاهه؟ 
ol al‏ هذا غير تمكن-باستثناء المتجه الصفري غير المستخدم . لكن» eb‏ وجود 
قيم ذاتية ولا بد أن نكون قادرين على حل المعادلة »-:4//ك. لكثيرة الحدود المميزة 
60241 أيضاًء جذران- لكتهما غير حقيقين . 

AE)‏ تدرك المخرج من هذا المأزق . القيمتان الذاتيتان للمصفوفة × عددان 
تخيليان هما = ,3 و:--ي2. المتجهان الذاتيّان» أيضاء غير حقيقيين. لسبب ماء 
بدوران قدره 204٠‏ بضرب هذان المتتجهان بأحد العددين i‏ أو + : 


E y -|° 


i اك‎ l 4 K -ADe =| a a 0 


2 


القيمتان الذاتيتان مختلفتان» وتخيليتان» المتجهان الذاتيان مستقلان. Logs)‏ 


k 7‏ | |= عضية-م و !|=" 


E 


5 عمودي‎ Sp cT 4 


ملاحظة: لقد واجهنا واقعاً لا مفر منه» وهو أن الأعداد ا مركّبة تحتاجهاء Lal‏ 
ا لمصفوفات ا حقيقية . إذا وجد عدد قليل من القيم الذاتية الحقيقية» فإنه يوجد دوماً n‏ 


من القيم الذاتية المركبة . (المركبة تحوي الحقيقية» عندما يكون الجزء التخيّلي صفراً) . 
إذا وجد عدد قليل من المتّجهات الذاتية في الفضاء R?‏ أو في "۸» فاننا ننظر في 7© أو 
cC"‏ يحوي الفضاء ”© جميع متجهات الأعمدة التي مركباتها مركبة » وسيكون لها 
تعاريف جديدة للطول والجداء الداخلي والتعامد. لكنه ليس أكثر صعوبة من R"‏ 
وسنقدم في البند )0 - 0( تحويلاً سهلا إلى الحالة المركبة . 


القوة والحداء : *4 و AB‏ 

هناك وضعية أخرى يكون فيها OLLI‏ سهلا. لنفرض أننا قد وجدنا القيم 
الذاتية والمتجهات الذاتية لمصفوفة ۸4. عندئذ» تكون القيم الذاتية ل2 4 هي بالضبط 
7 . ... ,2.7 وکل متجه ذاتی ل 4.هو متجه ذاتي Leah e‏ ل 4. ننطلق من Ax - Ax‏ 
ونضرب مرة ثانية ب ۸: 

Ay. A*x=AAx =AAx =A x 

لذاء OL‏ 22 هى قيمة ذاتية ل ۸ بالإضافة إلى أن المتجه SIU‏ نفسه . إذا لم يغير 

الضرب الأول اتجاه x‏ فإن الضرب الثاني كذلك . 
الأمر ذاته يحصل من أجل التقطير . إذا كان =A‏ 458" 5» لذا بتربيع الطرفين 
بحل : 
S"A*S =A? aA GASC ASA‏ 

تقطر المصفوفة A?‏ بالمصفوفة 5 ذاتها وذلك OY‏ المتجهات الذاتية لم تتغير . القيم 
الذاشة Porgy‏ 

يستمر ذلك صحيحاً من أجل أي قوة ل : 
ه ه القيم الذاتية ANS‏ هي ,2 , ... ,۸1 إنها القوة ذات الأس k‏ لقيم ۸ الذاتية . يبقى 
كل متجه ذاتي AS‏ متجهاً ذاتياً ل "4 : وإذا كانت 5 تقطر A‏ فإنها تقطر “4 أيضاً : 

(£) AP CARS" AS): BAS) oS” A*S. 


كل 83 تلغى 5عدا*5 الأولى و BEVIS‏ 


إذا كانت A‏ قابلة للعكس» فإن هذه القاعدة تطبق على المعكوس (القوة هنا 
هي 1 - -1) . القيم الذاتية ل "۸ هي A;‏ يكن أن يرى ذلك من دون تقطير : 

إذا كان ×= عم فإن جا مدر و چ 4 × 
مثال : إذا كانت × دوراناً بمقدار KOA.‏ دوران بمقدار VAS‏ وإن × دوران بمقدار 


e a 


القيمتان الذاتيتان هما gi‏ :-» مربعاهما 1- و 1-؛ مقلوباهما l/i=-i‏ و = I-i)‏ 
Ol Ki‏ تصل إلى £ ۽ الت قعل دورة كاهلة جقتاز Ve‏ 


> ا‎ 1118! a EDE: 
ETEENI 


. _ ك4 
“رف 10 =“ 


القوة! = agi”‏ دوران قدره "٠١‏ إنها المطابقة . 

ننتقل OV!‏ إلى جداء مصفوفتين ونتساءل حول القيم الذاتية ABS‏ | خلاب 
جداً أن نجرب المحاكمات ذاتها فى محاولة لبرهان ما ليس صحيحاً بصورة عامة . 
إذا كانت A‏ قيمة ذاتية للمصفوفة A‏ 9 قيمة ذاتية للمصفوفة 8 » فهناك برهان خاطئع 
لكون uA‏ قيمة ذاتية للجداء [AB‏ 

ABx = A pix = Ax = Ax 

يكمن الخطأ بفرض أن للمصفوفتين 8.4 المتجه الذاتى × نفسه . بصورة عامة - 

هذا غير واقع . مكنا آن نحد ضفو فتين قيمهما الذاتية أضفار بيتما احدى القيم الذاتية 


للجداء هى A= ١‏ 
LB‏ ىت 8 |1311 
aB =|) 1 1-6 1‏ 
المتجهان الذاتيان لهاتين المصفوفتين مختلفان LE‏ إنهما موذجيتان. للسبب 
داته» ليس للقيم الذاتية للمصفوفة 8 + A‏ علاقة البتة مع ب + 


هذا البرهان الخاطئ يتطلب الصحيح . إذا كان للمصفوفتين المتجه الذاتي نفسه . 
Ob‏ القيمتين الذاتيتين المقابلتين تُضرب إحداهما بالأخرى وتكون ۸ر قيمة ذاتية 
ل 48. لكن» هناك أمر أكثر أهمية . هناك طريقة سهلة لتمييز الحالة التي تكون فيها 
المصفوفتان BA‏ مشت ر كتين بمجموعة المتجهات الذاتية» وهي مسألة أساسية فى ميكانيك 
الكم : 
© و إذا كانت كل من BA‏ قابلة للتقطير » فإنهما يشتر كان بمصفوفة المتجهات الذاتية 5 
lal‏ وإذاء فقط. كان 8۸ = .AB‏ 

B=SA,S' الصف ن مما‎ a5 السقوفة 8 ذاتيا‎ Cols إذا‎ a Ole I 
: لفن‎ Gedo يكشا أن تق هافق العللاقتين‎ 6 A = SAS" ق‎ 
BA IAS SAS" =SA,A,S" 5 نقد قم‎ SAS SAA 

لما کان ,۸2۸ = A A‏ (مصفوفتان قطريتان) نجد 84 = AB‏ . 

في الاتجاه المعاكس » نفرض أن 84 = 48.. ننطلق من Ax - Ax‏ ونجد : 

ABx = BAx =B Àx = ABx 

لذاء فإن WT‏ من × و Bx‏ متجه ذاتى للمصفوفة 4 يشت كان بالقيمة الذاتية A‏ (وإلا 
فإن 0= (Bx‏ إذا فرضنا للملاءمة» أن القيم الذاتية AS‏ مختلفة - لجميع الفضاءات 
الذاتية بعد واحد - فإن Br‏ يجب أن يكون مضاعفا ل ×. بقول آخر × أحد المتجهاتث 
الذاتية ل 8 مثلما هو له .. إن برهان حالة تكرار القيم الذاتية أطول بقليل . 


ملاحظة : في ميكانيك الكم توجد مصفوفات غير قابلة للمبادلة - مثل مصفوفة 
الموضع P‏ ومصفوفة كمية الحركة 0 - التي تقاسي من مبدأ عدم التيقن ل هيسنبرغ 
Heisenberg‏ . إن مصفوفة الموضع متناظرة ومصفوفة كمية الحركة متناظرة تخالفية› 
وتحقق كل منهما العلاقة 1= 08-50 . ينتج مبدأ عدم التيقن مباشرة» من متراجحة 
شوارتز (Or) "(Px)s ||Orll|[Prl]‏ الواردة في =F)‏ ۲): 


|x ||? =x™x =x? مق‎ - PQ)x > 2llexllll Px]. 


YAY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


جداء |||/|[-©|| فى [Px]‏ - اللذين يمثلان كمية الحركة وأخطاء الموضع» 
عندما تكون دالة اموجه x‏ على الأقل» تساوي L‏ . من المستحيل المحافظة على الخطأين 
صغيرين» وذلك عندما تحاول قياس موضع جزيء فإنك تغير كمية ح ركته . 

في النهاية نصل إلى "5۸5 = ۸ حيث ينتج هذا التحليل عن القيم الذاتية . إنها 
ملائمة لأخذ قوى cA‏ وإن 4 الأكثر بساطة توضح ذلك . التحليل FLU‏ مأمون فى 
التربيع . بينما تربيع SAS"‏ محكم . المربع هو "5 5۸. المتجهات الذاتية لم تتغير وفيما 
يلى ستحل هذه المتجهات الذاتية معادلات الفروق والمعادلات التفاضلية . 


تمارين 


: SAS? فرق المصفوفتين التاليتين وفق‎ \-Y-o 
A =| 1 ني‎ = 2: 
قيمتاها الذاتيتان  ,4 ومتجهاها الذاتيان| 7 | | أ‎ SAB allie sl ۲-۲-٠ 
. )4- 5887 على الترتيب (إرشاد‎ 
: أو جد جميع القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة‎ ٣-۲-٥ 


واكتب مصفوفتين مقطرتين مختاة 
٤-۲-٥‏ إذا كان لمصفوفة مثلثية عليا من النوع 3 × 3 العناصر القطرية 1,2,7. 
لان كس الك اي 


v-Y-0 


A-}—-6 


(=. 
١ الات[‎ 


\¥-Y-0o 


(أ) إذا كان 4-1 ماهي القيم الذاتية الممكنة للمصفوفة $A‏ 

(ب) إذا كانت A‏ هذه من النوع 2 ×2 وليست 1و 1-» فأوجد أثرها 
ومحددتها. 

(ج) إذا كان السطر الأول (1 -,3) فما هو السطر الثانى؟ 

إذا كانت | 3 † | = cA‏ فأوجد AM‏ وذلك بتقطير 4 . 

نفرض أن "۷ں = ۸ جداء عمود بسطر (مصفوفة Old‏ بعد واحد) . 

(أ) بضرب ۸ في cu‏ برهن أن د متجه ذاتي AJ‏ ماهي ۸ ؟ 

(ب) ماهي القيم الذاتية الأخرى (ولاذا)؟ 

(ج) احسب أثر A = vu‏ بطريقتين» عن طريق مجموع pole‏ القطر 
وعن طريق مجموع القيم الذاتية . 

برهن » بالحساب المباشر» أن ل 48.84 الأثر نفسه وذلك عتدما : 


ab 
cd 


= y B=|4" 
58 فى‎ Pl ب‎ 


استنتج أن 1 = AB -BA‏ مستحيل . (يحدث» فقط» عندما يكون عدد 
الأبعاد مالانهاية) . 

نفرض أن ل ۸ القيم الذاتية 2,4 ,1 فما هو أثر als TA?‏ محددة F(A‏ 
إذا كانت القيم الذاتية له هي 1,1,2 فما هو الصحيح ممايلي؟ kei‏ 
تبريراًإذا كان صحيحاً ومثالاً معاكساً إذا كان خاطئاً: 

A (1)‏ قابلة للعكس . 

. قابلة للتقطير‎ A (Y) 

A (1)‏ غير قابلة للتقطير . 

نفرض أن المتجه SIU‏ الوحيد هو مضاعف 6x=(1,0,0)S‏ عين الصحيح 
من الخاطئ فيما يلى : 


YAS‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


A‏ قابلة للعكس 
AJ‏ قيم ذاتية متكررة 
A‏ غير قابلة للتقطير 
٠۳-۲-٠‏ قطر المصفوفة | 4 ;]= 4 وأوجد واحداً من جذورها التربيعية - أى 
مصموفة مثل ۸=۸4. ماهو one‏ الجحذور التربيعية الموجودة؟ 
٠٤-۲-٥‏ إذا كانت A‏ قابلة للتقطير » برهن أن محددة 4-5857 هي جداء قيمها 
Asta‏ 


. برهن أن أي مصفوفة هي مجموع مصفوفتين غير شاذتين‎ \0-Y-0 


(Y - 0)‏ معادلات الفرق والقوى *۸ 

ليست معادلات الفروق معروفة مثل المعادلات التفاضلية ولكن» من الواجب 
أن تكون كذلك . إنها تتقدم بعدد منته من خطوات محدودة بينما تستخدم المعادلات 
التفاضلية عدداً لانهائياً من خطوات لامتناهية في الصغر - مع ذلك» فإن النظريتين 
تبقيان متوازيتين بصورة قاطعة . إن ذلك le‏ للتشابه الكائن بين الحالات المنقطعة 
والمتصلة التي تظهر مراراً فى الرياضيات . لعل أفضل توضيح لذلك إعطاء مثال 
لايدخل فيه جبر خطي من السعة en‏ إذ إن النقود فى المصارف ليست سوى أعداد . 

نفرض أنك توظف مبلغ 1000 $ مدة خمس سنوات بربح معدله 6% . إذا كان 
حساب الربح مرة واحدة في العام » فذلك يعني أن رأس المال سيُضرب ب 1.06 ويكون 
Pia = 106A‏ هذه المعادلة معادلة فرق بخطوة واحدة فى العام الواحد. إنها تربط 
زاس الال يعد 1 +۴ سنة براس عال السئة السايقة , بعد تعمس (CAN gia‏ سيفن 
المبلغ الأصلى 1000 P=‏ خمس مرات : 

Po = )1.06(7 1000 = $1338.‏ 1.06(5) = مم 


لنفرض OV‏ أن الخطوة الزمنية قد أرجعت إلى شهرء فتكون معادلة الفرق 


BA شهراء‎ Ve شنوات أ بعد‎ pret ery Pi = (14.06/ 128 الجديدة‎ 


Bor melt 4 | 60 „° = (1.005)™ 1000 = $1349. 


ga‏ التالية عي تركيب الريس يومياً: 
2.405 | 06 


١ pe BP. 1000 = $1349.83. 
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. لكى تترك المصارف عمالها دائمي ا خركة» تعرض تركيباً متصلاً للربح‎ > lot 
يُضاف الربح في كل لحظة» لذا تتعطل» عندئذ» معادلة الفرق. يمكنك أن تأمل أن‎ 
. الخازن لايعرف حساب التفاضل والتكامل فهو غير قادر على حساب ماهو مدين لك‎ 
سيكون أمامه احتمالان : إما أن يعمد إلى تركيب الربح أكثر فأكثر تواتراً ويجد أن‎ 
: النهاية هي‎ 

y as) 1000 > e” 1000 = $1349.87 

أو يمكنه أن يحول ذلك إلى معادلة تفاضلية هي نهاية معادلة الفروق 

»م 06. + 1) = ريرم . بنقل ۶ إلى الطرف الأيسر والقسمة على خطوة الزمن At‏ . 


-P‏ رييم 
Bet wh Tio . pep,‏ 
dt A,‏ 


الحل هو oP )( =e P,‏ وبعد حمس سنوات» يبلغ ذلك» Laf‏ 1349.87 $ . 
يبقى رأس SU‏ محدوداً» حتى عندما يركب الربح في كل لحظة - ELIS a)‏ هو 
a‏ سنتات » فقط . 

لقذ اشتمل هذا الخال على معادلة فرق ومعادلة تفاضلية حيث سعت إحداهما 
إلى الأخرى عندما تلاشت الخطوة الزمنية. لكن e‏ يوجد العديد من معادلات الفرق 
التي تبقى قائمة بذاتها. مثالنا التالي ينتج عن متتالية فيبوناتشي الشهيرة : 
SR, B‏ 0 


۳۸٦‏ اخبر اخطي و یشان 


لعلك تلاحظ قاعدة هذه المتتالية : كل عدد فيها يساوى مجموع العددين 
السابقين له 


)\( 
هذه هي معادلة الفروق. تظهر هذه المعادلة في كثير من التطبيقات 
الغريبة حتى استحقت Lele LES‏ بها. تنبت الأشواك والأوراق على شكل 
لولبي» وانك تجد مثلاً على شجرة الزعرور البري والتفاح والبلوط خمس 
نبتات لكل دورتين حول الساق. لشجرة الأجاص ثمان نبتات» لكل ثلاث 
دورات حول الساق . أما من أجل الصفصاف. فالأمر أكثر تعقيداًء إذ تظهر ٠١‏ نبنة 
لكل حمس حلقات . يظهر أن المجلى في ذلك هو دوار القمر (عباد الشمس) (Scientific‏ 
American, November 1951) T. O'Connell‏ الذي اختارت بذوره نسبة لاتصدق 

She iri = 144/133‏ 
كيف يمكننا أن نجد الحد الألفي من متتالية فيبوناتشي بطريقة تختلف عن 
الانطلاق من1 = .0 = Fo‏ والسير قدماً حتى ioo‏ ۴؟ الهدف هو حل معادلة الفرق 
١ + Fe‏ ,»۴= 2+»۴ بالقدرة على إرجاعها إلى معادلة ols‏ خطوة واحدة 
AU:‏ = ربعن . إن ذلك مشابه لتركيب الربح ,1.062 = ٠۶»,‏ الاختلاف الوحيد 

هو أن المجهول هنا سيكون متجهاً والمضروب سيكون مصفوفة 4: إذا كان : 


Frat 


Uk = F 
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O)‏ انظر لأجل هذه التطبيقات النباتية كتاب دارسي تومسون D'Arcy Thompson's‏ في النمو 
والشكل )1942 (Cambridge Univ. Press,‏ أو كتاب بيتر ستيتفس Peter Stevens‏ » النمادج 
الجميلة في الطبيعة )1974 (Little, Brown,‏ . لقد نشرت مئات من خواص آخر ل,1 في 
Fibonacci’ Quarterly‏ . يظهر أن فيبوناتشي هذا هو الذي حمل الأرقام العربية إلى أوريا 
حوالي عام ١٠٠١‏ بعد الميلاد . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية TAY‏ 


. Fo =F ya + Fy, 


s _ Fryar =F ay 


هذا التحويل حيلة قياسية GY‏ معادلة من المرتبة 5 » تركب 1 - تمن المعادلات 
التافهة المشابهة للمعادلة م۴ = ب ,»۴ مع المعادلة المفروضة لتكوين نظام ذي خطوة 
واحدة. في متتالية فيبوناتشي» 2= 5. 

حل معادلة الفرق 4 - | +علاسهل . ننطلق من Aes guy‏ خطوة واحدة» نجد 
,»4= ,». فى الخطوة الثانية» Au‏ 4 التى هی 420 - كل خطوة تسبب ضرباً 
د Lok hasat hik dup‏ 

حل ال معادلة : وماد Upi‏ هوا Uy =A u,‏ 

TL‏ الحقيقية هي إيجاد طريق سريع لحساب القوة “4 وبنتيجة ذلك » تحصل 
على العدد الفيبوناتشى الألفى . مفتاح القضية يكمن في القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 
للمصفوفة 4 : 
50 إذا كانت المصفوفة 4 قابلة للتقطير " 5/5 = 4.» فإن : 

(Y) uk =A uo = SAS SAS)... SAS u, =SA“S us. 

أعمدة 5 هي المتجهات الذاتية للمصفوفة 4 وبوضع >= »8 نجد ال حل : 


C] 


(Y) Uy =SA*c= A] «se بتو - مخ‎ + oe hE Be: 


6 


الحل هو تركيب «للحلول الخلص» AN‏ 

لقد أعطت هذه القوانين» ad‏ طريقتين بن توصلان إلى الحل 
ذاته SAS u,‏ = »». يقرر القانون الأول أن *4 متطابقة مع SANS‏ ويمكننا 
التوقف عند هذا الحد. لكن الطريقة الثانية تظهر. بصورة أكثر وضوحاًء توافق ذلك 


مع حل معادلة تفاضلية : Lage‏ عن ا حل الأسي ا خالص ce? xig‏ لدينا هنا قوة 
خالصة :*" :.3. النماذج النظامية هي» من جديد» مكونة من المنجهات الذاتية :ج 
dara ol‏ فی كل خبطوة بالقايسة الذائية Ay‏ بر يب ذه الخلول ol‏ بط ر 
تتفق مع cuo‏ نكتشف» من جدید» الحل الصحيح ity‏ ااه iy.‏ 

في أي مثال محدد» مثل معادلة فيبوناتشي » تكون الخطوة الأولى هي إيجاد 
القيم الذاتية : 

4=) 5 deê - AH قد‎ =A = 1, 
3 1+ 1/5 i. sioi. 
2 2 

السظر الثاني في 21 - 4.هو (2-,1)ء لذاء فإن المتجه الذاتى هو )1 (A,‏ يذهب عددا 
فيبوناتشي الأولان0 - Fo‏ و 1= ر۴ في AÈ guo‏ 


hy A2 BAG I/A - A2) | 
0 ~ | - WA, -A2) 


=S u, = 
C Hi | 


هذان هما الثابتان في دع" 22۸2ء + ,×“ oxy sey Ay‏ لما كانت المركبة الثانية لكل من 
المتجهين الذاتيين هي ٠1‏ فإن ذلك يبقي * د۸ء + * sey hy‏ »۴ في المركبة الثانية 
ل 

Ai ۸ | 


ال u O‏ ةم = F‏ 
كيه قدية پاس 


[Lys |‏ | 5ا 
د لود 


وهذا هو الجواب الذي نريده. من ناحية اولى» هذا الجواب» Wad‏ مفاجى» إذ إن 
قاعدة فيبوناتشي »۴ + +١‏ - ۴+2 تعطی Legs‏ عدداً صحيحاً وقد انتهينا هنا إلى 
كسور وجدور تربيعية . لذاء من الواجب اختصاره» بطريقة ماء وإبقاء عدد صحيح . 
في الحقيقة» لما كان الحد الثاني 5//*[ 2/( ۷5 - 1)] أصغر من النصف sped Latha‏ 
الواجب تحويل الحد الأول إلى أقرب عدد صحيح . الطرح يبقي الجزء الصحيح » bisa‏ : 


کے سبي اث 


أقرب عدد صحيح Ta‏ 7 1000 


Lb‏ هذا العدد كبير جداً والعدد ,۴۵ سيكون أكثر كبراً. من الواضح أن الجزء 
الكسري سيكون تافهاً. بصورة تامة» أمام الجزء الصحيح ؛ النسبة 1000 ۴/ 1001 اقريبة 
جداً من المقدار 1.618 =2 /( ۷5+ 1)» الذى كان اليونانيون القدماء يسمونه «المتوسط 
الدع بقول آخر سيصبح العدد اي Gals‏ مقار تة بالعند Ak‏ وان dN‏ .تم 


1000 5 د 1 
إلى | Leys‏ 


تقترب من aD‏ ال RR‏ 
تحوي ذلك . إذا اخترنا مثالا آخر فيه القيم الذاتية أعداد صحيحة» فإنه يمكننا أن نر كز 
اهتمامنا على بساطة الحساب - بعد أن نقطر المصفوفة : 


4 uf 
10 11 


Ay =I, xy) ! | h2 = 6, جد )"|= وه‎ 4- | 


atl, 
II” 


تظهر القوتان *6 ,“1 في المصفوفة الأخيرة * 4» مختلطة مع المتجهات الذاتية . 
من أجل oles‏ الفرق ,ع4 = , ,»»» نؤكد على النقطة الرئيسية . إذا كان × 
أحد المتجهات الذاتية فإن : 
أحد ا حلول ال ممكنة هو SÀ X, a.‏ وم , جح Uo =X , Uj‏ 
عندما يحدث أن القيمة الابتتدائية مساوية لمتجه ذاتى» فإن ذلك هو الحل : 
uy, = AE‏ بصورة dele‏ ی لبس متها L‏ إذاكان م تر LS‏ لتجهات (ANS‏ 
ob‏ الحل »ن هو التركيب ذاته لهذه الحلول الخاصة . 


6م | 6° .7 
ا 26+ 1 كو 45 A+‏ 


. 1 إن نسبة بعدي المستطيل الممتاز تساوي نسبة 1.618 إلى‎ OV) 


۹ الجبر الخطي وتطبيقاته 


6ح إدا كان a hp ka‏ + وعد EGA Px, Gite, =e‏ ...نه Uk =۸ “xy‏ .دور 
الأعذاد ع هو موافقة شروط البدء : 


(£) 2 
=S$c 


Rag 
. ننتقل الآن إلى التطبيقات المهمة لمعادلات الفروق - أو قوى المصفوفات‎ 


EFTA 

يوجد تمرين في الباب الأول يتعلق بالدخول والخروج إلى كاليفورنياء يستحق 
النظر إليه من طرف آخر. aad‏ كان gay‏ القاعدة LESS‏ 

في كل عام يدخل إلى كاليفورنيا عشر السكان الموجودين خارجها ويخرج عشر 
Age lis.‏ 

إن ذلك يستدعى معادلة فرق . ننطلق ب cyo‏ عدد السكان الموجودين في الخارج 
وب zo‏ عدد السكان في الداخل» فيكون عدد السكان الموجودين في الخارج والداخل 
في نهاية العام الأول : 


y, = Dy, + و22‎ 
وو‎ Z] ee ae + 857 


ما لاشك فيه أن هذه المسألة تجري بصورة عفوية ولكنها تتمتع بالخاصتين 
الأساسيتين لقضية ماركوف : العدد الكلي للسكان يبقى LU‏ ولايمكن لعدد السكان 
في الخارج أو في الداخل أن يصبح سالباً. تنعكس الخاصة الأولى على المصفوفة فيكون 
er‏ مجموع عنصري كل عمود يساوي الواحد t‏ كما أن كل شخص دخل في العد 
ولم يزد أي شخص في العد أو نسي عدّه . تعكس الخاصة الثانية كون عناصر ا مصفوفة 
غير سالبة . مادامت القيمتان الابتدائيتان Zo‏ و مر غير سالبتين» فإن الأمر ذاته سيكون 
صحيحاً من أجل الا و > 6 22 و 2ج وهكذا باستمرار. القوى 4 جميعها 
غير سالة. 


نقترحء أولأء حل معادلة الفرق الخاصة هذه (مستخدمين القانون 

u)‏ 5 “4 4) ثم ننظر فيما إذا كان عدد السكان يقترب أخيراً من «حالة MEG‏ وفي 

النهاية» نناقش قضية ماركوف» بصورة عامة . للانطلاق بالحساب» نبدأ بتقطير 
المصفوفة : 


an| | det (A-A) = A” - 1.72 + .7, 


i a ir ع‎ 
Yk = a Yo i 3 3 | | | | | | Yo 
Zk Zo Fg Gi LE jlt 
3 3 ظ‎ | 
A | 
= Yo +2o)| 1 | + (Yo - 220(7" | i | 
3 3 


هذان هما الحدان "xa‏ ميقيو + رع“ 2». العامل 1 58 A,‏ قد اختفى فى الحد 
الأول» من السهل أن ترى ماذا يحصل بعد هذه السلسلة الطويلة : يصبح العامل “(7.) 
صغير | جد ويقترب ا حل من حالة نهائية : 


3 [ 
| ۷ | س‎ 
و هت إل‎ = 3 
١ |= vo +0) iP 
ho cer on 
3 


مجموع السكان لايزال ,> + Yo‏ وهوء LE‏ كما فى البدء» إلا أنه سيكون» في 
النهاية» ثلثا السكان خارج كاليفورنيا والثلث SV‏ داخلها. هذا صحيح مهما كان 
التوزيع الابتدائي ! يمكنك أن تتأكد أن هذه الحالة الثابتة هي » LE‏ التوزيع الذي طلب 
فى التمرين .)١7-7-1(‏ إذا انطلقت السنة ب 2/3 في الخارج و 1/3 في الداخل فإن 


۳۹۲ الخبر الخطي وتطبيقاته 


الأمر يبقى كذلك في النهاية : 


ا حالة الثابتة هي ا متجه الذاتي ل 4 المقابل A=1S‏ يترك الضرب بالمصفوفة 4 
الذي ينقلنا من خطوة زمنية إلى الخطوة التي تليهاء ب» ثابتاً. 

نلخص نظرية طريقة ماركوف : 
6 ط مصفوفة ماركوف غير سالبة ومجموع عناصر كل عمود فيها يساوي الواحد. 

A513 ded A, = 1 (1) 

(ب) متجهها الذاتي × غير سالب - وهو حالة ثابتة Ax =×, OY‏ 

(ج) تحقق بقية القيم الذاتية AALS‏ 

(د) إذا كانت عناصر أي قوة ل 4 موجبة فإن 3,1 الأخرى تصغر الواحد. الحل 
Abu,‏ يتقرب من مضاعف ل × - الذى هو SLA‏ الثابتة بىا . 

لإيجاد مضاعف × الحقيقي » استخدم حقيقة كون عدد الأهالي الكلى ثابتاً . إذا 
بدأت كاليفورنيا بكون ال 90 مليوناً فرد كلهم في الخارج . فإنها تنتهي ب 60 مليوناً في 
الخارج و30 مليوناً في الداخل وتنتهي » أيضاً. إلى ال حال ذاته فيما اذا كان جميع السكان 
(40 مليوناً) فى الداخل عند البدء . 

نريد أن نلاحظ أن بعض المؤلفين يتعامل مع " 4 وكون مجموع الأسطر يساوي 
الواحد . 
ملاحظة : لقد كان وصفنا لطريقة ماركوف محدد ا LE‏ يتحرك JONI‏ بنسب ثابتة . 
لكن إذا نظرنا إلى شخص بمفرده» فإنه يكن لقواعد الحركة أن تعطي تفسيراً احتمالياً. 
إذا كان الفرد خارج كاليفورنياء Ob‏ احتمال تحركه إلى الداخل هو 1/10 + وإذا كان فى 
الداخل» فإن احتمال خروجه هو 2/10. تصبح > aS‏ حادثة عشوائية وتسمى المصفوفة 
التي تتحكم بذلك مصقوفة انتقال . لايمكنناء LUT‏ أن نعرف أين هو. لکن فی كل 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية rar‏ 


عام» تعين مركبتا uo‏ 4= ,» احتمال وجوده في الخارج واحتمال وجوده في 
الداخل . يساوي مجموع هذين الاحتمالين الواحد - إنه موجود في مكان ما - ولا 
يكونا أبداً سالبين . إن ذلك يُعيدنا إلى الخاصتين الأساسيتين لمصفوفة الانتقال : مجموع 
عناصر كل عمود يساوي الواحد ولا يوجد أي عنصر سالب . 

النقطة الأساسية في النظرية هي معرفة BU‏ 1 =۸ هي دائماً قيمة ذاتية» ولماذا 
متجهها الذاتي حالة ثابتة . من السهل تفسير النقطة الأولى . مجموع عناصر أي عمود 
من 1- ۸4 يساوي 1-1-0 . لذاء فإن مجموع أسطر 1- 4 يساوي السطر الصفريء إنها 
قط خنطا A, = yA‏ اتی مها 250 با اء الات خا 
جدا Ge pte‏ ينافى التهايةمن اجج آلذاتي القابل . aanas‏ ذلك gyal‏ 
ود" tenn‏ + بع" Stha‏ ونه الذى لايحوى أى قمة ذاتة گنها أن تزيد على 
الواحد . (وإلا فإن الاحتمالات »» ستزداد بسرعة كبيرة مثل أعداد فيبوناتشي . ) إذا 
كانت بقية القيم الذاتية أصغر بصورة دقيقة من 1= ,2 e‏ فإن الحد الأول من 
الصيغة linge Gp ace‏ اما oT ۸ i i‏ تمعى تي y pee‏ 
Sla‏ اجاج بيج „Hy‏ 

إن ذلك مثال لواحد من المواضيع الأساسية في هذا الباب. بمعرفة معلومات 
حول قن اوعد be glee‏ عور pad‏ الذاتة. ler‏ وجاك As‏ 

هناك فرق واضح بين أعداد فيبوناتشي وقضايا ماركوف؛ تزداد الأعداد Fy‏ 
كثيراً بينما يقع أي احتمال» بالتعريف» بين الصفر والواحد. إن معادلة فيبوناتشي 
غير مستقرة وكذلك حال معادلة الربح المركب ,1.068 = ,۶ حيث يزداد رأس JUI‏ 
باستمرار . إذا تناقصت احتمالات ماركوف نحو الصفرء فإن ذلك يعني أن تلك المعادلة 
)11 دحل كل شخص فى الخارج وخرج كل شخص في الداخل e‏ فإن وضع الأهالي ينعكس في 

كل سنة ولن يكون هناك حالة EU‏ مصفوفة الانتقال هى | ل | = 4 و 1- قيمة ذاتية مثل 1+ - 


a, > 0 الذى لمحن حدو نه إدا كان جميع‎ py 


۳۹٤‏ الجر لخي ودا 


مستقرة ؛ لكنها ليست كذلك لأنه» فى كل مرحلة» يكون مجموعها مساوياً 
الواحد. لذلك» تكون قضية ماركوف مستقرة حيادياً . 

لنفرضن OY‏ أن LW‏ معاذلة فرق .4د :عه وأننا نريد دراسة سلوكها 
عندماه هم ». نفرض أنه يكن تقطير 4. فيكون الحل »» تركيبا للحلول 
الخلص» 

SAS sal, Bala 

تتحكم العوامل * ۸ بتزايد ND . ٠»‏ فإن الاستقرار يتعلق بالقيم الذاتية . 
ô‏ ي تكون معادلة الفرق Au,‏ = رين 

مستقرة إذا كانت جميع قيمها الذاتية محققة 1 > |2| 

مستقرة حيادياً إذا حققت بعض القيم الذاتية 1 -3,1 والبقية lA L=>1‏ 
الحالة المستقرة تتقارب القوة *4 من الصفر . لذاء وكذلك حل مم“ 4 - uy‏ 

غير مستقرة إذا كانت واحدة على الأقل» من القيم الذاتية متحقق PALL‏ 
مثال المصفوفة : 


حتماً مستقرة ؛ قيمتاها الذاتيتان 1/2 ,0 واقعتان على القطر الرئيسى وذلك SY‏ 
A‏ مثلثية . إذا انطلقتا من أي متجه ابتدائى ,» واتبعنا القاعدة ,4 - uppi‏ فإن على 


0 
A > | 6 


حي ب | دم 


يكنك أن تلاحظ كيف تتحكم القيمة الذاتية الكبرى 1/2 -2 بالاضمحلال؛ 
بعد الخطوة الأولى» يساوي كل متجه Uy‏ نصف الذى يسبقه . التأثير الحقيقى للخطوة 
الأولى هو تجزئة إلى المتجهين الذاتيين للمصفوفة 4: 


القيم acl‏ والمتجهات الذاتية ۳۹۵ 


0| _]8 d 
HEHN, 
A =a وإبادة المتجه الذاتى الثانى (المتعلق ب 220( يضرب المتجة الذاتى الأول‎ 
. فى كل خطوة‎ 2 


+ 


المصفوفات الموجبة وتطبيقات : 

بتطوير أفكار ماركوف» يمكننا أن نجد منجم ذهب صغير (اختياري بصورة تامة) 
من تطبيقات المصفوفات على الاقتصاد . 
مثال - ١‏ مصفوفة الداخل - الخارج لليونتيف Leontief‏ 

إن ذلك أحد الإنجازات الكبيرة في الاقتصاد الرياضي . لتوضيح ذلك» ندنشئ 
مصفوفة الاستهلاك - حيث ره تعطى مقدار الإنتاح زالذي يحتاج لإيجاد وحدة من 
الانتاج 1: 


السؤال الأول هو : هل يمكننا إنتاج ,«وحدة من الصلب و ya‏ وحدة من الطعام 
و روحدة عمل؟ العمل كمايلي» علينا أن ننطلق بمقادير كبيرة OY 5, Pa P3‏ قسماً 
من الإنتاج يستهلكه الإنتاج ذاته . المقدار المستهلك هو «4 ويبقى إنتاج صاف هو - م 
Ap‏ 

مسألة : يطلب إيجاد متجه وبحيث يكون ر = م 4- مأو P=U-A)'y‏ 

من حيث المظهر » علينا أن نتساءل ما إذا كانت المصفوفة -A‏ + قابلة للعكس . 
لكن» لهذه المسألة شرط إضافي» ذلك أن الطلب والإنتاج y‏ ,مغير سالبين. وبما أن 
مهو ر"( 4- 1)» فإن السؤال الحقيقى هو حول المصفوفة التي تضرب «: 

متى تكون ا مصفوفة (I-A)!‏ غير سالية؟ 


بصورة تقريبية» لايمكن ل 4 أن تكون كبيرة . إذا استهلك الإنتاج كثيراً فلن يبقى شىء 
من الإنتاج . مفتاح القضية هو في كبر القيمة الذاتية .2 للمصفوفة 4 التى يجب أن 
تكون أصغر من 1 : 

إذا كانت 1<بة SCV I-A)? Ob‏ أن تكون غير Allo‏ 

إذا A, =1 cols‏ فان EA)‏ غير موجودة. 

إذا كانت 1 <,2 فإن (1-4) هي مجموع مصفوفات غير سالبة . 

gay | 1‏ | )0( 
فى المثال ذي النوع ۰3×3 كانت 9- ,۸ والخارج يزيد عن الداخل . والونتاج يزداد. 
من السهل إثبات ذلك » بعد معرفة الحقيقة الأساسية المتعلقة بالمصفوفات غير 
السالبة مثل 4: ليس » فقط » أكبر قيمة ذاتية موجبة بل المتجه الذاتى ,× كذلك . لذاء 

فإن للمصفوفة yI‏ 4-/) المتجه الذاتي ذاته ويقابل القيمة الذاتية (,3- 1/)1. 

ST As Cul 3}‏ هع Hel ll‏ فإ العدد الال س USL‏ چ م 
للمصفوفة (I-A)‏ المتجه الذاتى all‏ جب ge x,‏ ضا عن all‏ السالية ( با ere‏ 
فى هذه WA)! Al‏ غير سالبة بالتأكيد. إذا كانت 1 = A,‏ فان 4-: شاذة. الحالة 
الإنتاجية الصحية هي 1 > A‏ 6 حيث تسعى فوی 4 إلى الصفر (استقرار) وتتقارب 
المتسلسلة ... +4 + 1+4. إذا ضربنا هذه المتسلسلة ب 7-4» فإنه يبقى لدينا مصفوفة 


الوحدة - جميع قوى A‏ تختصر AU-‏ فإن PA‏ تساوي مجموع مصفوفات غير 


ee Te 02‏ 
ل | 2 |= 2,4 - ۸ ويكون الاقتصاد خاسرا 


À i =-‏ ويمكننا انتاج کل شيء 


L as 
2 


المصفوفتان '< 4 في et‏ | و 7016 dJa‏ 
تهدف فكرة ليو نتيف Laeontief‏ إلى إيجاد نموذج يستخدم معلومات حقيقية من 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية way‏ 


اقتصاد حقيقي ؛ يحوي جدول الولايات المتحدة لعام /195م», AY‏ صناعة ارسلت 
كل واحدة منها (oles J ptm)‏ للاستهلاك والإنتاج . معد التطظرية إلى Jools‏ 
A)‏ » لتقرر الأسعار الطبيعية ومسائل تتعلق بالوضع الأمثل . عادة» العمل حاجة 
محدودة يجب جعله من النهاية الصغرى . طبعاًء الاقتصاد ليس دوماً خطياً. 


مثال ۲ الأسعار من نموذج داخل - خارج مغلق . 
يدعى النموذج مغلقاً فيما إذا كان يس كل ماینتح . لايغادر النظام أي شيء . 

في هذه الحالة» تعود المصفوفة 4 إلى مصفوفة ماركوف . مجموع عناص ركل عمود 
يساوي الواحد - يمكننا أن نتكلم عن قيم الصلب والطعام والعمل» عوضاً عن 
الوحدان . يثل المتجه 7 الأسعار عوضاً عن مستويات الانتاج . 

لر فی oP, Ol‏ هو مجه الأسعار ILS.‏ فإن pray Ap,‏ ب FAI‏ بالكميانت 
ليعطي قيمة كل إنتاج . هذه مجموعة جديدة للأسعار يستخدمها النظام من أجل 
المجموعة التالية للقيم Ap,‏ المسألة هي ماإذا كانت هذه الأسعار تسعى إلى التوازن . 
هل توجد أسعار مثل م4 = م وهل يقودنا النظام إلى ذلك؟ 

إنك تعرف أن م (غير سالب) كمتجه ذاتي لمصفوفة ماركوف A‏ - يقابل القيمة 
الذاتية 1 -2. إنه الحالة الثابتة Vo‏ وتتقرب من أى نقطة انطلاق ,م. يتعلق الاقتصاد 
بما يلى» عندما تتكرر المعاملة مراراً عديدة فإن السعر يسعى إلى الاستقرار . 

لإتمام ذلك» نعطي شرحاً سريعاً للخواص الأساسية لمصفوفة موجية - يجب 
أن لاتخلط مع المصفوفة المعرفة إيجابياً التي هي متناظرة وقيمتها الذاتية موجبة . هنا 
تكون جميع العناصر dj‏ موجبة . 
side‏ قيمة ذاتية .3 لمصفوفة موجبة» هي حقيقية وموجبة» وكذلك الأمر من أجل 
مر OLS‏ المتجه الداتي 3 
البرهان : لنفرض 0< 4. الفكرة الأساسية هي أن ننظر فى كل عدد ۲ بحيث يكون A‏ 


۳۹۸ الجبر الخطي وتطبيقاته 


x 21×‏ من أجل متجه عير سالب ( غيى a (x=0‏ ق استخدمنا التراجح في < Ax‏ 
x‏ لهدف الحصول على ترشيحات كثيرة ل :. من أجل أكبر القيم :ده (التى وصل 
إليها)» نريد أن نبرهن أن المساواة الصحيحة AX =! ,. ٠‏ 

إذا لم تكن nnt‏ 21 فل مساو |66 نضرب ب 4. بسبب کول ۸ مو جبة» فإن ذلك 
يؤدى a‏ متر أاجحة بالمعنق الدقيق IG . 4 x >t na Ar‏ فإن المتجه الموجب y =Ax‏ 
يحفق لا Í max ols Ay >t na‏ يمكن أن يكون كز Vaal‏ هذا التناقض يعر ض المساواة 
ديرم ۲= CAE‏ ويكون لدينا قيمة ذاتية . متجهها الذاتى × مو cm‏ وذلك لأن ×4 الموجود 
في الطرف الأيسر للمساواة» حتماً» موجب . 

لرؤية أنه لاتوجد قيمة ذاتية يكن أن تكون أكبر من max‏ ۲» نفرض Le ..42 - Ar‏ 
لمكي وع أن LF‏ أضدادا سالبة أوسركبة : Labs‏ قا عد القببة ae‏ 
TAT zl =1Az ISA Iz!‏ اماد إلى dowel cod‏ اكعلس» .11 هذه لست سالبة. 
لذاء فإن ١۸١‏ هي إحدى المرشحات الممكنة ل or‏ أي أن ۱۸١‏ لايمكنها أن تزيد 
ines‏ ال يحب أن تک ن ENS deed Sl‏ 

هذه هى نظرية بيرون - فروبينبوس Perron Frobinius‏ المتعلقة بالمصفوفات 
الموجبة وهي واحدة من أكثر النظريات استخداماً في الاقتصاد الرياضي . 
مال ۳ تموذج فون نيومان Von Neunann‏ لاقتصاد تام 5 

نعود إلى المصفوفة 4 ذات النوع 3 × 3 التى أعطت استهلاك الصلب والطعام 
والعمل . إذا كان الخارج oB si fih‏ الداخل المطلوب هو : 


We‏ 1. 0 دا 
فك | u. =| 0 .1 Bilt.‏ 
Oo @ sh Ib‏ 


فى الاقتصاد. تكون معادلة الفرق تراجعية! LS ge‏ عن Li cu, =Au,‏ 


ou, =‏ إذا كانت 4 ضغيرة (كما هي الآن) فإن الإنتاج لايستهلك كل شيء = 
والاقتصاد ينمو. 


تتحكم القيم الذاتية ل at‏ بهذا النمو. لكن» مرة أخرى» يوجد التفاف نحو 
غير السالب لأنه لاهكن للصلب والطعام والعمل أن يظهرا بكميات سالبة . تساءل 
فون نيومان عن المعدل الأعظمي ١‏ الذي يكون الاقتصاد من أجله نامياً ويبقى غير 
سالب؛ يعنى أن 0 < اينات i‏ 

تتطلب هذه المسألة أن يكون u‏ 14 < ,». إنها تشبه نظرية بيرون - فروبينيوس 
حيث تقع 4 في الطرف الآخر . كما سبق» تتحقق المساواة» فقط » عندما ‏ تبلغ max‏ ! 
التي هي القيمة الذاتية المرافقة للمتجه الذاتي الموجب للمصفوفة 7 4. في هذا المثالء 
فإن عامل النمو هو 10/9 : 


4o alfi] [o] وي‎ | 
Ax =| 0 .1 8&8 ||5|=|45 |=—-x و‎ x=) 5 
57 185) [as] 40 5 | 


إذا تناسبت انتاجات الصلب - الطعام - العمل مع (5 > ۵ ء )١‏ فإن الاقتصاد 
ينمو بسرعة ماأمكن . معدل النمو الأعظمي هو Why‏ 


ck 


١-۳-١‏ ( من أجل مصفوفة فيبوناتشي.[ ! |= ۸» اكتب “4.4.4 ثم 
(باستخدام النص) أوجد A!‏ 
(ب) أوجد "8 | ,=8 إذاكانت 

۲-۳-۵ لنفرض أن فيبوناتشي قد انطلق بمتتاليته بالحدين3 = ,”و 1 - Fo‏ ومن 
asl oad‏ القاعدة نفسها e Fuga = Fue + Fy‏ 
الجديد .» والمعامل الجديد u,‏ 5 - »ء وأعداد فيبوناتشى الجديدة . برهن 
أن النسبة Fea Fy‏ متقاربة نحو المتوسط الذهبى . 

Y-Y-0‏ إذا كان كل pote‏ مقتوسط العتقين Cp SI‏ يسبعقاثة: 


5-7-0 


0-۲-0 


1-Y=0 


الحبر الخطي وتطبيقاته 


iar Ee)‏ ~= : مت كون المصفوفة 4 وقم بتقطيرها . إذا انطلقت 
من 1/2 = Go = 0, G;‏ أوجد قانون )6 واحسب نهايته عندما © ج »۾ , 
درس بيرناديلى خنفساء تعيش ثلاث سنين» فقطء وتلد فى السنة 
(ass‏ ادا كان اسحمال clin‏ مواليد الجيل الأول 62 ثم الخيل الثاني 
3 ثم ينتج من الثالث ست إناث قبل الانتهاء . فالمصفوفة هنا هي : 
6 
0 


0 
A= 9 
| 
: 


n|- ©‏ نه 


al 
تابح توزع الخنافس خلال ست سنوات منطلقاً من‎ LA? -] أن‎ i 
. خنفساء لكل جيل‎ ۰ 


نفرض أن وباء يصيب بالمرض كل شهر نصف الأصحاء ويموت ربع 
الذين أصيبوا بالمرض . أوجد الحالة الثابتة لهذه الحالة الخاصة من قضية 


PETAN 
E 2 
dk + | 1 
Skat | =|? z 
Wk + | () () 


اكتب مصفوفة الانتقال ذات النوع 3 × 3 لمقرر فى الكيمياء يدرس فى 
شعبتين» إذا علمت أنه في كل أسبوع ينسحب من المقرر ربع مافي الشعبة 
gen‏ 


أو جد القيم النهائية ل (k — œ) a Yk‏ 2 ادا كان : 


Feel > BY k + 3k Fo = 0 
fiat عون ع ولواح‎ ga 


4-7-6 


۹-۳-0 


Imm 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية T‏ 


.4“ =SA ST من‎ Zk Je اشا ضيقة ل‎ deel 
العمود ۲ = ۲ (العمود ۳)» أي أن‎ + ١ (أ) انطلاقاً من الحقيقة : العمود‎ 
ماهي إحدى القيم الذاتية ل 4 وماهو المتجه‎ Lee الأعمدة مرتبطة‎ 

الذاتى المقابل؟ 
کے A‏ 2 
wo 2 3‏ 
4A 4 A‏ 


A= 


(ب) أوجد بقية القيم الذاتية ل A‏ 

(ج) إذا كان 0 ,10 ,0( = cu,‏ فأوجد نهاية A “u,‏ عندماه ج „k‏ 
نفرض أنه توجد ثلاثة مراكز رئيسية لسيارات الشحن التي تؤجر بدون 
سائق . في كل شهر» يذهب نصف الموجود في بوسطن ولوس أنجلوس 
إلى شيكاغو ويبقى النصف الثاني حيث هو موجود» أما السيارات 
الموجودة فى شيكاغو فتقسم بالتساوي بين بوسطن ولوس أنجلوس . 
أوجد مصفوفة الانتقال 4 التي هي من النوع 3 × 3 وأوجد الحالة الثابتة 
abla.‏ للقبية الذائة و Ac‏ 

(Ù)‏ فى أي مدى ل a‏ , ط تقع معادلة طريقة ماركوف التالية؟ 


7 | 
‘a Be! 4 | 


a,b من اجل أى قيمتين للعددين‎ uy SSA Sn, cord (a) 
من نهاية‎ as أن‎ uy «(ج) تحت أى شرط على العددين 'ظرةيمكن ل‎ 
مصفوفة‎ A ج #» وماهذه النهاية؟ هل المصفوفة‎ Lote محدودة‎ 

$5 5 jl 
تقدر‎ Ly gly شركة متعددة الجنسيات فى الولايات المتحدة واليابان‎ 
تريليون. عند الانطلاق» كان في الولايات المتحدة‎ ٤ موجوداتها ب‎ 


a b 
ERN Se داه‎ e. 


2 


١5ه.‎ 


و 


موه ۱£ 


> الخطى وتطبيقاته 


ترليونان ومثلها في أوربا. في كل عام» يبقى نصف مال الولايات المتحدة 
في مكانه» ويذهب الربع إلى كل من اليابان وأوربا. بالنسبة لليابان 
وأورباء يبقى النصف فى مكانه ويرسل النصف SUSI‏ إلى الولايات 
المتحدة . | | 

: أوجد المصفوفة التي تعطى‎ )١( 

US 


J 


(ب) أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ل A‏ 

(ج) أوجد التوزيع النهائي للأربعة تريليونات في آخرالعالم . 

(د) أوجد التوزيع في السنة ». 

إذا كانت A‏ مصفوفة مارکوف» برهن أن مجموع مركبات × 4 يساوي 
مجموع مركبات ×. استنتج أنه إذا كان ×= عه حيث ±1 ۸ OP‏ 
مجموع مركبات المتجه الذاتى يساوي الصفر . 

حل » | }|= =Au‏ به / du‏ ( القيمتان الذاتيتان Cii‏ يدور على دائرة : 


US 
J 
E 


= A 


Ke? Aw 


| 


sint)‏ ,01 )=». نفرض أننا قربنا بمعادلات الفروق التقدمية والتراجعية 
والمتوسطة : 

u.,=(+A)u, أو‎ u su, = Au, (Î) 

Ho, =U أو وي" لكرج‎ H4 


n+1 ~Un = Au, +1 (>) 


Hay = (1 - LA) (1 + -A)u, yl Hati” U, mer Agi سك‎ U, (>) 
أوجد القيم الذاتية .(14 + )(4! -0 و "(4 - 0 و 4+ 1. لأي‎ 


من معادلات الفروق». يبقى الحل على دائرة؟ 
rls‏ قيمة » فى النظام War] =A, + wy)‏ إلى + Woe) SOM,‏ 


التي تؤدي إلى عدم استقرار ؟ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية cat‏ 


٠٠-۴-٠‏ أوجد أكبر القيم ل »,ظ,ه التي تكون من اجلها المصفوفات التالية مستقرة 
‘sls‏ 


C 
2 èf 


a -8 b |‏ 
2F je 2 |:‏ 5 
۱١-۳-۰۵‏ بضرب حد بحد» تحقق من أن 1= (... + 47 + 4 + 0( 1-4). تمثل هذه 
المتسلسلة اللانهائية N‏ 4-/)» وهى غير سالبة عندما تكون 4 غير سالبة» 
شرط أن يكون لها مجموع محدود؛ هذا هو شرط كون1 > 3. اجمع 

هذه المتسلسلة» وحقق أنها تساوى '(4- 7) لمصفوفة الاستهلاك : 
1 1 0 


pol 
000 


A= 


۱۷-۳-٥‏ إذا كانت |2 ]= 4» فأوجد القوى BLD A™‏ ذلك (A?‏ وبرهن 


بالتفصيل أن چ aLa É‏ القفوى يتمق مع (I -AY'‏ . 
٠۸-۳-٠۵‏ فسر بالرياضيات أو بالاقتصاد لماذا يوجب تزايد أي ware‏ من امصفوفة 


. (ويخفض الاستيلاك)‎ +... =A, UIA (SLY 
. الثابتة)‎ DLN k > o مانهاية كل من المصفوفات التالية عندما‎ ٠۹-۳-٠ 


"5 | lb HES 


مها و برهن أن كل ثالث عدد من أعداد فیبونانشی زوجى . 


ه - 5 المعادلات التفاضلية والدالة eT‏ 

أينما نجد نظام معادلات» سوى حالة المعادلة المنفردة» تؤدي نظرية المصفوفات 
دورها فى الحل . لقد كان ذلك صحيحاً لمعادلات الفروق حيث كان الحل uk =A“ u‏ 
متعلقاً بقوة» بالمصفوفة 4. وهوء Lal‏ صحيح من أجل المعادلات التفاضلية حيث 
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كان ا حل u (t) =e"'u.‏ متعلقاً بدالة أسية ا We pa „A‏ هذه الدالة الا وفهمهاء 
ا مباشرة» عثاله : 


| du ت‎ l 
| \ hake کک‎ = 
( ) T Au | 1 2 H. 


الخطوة الأولى هي» دوماً» إيجاد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية : 
lea SOTE‏ 
5521 


توجد عدة إمكانات تؤدي كلها إلى الجواب ذاته . من المحتمل أن يكون أفضل 
طريق هو إظهار JAI‏ العام وجعله يتلائم مع المتجه الابتدائى ,»عند 0 -1. JA!‏ العام 
هو تركيب خحطى للحلول الأسية الخالصة . إنها حلول من الشكل الخاص c ex‏ حيث 
À‏ قيمة ذاتية للمصفوفة 4و + متجهها الذاتي ؛ تُحقق هذه ا حلول المعادلة التفاضلية 
(c e™ =A ) oY‏ ج / d‏ . (لقد كان هذا مقدمتنا للقيم الذاتية فى منطلق هذا 
الباب) . في هذا المثال الذي هو من النوع 2 ×2. توجد دالتان أسيتان خالصتان تركبان 


كما يلى : 


1 | و‎ C r A, A. 
(Y) =| | = 8 gt u(t)=c,e x + مرج‎ E7 


فى لحظة الصفر › Le‏ تكون الدالة الآأسية1 هح ب Uy‏ ن [Cp 9 Cy‏ 


C E 
uo =| F | n | =se أو‎ U, > © 2 FCN? 


نتعرف هنا على المصفوفة ىع مصفوفة المتجهات الذاتية . C =S u, colt,‏ 
هو نفسه الذي كان لمعادلات الفروق . بالتعويض بهذه القيم فى (2)» تكون المسألة قد 
حلت . والحل بالصورة المصفوفية هو: 


«|e si 
- 3 | -3 |? 
6 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 0 s‏ 


يوجد قانون أساسي لهذا البند : .؛'-ى'*ه 5 - »يحل المعادلة التفاضلية» LU‏ 
كما كان يحل القانون ASS Tu,‏ 5 معادلة الفروق . المصفوفتان الأساسيتان هما : 


-{ | 


At 3 „ _ | cl | 
et | a A -| 5 | 


ce = 


هناك أمران علينا إنجازهما بالإضافة إلى هذا المثال. الأول هو إتمام الجزء 
الرياضي وذلك بإعطاء تعريف مباشر للشكل الأسي ا مصفوفي . الأمر الثاني هو 
إعطاء تفسير فيزيائي للمعادلة ولحلها . إنها تمثل صنفاً من المعادلات التفاضلية التي لها 
تطبيقات مهفيلة . 

لنهتم أولا بالدالة الأسية . بالنسبة لمصفوفة قطرية ۸» الأمر سهل ؛ e"‏ تحوى. 
فقط » الأعداد *ء في قطرها LS)‏ قدم سابقاً) . لمصفوفة عامة cA‏ الفكرة الطبيعية هي 
محاكاة تعريف متسلسلة القوى : 


X X 
2! 3! 


إذا عو ضنا ox‏ 1 9 ب 1 يصبح المجموع مصفوفة من النوع nxn‏ 


Er. 3 
Ar) 3 (At) 
2! 3! 


ES SIEGE 


(T) 


e=] ا‎ + — 


إن ذلك دالة أسية فى Ar‏ هذه المتسلسلة متقاربة دائماً وإن لمجموعها الخواص 
الصحححة : 


mi 


( t (e^ ) م‎ _ e^! +t) 
(2) (eñ je“ =] 


dt 
حل المعادلة التفاضلية « يجب أن يكون‎ u =e ue من المعادلة الأخيرة ۾ حل أن‎ 
CLS toe هذا الحل من شكل تلك الخلول التى استخدمتاها للحساف:‎ 


Pi‏ ابر dat!‏ وتطبيقاته 


م»" ى ٠‏ 5 - ». لكى نبرهن مباشرة أن هذين الحلين متوافقان» نذكر أن كل قوة 
As“)!‏ 57( تظهر بالصورة !54*57 - *4 (لأن '5 تختصر مع CS‏ لذاء فإن الدالة 
الأسية كاملة قد قطرت بالوقت ذاته : 


يع ف ee‏ نه 
.ب )ا مشت ا SAS‏ ,رع e^ 1 + SAS‏ 


2 3! 
2 3 
=S[t+ar+ OO +S)... S7! = $“ و‎ 


مثال : الدالة الأسية ل | ! Aj?‏ هي : 


At «At adla 1 || © Cc iF 
a 1 اا‎ 
_ljet+e™" ete” 
j |E T- 6 ae 


عند 1-0 نحصل على مصفوفة الوحدة /- "١ء‏ . المتسلسلة eM‏ تعطى الحواب 
من اجل كل قيمة ل ot‏ لكن» من الصعب حساب ذلك . يعطي الشكل "ك" $ 
الجواب ذاته عندما تكون A‏ قابلة للتقطير . يجب أن يقع ه من المنجهات الذاتية المستقلة 
By‏ لكن هذا الشكل أكثر بساطة ويؤدى إلى n‏ من الدوال الأسية الخالصة ox‏ 
التي هي أفضل حل على الإطلاق : 


du Idt = Au فإن للمعادلة التفاضلية‎ A=SAST ل إذا كانت 4 ممكنة التقطير‎ o 


: JA 


(Y) u(t) =e u, = Se^'S uo. 


أعفدة 5 هى المتجهات الذاتية للمصفوفة CA‏ بخيث يكون : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۷ 


| | À t 
le 
SR, عد‎ Ke | 1 ait. 
| ari 


(A) seje a +... Page E 

ا لحل العام تركيب خطي لدوال أسية خالصة» وتتلائم المعاملات ci‏ مع الشرط 
الابتدائي cul,‏ حيث .c=S u,‏ 

يعطي ذلك توافقاً تاماً مع معادلات الفروق - بإمكانك مقارنة ذلك مع )0 ز) . 

في كل من الحالين» نفرض أن A‏ قابلة للتقطير» لأنه إذا كانت خلاف ذلك 
فسيكون لها متجهات ذاتية يقل عددها عن « ولايمكنناء عندئذ» إيجاد عدد كاف من 
الخلول اللخاصة. يكن slog]‏ الخلول الفاسةء كديا خرن اك قيدا م الخلول 
الأسية الخلص ؛ اسا ا و یا ها . مع ذلك» 
يبقى القانون u(t) =e" Ug‏ خا نضورة dsl‏ 

لاتكون ا مصفوفة e^‏ شاذة أبداً. وأحد براهين ذلك هو أن ننظر في قيمها 
الذاتية؛ إذا كانت ۸ قيمة ذاتية للمصفوفة ۸» فإن *ء هى القيمة الذاتية المقابلة 
للمصفوفة e^‏ - وإن عدداً مثل e‏ لايمكن أن يكون» lal‏ صفراً. طريقة أخرى هي 
حساب قيمة المحددة التى تساوي جداء القيم الذاتية : 


At At At At t At 
det e Se g` „e S لال‎ 


clin,‏ ايشا لايكن أن يكرن مساو eal‏ . وأفضل طريقة هى التأكد من أن 
“ع هي المعكوس وفق (CO)‏ 

إن قابلية العكس هذه أساسية من أجل المعادلات التفاضلية العادية» لأن ذلك 
يؤدى إلى النتيجة التالية : إذا كان لدينا ‏ حلاً مستقلة خطياً عند 0 = + فإنها تبقى دوماً 
مستقلة خطياً . إذا كانت المتجهات الايتدائية «..... y‏ فانه يمكننا وه ضع الحل ge "y‏ 


e! جوردان فى الملحق (ب) وإيجاد‎ JSS لحساب هذه الحالة المعيبة, يمكننا استخدام‎ )١( 
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=i ت‎ 


: مصفوفة‎ 
ley, ... ev, | =e | 

محددة هذه المصفوفة تذخ روستكيان وس لاتساوي الصفر أبداء Ls‏ 
نساوي جداء محددتين غير صفريتين . وكل من مصفوفتي الطرف الأيمن قابلة 

لاتظهر كل معادلة تفاضلية على صورة نظام من المرتبة الأولى du/dt =Au‏ إذ إنه 
يمكننا الانطلاق من معادلة مفردة من مرتبة عليا مثل : 

3y" + 2y' = 0‏ - "ان 

لتحويل هذه المعادلة إلى نظام من النوع 3×3 » نفرض أن voy ,we=y‏ 
كمجهولين إضافيين بالإضافة إلى y‏ نفسه . لذاء فإن هاتين المعادلتين بالإضافة إلى 
المعادلة الأصلية» تكونان : 


y= 
= Au ان او‎ = W 
Y ح‎ 3 


w - AV 


وبذلك نعود إلى نظام من المرتبة الأولى . يكن حل المسألة بطريقتين. فى مقرر 
المعادلات التفاضلية ؛ يمكنك أن تعوض by =e M‏ معادلة المرتبة الثالثة ‘da‏ 
0< ا A? -3A?‏ أو ks BK =O‏ 
الحلول الأسية الخلص الثلاثة هي مد wy =e uy sey‏ إنها لاتحوى متجهات 
5 
في مقرر Al‏ الخطي ¢ نعالج ذلك كالمعتاد» كما في حالة نظام من المرتبة الأولى 
AF 5‏ القيم الذاتية للمصفوفة 4 : 


a‏ | كله 1 مد 
de(A -AD =| 0 - 1 |--2*+325-22-0‏ )4( 
3-A‏ 2- ن 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ا 


تظهر من جديد معاملات الإساس 2 -2, 1 -2, 0 -2 . إن ذلك قاعدة dale‏ 
تجعل الطريقتين منسجمتين . فمعدل نمو الحلول» خاصة ذاتية للمسألة وستبقى متوفرة 
ولو تغير شكل المعادلة . يظهر لنا Ol‏ حل معادلة من المرتبة الثالثة أسرع . 

لتقا ov)‏ إلى التفسير الفيزيائى لثالنا » وهو المعادلة du/dt =Au‏ حيث : 
| : | =4 . من السهل تفسير هذه المعادلة وهي بالوقت ذاته معادلة مهمة حقاً. 
تصف هذه المعادلة التفاضلية عملية انتشار يكن تخيلها بتجزئة أنبوب لانهائي إلى 
قطع ربع » قطعتان في الوسط محدودتان وأخريان في الطرفين وهما نصفا- لانهائيتين 
(شكل 1-9( في اللحظة 0- ؛ » يكون تركيز المحلول الكيمائى الذي تحويه القطعتان 
المحدودتان مساوياً « , oy‏ في هذه اللحظة وفيما بعدهاء يكون التركيز في القطعتين 
اللانهائيتين صفراً؛ بسبب كون الحجم لانهائياً؛ يمكن أن يكون ذلك هو الصورة 
الصحيحة لمتوسط التركيز في هذين الجزءين اللانهائيين» حتى بعد أن يبدأ السائل 
الكيمائي بالانتشار . يبدأ الانتشار في اللحظة 0 = ويتحكم به القانون 


— أت‎ å ey ص‎ 


concentrations 0 


شكل )١-5(‏ . نموذج من الانتشار 
التالي : في كل لحظة ci‏ معدل الانتشار بين قطعتين متجاورتين يساوي الفرق بين 
التركيزين . يمكننا أن نتصور أن التركيز يبقى متجانساً فى كل قطعة . العملية متصلة 
بالنسبة للزمن ولكنها منقطعة في الفضاء ؛ المجهولان الوحيدان هما v(t), w(t)‏ 
فى القطعتين الداخليتين S,‏ , 5. 
يتغير التركيز « باتجاهين» بالانتشار في قطعة أقصى اليسار ,5 وبالانتشار في ,5 
أو فى خارجها. يكون المعدل النهائي لهذا التغيير هو : 


Ar‏ الجبر ا لخطي وتطبيقاته 


=w- بي‎ (OV 
t 
: وذلك لكون التركيز فى ,5 مطابقاً للصفر. بصورة مشابهة‎ 


07-0 - w( + ب« - ب(‎ 
t 


نتيجة لذلك يكون النظام ملائماً du / di = Au WLLL‏ فى المعادلة )١(‏ : 


| ۷ du -2v+w] _ | -2 1 
u = ظ = حت‎ U. 
w dt | Y-2w 1 -2 


تتحكم القيمتان الذاتيتان (-1) و )1( بسلوك الحل . إنهما تعطيان معدل تناقص 
التركيزء وإن 2هي الأكثر أهمية لأن شروط انطلاق استثنائية فقط قد تؤدي إلى تناقص 
سريع معدله ” 6. بالفعل» هذه الشروط SE‏ من المتجه الذاتي (1-, 1) . إذا كانت 
التجربة لا تقبل سوى تركيز غير سالب» فان التناقص السريع غير ممكن وإن المعدل 
النهائي هو ». الحل الذي يكون فيه للتناقص هذا المعدل يقابل المتجه الذاتي (L, D‏ 
لذاع على op AS‏ أن Ly i Lee:‏ كساويين تھا st,‏ 

تعليق إضافي على هذا المثال : إنه تقريب منقطع بمجهولين» فقطء لانتشار 
مستمر موصوف بالمعادلة التفاضلية الجرئية : 


du _ a 
ot ax” 


, uO) =u(1) = 0 


نقرب هذه المعادلة بالمحافظة على التركيز الصفري فى القطعتين اللانهائيتين› 
وتجزئة وسط الأنبوب إلى أجزاء متصاغرة طول كل منها 1⁄۸ . تتحكم بالنظام المنقطع 
دي NJI‏ مجهو «VY‏ المساذلة: 


(V+) 41 2 1 u 
و اه 1 إءاء ا‎ SOT 
un | | -2 Uy 


إنها مصفوفة فروق منتهية بالعناصر 2,1-,1 . الطرف الأيمن Au‏ تقريب للمشتقة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية £7 


الثانية ed ud‏ بعد تغيير لسلم القياس الذي معامله CN‏ يأتي من مسألة التدفق . في 
النهاية عندما aN,‏ إلى معادلة ا حرارة “ 2- Su‏ . إن حلولها أيضاً 
تركيب دوال Gel‏ خالصة ولكن عددها الآن مالانهاية " وكيا ع يده تاي ی 
الحالة Axs‏ » لدينا دالة ذاتية فى ×= جل ؛ إنها u =sinnax‏ لذاء يكون حل 
معادلة الحرارة : 


u(t) = > ee" ©“ Sin ل‎ 


يتعين الثابت » كالمعتاد» بشرط البدء . معدلات التناقص هى المتجهات الذاتية : 
one’‏ = ۸ . النماذج النظامية هي الدوال الذاتية . الشيء الجديد الوحيد هو وجود 


استقرار المعادلات التفاضلية : 
LE‏ كما في معادلة الفروق» Of‏ القيم الذاتية هي التي تقرر كيف يتصرف 
الحل u(r)‏ للمعادلة التفاضلية عندما ب / . مادامت 4 قابلة للتقطير فانه سيكون 
للمعادلة التفاضلية Lig Ali. n‏ الخالصة» وسيكون أي حل محلد UAE (t)‏ 
تركيباً لهذه JAH‏ من الشكل : 
hit ht‏ 


ee. مح مال‎ it. a 
u(t) = Se 5 U, ح‎ © © Kitin tee ss 


تتحكم العوامل ٠‏ باستقرار المعادلة . إذا كانت جميعها تتقرب من الصفرء 
)١( ob‏ » تتقرب من الصفرء أيضاً؛ وإذا ازداد واحد منها دون توقف» فان SAN‏ 
pai‏ ما EE‏ 09 يزداد بدون توقف . علاوة على 
«GU‏ با أن القيمة المطلقة للدالة “© تتعلق » فقط » بالجزء ا حقيقي من ۸ » فإن الأجزاء 
ا حقيقية فقط هي التي تتحكم بالإستقرار : إذا كانت 15+ 2-6 فإن: 


At t „ibt l oe: At 
e“ =e"e =e“ (cos bt + i sin bt) رثعا و‎ =e”. 


تتخامد القيمة المطلقة . إذا كان 0 > ۾ وهي ثابتة إذا كان 0= ۾ وتنفجر (تزداد 
دون توقف) إذا كان 0< ه. أما الجزء التخيلي ط فإنه ينتج تذبذباً صرفاء اما السعة فإنها 
O‏ م تكون المعادلة التفاضلية du/dt = Au‏ 

مستقره و 0 a”‏ عندما يكون 0 > Reh‏ 

مستقرة حيادياً إذا كان جميع 0 > ۸ء ۸ وبعضها 0 - ۸ء ۸ 

غير مستقرة و "© غير محدودة عندما تحقق إحدى القيم الذاتية 0> Reh‏ . 

يدعى فى بعض النصوص . الشرط ۸>0 ۸ استقراراً مقارباً» لأنه يتكفل التخامد 
عند القيغ الكبيرة ل*. مناقشتنا Glad‏ بو جود« من الخلول الأسية الخلص؛ ولكن: 
حتى عندما تكون 4 غير قابلة للتقطير Sha)‏ حدود من الصورة ” (te‏ فان النتيجة 
کے Lal‏ > صحيحة : تتقرب كل ا حلول من الصفر» إذا وإذا فقط » كان جميع القيم 
الذاتية أجزاء حقيقية سالبة . 

من السهل إثبات الاستقرار في نظام من النوع 2 2% (وهو شائع جداً في 
(labs)!‏ المعادلة هي : 


du | a 5 ن|‎ 
“i led 


وإننا بحاجة لمعرفة متى يكون للقيمتين الذاتيتين لهذه المصفوفة جزءان حقيقيان 
سالبان. (لاحظ» (Lal‏ أنه من الممكن أن تكون القيم الذاتية مركبة) . إختبار الاستقرار 
مباشر فعلا : 
يجب أن يكون الأثر +d‏ ۾ سالباً . 
يجب أن تكون المحددة åa paad -be‏ . 
عندما تكون القيم الذاتية حقيقية » يضمن هذان الاختباران أن تكون القيم الذاتية 
سالبة . إن جداءها يساوي المحددة ؛ إذا كانت موجبة فإن القيمتين الذاتيتين إما مو جبتان 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۳ 


فعا أو سالاق Lee‏ مجم IS 3] SN gm lage‏ سالا فان opted‏ الداتعين سالعان , 

عندما تكون القيمتان الذاتيتان مر كبتين iy‏ + × فان الاختبارين يبقيان تناجحين : 
مجموعهما هو 2x py‏ (الذى هو متالت) و المحددة هى (x +iy ) (x -iy =x +y‏ 
(و هي موجبة). يبين الشكل ربع الاستقرار الوحيد. وة LAT‏ القطع المكافىء 
الذي هو الحد بين القيم الذاتية الحقيقية AS My‏ يكمن تفسير هذا القطع المكافىء في 
معادلة القيم الذاتية : 


a-A b 
C 


1-2 | يوت‎ (traceA + (det) = C 


إنها معادلة من الدرجة الثانية لذا فان القيم الذاتية هي : 


CY A=! trace +y (trac)? - 4(det)]. 


- 
ale 


determinant 


N both Re A < 0 | both Re A > 0 14 
% stable unstable و‎ 
\ / 

M 704 
both A < O ™ 4 = er ya both A > Û 

| ‘N A, Or (tract a 
stable M A el unstable 


trace 


and A, > 0: unstable‏ 0 > م 


شكل (75-5). مناطق الاستقرار لمصفوفة من النوع ۲ ×۲ . 
فوق القطع المكافىء» يكون العدد الذي تحت الجذر التربيعي سالباً ‏ لذاء فإن ٠‏ 
E N‏ على القطع ce JIS‏ يكون الجذر التربيعي صفراً لذا فان 2 مكررة. 


٤‏ احير ا ا 


إنها حقيقية تحت القطع المكافىء . إنها تقع على القطع المكافىء أو تحته من أجل كل 
مصفوفة متناظرة» OY‏ إذا كان » -م فإن : 

(trace)? - 4 (det) =(a+d)*-4(ad-b?)=(a-d)* + 4b 20.‏ 
القيم الذاتية المركبة ممكنة» badd‏ ¢ عندما يكون العددان cb‏ من إشارتين متعاكستين 


وكبيرين بقدر كاف . 


مثال من كل ربع : 


على حدود الربع الثاني تكون المعادلة مستقرة حيادياً. باجتياز هذه الحدود يحصل 
عدم استقرار. على المحور GB‏ تكون إحدى القيمتين الذاتيتين صفراً DY)‏ 
المحددة 0 = CAA,‏ وتكون على المحور الرأسي فوق نقطة الأصل القيمتان الذاتيتان 
تخيليتان (لأن JY‏ صفر) . اجتياز هذين المحورين هما الطريقان الأساسيان لضياع 
ol ae‏ 

تعد x UL‏ أكثر صعوبة. لإيجاد شرط لازم وكاف للاستقرار» أي 
اختبار كامل ليكون جميع 0> REA‏ هناك إمكانان. الأول هو العودة إلى طريقة 
Roth and Hurwitz‏ اللذين أو جدا متسلسلة من المتراجحات في العناصر ». إنني 
لاأجد هذه الطريقة جيدة لمصفوفة كبيرة؛ من المحتمل أنه يكن للحاسوب إيجاد القيم 
الذاتية بثقة كبيرة بحيث يمكنه اختبار هذه المتراجحات . الإمكان الآخر اكتشفه ليابونوف 
Lyapunov‏ ونشر عام ۱۸۹۷م . تقوم هذه الطريقة على إيجاد مصفوفة محملة W‏ بحيث 
يبقى الطول المحمل Iwal‏ دوماً متناقصاً . إذا وُجدت مثل هذه المصفوفة فان u‘ =Au‏ 
تكون مستقرة ؛ 1 |۷١‏ سيتناقص نحو الصفر بثبات » وبعد قليل من التموج» يصل 
» إلى ذلك» أيضاً. تظهر القيمة الحقيقية لطريقة ليابونوف في الحالة غير الخطية» 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية dia‏ 


حيث يمكنها أن تجعل المعادلة غير تمكنة الحل. ولكنهاء مع ذلك» تترك )0( :ااا 
١ا‏ متناقصة بحيث يمكن برهان الاستقرار دون معرفة قانون „u (t)‏ 
IEA l uy ie‏ ; 
مثال ١‏ نضع المعادلة dwar =| 6 |u‏ حول دائرة . 
لا lave JVI ols‏ والملحددة ig ghd‏ الو احد: فان القيمعين الذاتعين تخيليتان : 


E 1= +120‏ @ 1ا 

المتجهان الذاتيان هما( : -,1) و ( ,1) والحل هو : 
| 
a‏ 


: للظهور‎ iiit | تعود الأعداد‎ (cost ~isint ب‎ ee) و‎ cost +i sint se” 


+ Ce" 


u(t) =c; e" ; 


i a | CG FE )cost+i(c,-c,)sint 
(TY ت اس ين ا‎ aoa 


علد otal‏ حيثك = د يحب أن jl,‏ ذلك القبمة 


Cow Gl. لذا‎ . u =| © 
ee R 0 b 

: الصورة‎ Shu (t) وينتهى‎ cost 2b أن يضرب العددان © و‎ 
(\Y) 
a cos t - b sin t 
bcost+asint 


cost -sint 
sin t cos t) 


== 
— 


u(t) = 


5 

6 

yl LoS‏ مهم ! المصفوفة الأخيرة cu WH ps‏ للا ؛ يجب أن تكون الدالة الأسية 

Le jit. الجيب وجي التمام ھی‎ mae هذه المصفوفة‎ .) miss أن الحل هو‎ SA) ' Pi 

الذي نفتتح به موضوع المصفوفات القائمة . للأعمدة طول يساوي الواحد» جداؤهما 
الداخلى صفر» وهذا مايؤكد الحقيقة البديعة التالية : 

إذا كانت ۸ متناظرة -تخالفية فان e”‏ مصفوفة قائمة . 
هذه هى » CLE‏ مصفوفة النظام المحافظ حيث لايوجد ضياع في القدرة بسبب التخامد 


po an‏ الخطي وتطبيقاته 


أو الا شار : 


تمثل ال معادلة الأخيرة خاصة أساسية للمصفوفات القائمة . عندما تضرب متجهاً 
of‏ طوله لايتغير . لقد دار المتجه u‏ . فقط » ليمثل حل المعادلة a| tdu/dt =Au‏ 
يتحرك على دائرة . 

في هذه الحالة غير المستخدمة فعلاً» يكن التعرف على E”‏ مباشرة من 
المتسلسلات اللانهائية . لاحظ أن | f‏ | = 4 تحقق 1-= 42 واستخدام ذلك بازدياد 


a pat 
ف‎ 586 
چ ا‎ AO... 
2 6 
i 3 | 
1- + وا‎ 
m - | : _| cost -smt 
1 | t? | t | sint cost 
t-—+...] Lb = — + ss. 
6 | 2 


. =3 yl OS 55 ewe كانت‎ =| ? 2 u الانتشار‎ Doles Y مثال‎ 


مثال ۳ إذا سددنا نهايتي القطعتين اللانهائيتين ٠‏ فلا يوجد شيء يترك النظام : 


u 


dw/dt = v - W 4 dt 


du/dt = w - v Í du "E | 
1 -I 


إن ذلك طريقة ماركوف المتصلة . عوضاًعن الانتقال في كل cole‏ يتحرك الأفراد فى 
كل Abst‏ المجموع العام v +w‏ ثابت. ينتج ذلك عن جمع المعادلتين 
E‏ ةيةه eee oa og‏ 


MIX 


مجموع عناصر أي عمود من مصفوفة ماركوف المتصلة 0= 2 . تكون 4 مصفوفة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية E1۷‏ 


ماركوف إذا وإذا فقط كانت B=AT‏ مصفوفة ماركوف المتصلة . الحالة الثابتة في 
الحالتين هي المتجه الذاتي المقابل ل ^ . إنه مضروب بالعدد 1 ٠=‏ في معادلة فرق 
وبالعدد =l‏ » في معادلة تفاضلية . وهو غير متحرك . 

في هذا المثال. الحالة الثابتة هي aw‏ «. 
مثال ٤‏ فى مفاعل ذري » يقال عن حالة إنها حرجة إذا كانت مستقرة حيادياً؛ الانشطار 
يوازن الضياع . وبطء الانشطار يجعلها مستقرة أو دون ls et!‏ ايت eld‏ 
وانشطار غير مستقر يمثل قنبلة . 


معادلات المرتبة الثانية : 
يؤدي قانون الانتشار إلى نظام من المرتبة الأولى وكذلك كثير من التطبيقات 
الأخرى في الكيمياء وعلم الحياة وفي مجالات أخرى . لكن قوانين الفيزياء PSV‏ 
أهمية لاتؤدي إلى مثل ذلك . من AUS‏ قانون نيوتن Fama‏ حيث التسارع © مشتقة 
من المرتبة الثانية . يؤدى مبدأ العطالة إلى معادلات من المرتبة الثانية (علينا أن نحل 
معادلة من الشكل 4= “ريت . بدلا من المعادلة in (du/dt = Au‏ 
هو فة تات E lis‏ ل إلى Bide Asal‏ ' إذذلك اعسيارى 
في احبر الخطي ولكنه ليس كذلك في الفيزياء . 
ستكون المقارنة مثالية إذا احتفظنا بالمصفوفة A‏ ذاتها : 
ب OE) fa‏ 


t 


2 
1 


E 
eis 


EL 


1 1 1 
5 (الانثتقال) lu =u‏ والسرعة du/dt =H‏ . لمللاء مية هذه الشروط › نحتاج on eg‏ دالة 


)\( المشتقة الرابعة ممكنة أيضاء فى التواء العوارض ٠‏ لكن يظهر أن الطبيعة تقاوم وجود 


۹۸ الحبر الخطي وتطبيقاته 
لنستخدم Cn ais w‏ ذلك على ۸ ولنكتب الحلول الخاصة على الصورة 
wae x‏ لنعوض هذه الدالة الأسية فى المعادلة التفاضلية التى عليها أن تحقق : 


| 7 2 a : 
(\o) -@°x=Ax سك أو‎ ex) = Ae x). 
dt” 


على ال متجه x‏ أن يكون أحد متجهات + الذاتية» LE‏ كما سبق . القيمة الذاتية 
المقابلة هنا هي -w‏ أي أن التواتره مرتبط مع معدل التخامد ۸ بالعلاقة ۸= JS‏ 
حل خاص × لمعادلة المرتبة الأولى يؤدى إلى حلين خاصين ce‏ لمعادلة المرتبة الثانيةء 
الأسان هما otya‏ . يتعطل ذلك» فقط» عندما تكون 2-0 الصفرهو 
العدد الوحيد الذي له جذر تربيعي واحد» فقط ؛ إذا كان المتجه الذاتى × فإن الحلين 
الخاصين هما tx‏ + . | 

لمصفوفة انتشار حقيقية» تكون جميع القيم الذاتية ۸ سالبة ولذلك تكون كل 
التواترات ده حقيقية : يتحول الانتشار ا خالص إلى تذبذب خالص . يؤدى العامل 
_ إلى استقرار حيادي» الحل لايتعاظم ولايتخامد وتبقى » فعلاً» الطاقة ثابتة . 
الحل العام للمعادلة Pu/dr = Au‏ إذا كانت ISA‏ قيم ذاتية سالبة 4...۸ وإذا 
كان n = y-a,‏ هو : 


ia t “iw t . 
بور‎ Fu (Ce ° FOE Xa 


إجراؤه (على حساب قانون إضافي) بالانتقال من التذبذب الأسى إلى الجيب وجيب 
التمام الأكثر إلفة : 


CVU u(t) = (c i + de 


فک Jussu‏ الابتدائى أن يعمل بصورة ilaia‏ : 0= + » يعنى أن 0= gsin ot‏ 


: Mice ۰ gis «cos wt = | 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 05 


FAX,‏ ...+ وري ع Ug‏ أو Uo = Sa,‏ أو u,‏ 8د 

يتلاءم الانتقال مع الأعداد ٠»‏ إِنّه يدي الى Su‏ كما سبق . ثم إذا اشتققنا u (t‏ 

(وجعلنا r= o‏ فإن الأعداد b‏ تتعيّن بالسرعة الابتدائية : 
جع لاوط + ...+ ug =b,;@,X,‏ 

بتعويض المعاملات », ط في قانون )١(‏ » تعتبر المعادلة قد حلت . 

نريد أن نطيق هذه القوانين على المثال الوارد أعلاه» حيث القيمتان الذاتيتان 
هما 3- -,2, 1-- ۸ لذاء فإن التواترين هما gost‏ ره . إذا انطلق النظام من 
السكون (السرعة الابتدائية » تساوي الصفر)ء فان الحدود التي من الشكل bsinot‏ 
تختفى . وإذا فرضنا أن الذبذبة الأولى أعطت انتقالاً قدره واحدء فإن u =a x +a x,‏ 


لذا فإن الحل هو : 
cos V3 | | |‏ د + | 1| cost‏ ب = 0« 


يمكننا تفسير هذا الحل فيزيائيًاً. توجد كتلتان ترتبطان فيما بينهما وبحائطين 
ثابتين بوساطة ثلاثة نوابض متمائلة (الشكل 7-0). دفعت الكتلة الأولى بسرعة 
إكدائية 1= را بقيت الكتلة الثانية فى مكانها وجرى الانطلاق من اللحظة 0 t=‏ ' 
لين cu (E)‏ متو سط حر كتين اهتزازيتين خالصتين تقابلان المتجهين 
الذاتيين. في النموذج الأوّل» تتحرك الكتلتان بانسجام دون أي E‏ في النابض 
الأوسط (شكل ١‏ - ۳ د ). التواتر 1- ه مطابق للحالة التى يكون فيها نابض واحد 
وكتلة واحدة . في الحالة الأسرع حيث (1-,1) = , × بم ركبتين من إشارتين ٠‏ ختلمتين وتواتر 
يساوي V3‏ تتحرك الكتلتان باتجاهين مختلفين ولكن بسرعتين من طولين 


jis > Jct 


EY.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


متساويين. (شكل 5 - ۳ 0). الحل العام هو تركيب لهذين النموذجين النظاميين 
والحل الخاص الذي اخترناه مكون من نصف كل منهما . 


| 1 E 
(a) w, = 1, x, = H (b) w = y3, X, = E 


شكل .)۴-١(‏ النموذجان البطيء والسريع للذبذبة . 

عندما يواصل الزمن تقدّمه؛ تظهر الحركة التى نسمّيها «دورية تقريباً»؛ إذا كانت 
النسبة of,‏ كسراً فان الكتلتين ستعودان الى ه -« و 1= v‏ ثم يبدأ النمط من 
جديد. sin 21 UWS 3 (sy‏ و 34 sin‏ دور يساوي *2 . ولكنء با أن العدد 
3 عدد أصمء فمن المفضل أن نقول» يمكن للكتلتين أن تقتربا بصورة اعتباطية من 
الوضع البدائي : إنهما سيقتربان أيضاً e‏ إذا انتظرنا Se gh‏ وبقدر كاف» من الوضع 
المقابل ل0- «, 1- «. مثل كرة البليارد والتى ترتد باستمرار على طاولة ملساء LE‏ 
إن الطاقة الكلية ثابتة Mele‏ أو Mel‏ ستقترب الكتلتان» من أي حالة لها هذه الطاقة . 
Las) Les‏ لا يمكننا أن نترك المسألة دون أن نستنتج توازياً مع الحالة ALAI‏ 
عوضاً عن كتلتين أو N‏ من الكتل» يوجد مستمر . مثل ا حالة المنفصلة» تندمج الكتل 
والنوابض في قضيب صلب » تتحول «الفروق الثانية» التي تعطى بمعاملات المصفوفة 
1-1 » الى مشتقات من المرتبة الثانية . توصف هذه النهاية بمعادلة ا موجات الشهيرة . 


+ 


7 2 
On u du 
ii 5 


\-£-0 


¥-¢-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية e‏ 
Cpt‏ 


تبعاً لأوّل مثال k‏ هذا البندء أوجد القيمة الذاتية والمتجهات الذاتية 
والدالّة الأسية “ثم 


من أجل مصفوفة التمرين السابق» أوجد الحل العام للمعادلة du 1 d t‏ 
4 والحل الخاص الذي يتلاءم مع )3,1= u‏ ماهي ا حالة الثابتة عندما 
ه لإإن ذلك قضية ماركوف متّصلة؛ في معادلة تفاضلية 0 n=‏ 
تقابل 2-1 في معادلة فرق» (e"=1 OV‏ 

نفرض أن اتجاه الزمن قد عكس ليعطي المصفوفة 4- : 


5 =|} d u 
o 7 


کڪ > 


dt 


أو جد (e)‏ » وبرهن ail‏ يتعاظم بدلا من أن يتخامد عندما 00 t  #_‏ 

(الانتشار غير عكوس ولا يمكن لمعادلة الحرارة أن تتحول الى الخلف) . 

إذا كانت م مصفوفة إسقاط c‏ برهن بالاستعانة بمتسلسلة لا نهائية أن 
1,718P‏ +1 = "ع 

GoM D مصفوفة قطرية مثل | ؟ | |- المعادلة المعروفة تخواقي ب‎ Si 

on ean tah‏ عطي ي 

ee NSM ad زل‎ 

(ب) برهن أن القانون see!‏ »غير صحيح من أجل المصفوفات» 

وذلك انطلاقاً من المثال التالي (استخدم متسلسلتي “ء, Ce”‏ 


feo] a Ga 
e B=| 0 1 


e =§ ee باستخدام القانون‎ Le 


E 


= 


ال حبر الخطى وتطبيقاته 


يكن كتابة معادلة المرتبة الثانية 0= y “ty‏ على صورة نظام من المرتبة 
الأولى بادخال السرعة * ر كمجهول آخر : 


d 
dt 


إدا كان ذلك هو du /4 =Au‏ فما هى المصفوفة 4.ذات النوع 2x2‏ ؟ 
أوجد قيمها الذائية ومتّجهاتها الذاتية واحسب الحل الذي ينطلق 
من Ly =2y'=0‏ 

حول 0 = Sy"‏ نظام من المرتبة الأولى du Idt =Au‏ 


dt 

هذه المصفوفة ذات النوع 2 × 2 معيبة (لها قيمة ذاتية واحدة» chad‏ ولا 
يمكن تقطيرها). احسب "© من المتسلسلة .....+/4+: واكتب الحل ceu‏ 
TE E {sih‏ سا ae ae = y A "M A y‏ 

منطلقا من 4 GREY 3y,‏ من أن | |= u‏ يحقق0- y‏ 

نفرض أن ote‏ الأرانب + وعدد الذئاب sly w‏ تتحكم بها المعادلتان 


: التفاضليتان‎ 
SE =4r - 2w, 
dt 
dw =T + W 
t 


(ب) إذا کان فى البدء 200 - Lod » ۲300 ,w‏ هو عدد كل منها فى 
اللحظة ؟ 
(ج) بعد زمن طويل» ما هى نسبة عدد الأرانب الى عدد الذئاب؟ 


أوجد القيم الذاتية لكل من المصفوفات : 


6غ | 


١١ موه8‎ 


\¥-2-0 


فسا 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ENT‏ 


Î a=|2 0 (ب)‎ 4 - =|! id 

o 4= .‏ ل !|42 ج 
قرر فيما يتعلّق باستقرار أو عدم استقرار النظام dv/dt = ydw/dt =v‏ 
« هل يوجد حل متخامد؟ 


إنطلاقاً من الأثر والمحددةء عند أى قيمة للزمن ۲ تتغير المصفوفات التالية 


من مستقرة بقيم ذاتية حقيقية إلى مستقرة بقيم ذاتية مركبة الى غير 


3 تف‎ 
k a 0 4-t Jya 
asfi ah ali trh esli | 


F 0 3 0 
ST =Au=|33 0 4| 
t 04 0 
مصفوفة قائمة ئمة وأن‎ e ‘Ole ele دون‎ ccd Ol لادا متك‎ 
»اا سيكون ثابتاً ؟‎ (t) I = دن‎ + uh + نا‎ 
المعادلة التالية متناظرة - تخالفية‎ 
a 0 če -b|*1 
ff =Auz=l|-c 0 a || H2 
dt b-a Olu 


)|( اكتب gu" uu’‏ أكل 001 = oe E‏ وت ند + 
(ب) استتنج of‏ الطول 

(ج) أوجد القيم الذاتية للمصفوفة A‏ ; 
سيدور الحل حول المحور au OY w= (a,b,c)‏ هو «الجداء المتصالب 


(الخارجى )) xw‏ 1 - المتعامد مع كل من U gW‏ . 


Gol ut +05 + دن‎ 


Af: 


اا 


\o-£-0 


LST 


\V-2-0 


\A-2-0 


۱۹-2-0 


ك 


الحبر الخطي وتطبيقاته 
ما هى القيمة الذاتية ۸ والتواتر o‏ المتعلّقين بالمعادلة : 


ld 


du -|3 4 
a | 43 


7 


or 


at 
VV) اكتب الحل العام كما فى المعادلة‎ 
: حل معادلة المرتبة الثانية‎ 


= BUT gi 


س 


z 
du J- «1j, 
4 HE 


في معظم التطبيقات» تظهر معادلة المرتبة الثانية مثل 0= » )+ »۸ء 
حيث تضرب مصفوفة الكتل M‏ بالمشتقّة الثانية . عرض SIL‏ الأسية 
الصرفة "= » وأوجد مسألة القيمة الذائية المعممة التى يجب أن 
تحل بالنسبة التواتر ه والمتجه + . 

في المعادلة 0= مره-' +“ cu‏ تمثل F‏ مصفوفة احتكاك . عوض بدالَة 
أسية r‏ واو tom‏ مسال فة ذاتة تربيعية NS‏ 

أوجد للمعادلة E)‏ 1( في النص» حركة الكتلة الثانية إذا كانت الأولى 


0 i | ET a amaai E 43 
! | , »'- | | حيث‎ er -0 فل صل مت في اللحظة‎ 


Lhe‏ و3 

: يكن كتابة مصفوفة أثرها صقر بالضورة‎ 
f | él b+c 
a P -a | 


برهن د قيمها الذاتية حقيقية فعا عندما تكون a +b >c‏ 


l ' | 2 J 
Hj =|0)| a HH a }O 3 6] u. 
١ 0 4 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية s Yo‏ 


o‏ ه المصفوفات المركبة : المتناظرة » الهرميتية القائمة و الواحدية 

لم يعد من الممكن العمل بالمتجهات والمصفوفات الحقيقية» فقط . في النصف 
الأول من هذا الكتاب حيث كانت المسألة الأساسية هي ط=×4 » كان من المؤكد أن × 
سيكون Lie‏ عندما يكون كل من 8و4 AU ae‏ مالم يكن هناك حاجة 
للأعداد المركبة . لقد كان ذلك LS‏ ولكنه لم يكن قادرا على المشاركة بأي شيء 
مس Zo ese T‏ الك ele ol!‏ قوع ادر اممف امل سحو 
أعداد حقيقية» لكن القيم الذاتية (مثل الدوران) يكن أن تكون مركبة . 

لذلك» سنقدم هنا C”‏ مع فضاء المتجهات التي مركباتها أعداد مركبة . يتبع 
جمع المصفوفات وضربها القواعد السابقة ذاتها . لكن طول المتجه يختلف عن صورته 
السابقة . لو كان" cilia “tte‏ فإن طول المتجه (Li)‏ سيكون صفراً: 0= TH‏ 
بينما يجب أن يكون طوله VZ‏ مربّع الطول HN‏ يفرض علينا هذا التبديل في 
حساب الطول سلسلة كاملة من التغييرات الأخرى . الجداء الداخلى لمتجهين ومنقول 
مصفوفة وتعريف التناظر» والتناظر - التخالفي والمصفوفات القائمة» كل ذلك يحتاج 
الى تغيير بسبب وجود الأعداد المركبة. في كل حالة» يتطابق التعريف الجديد مع 
القدي عندما تصبح المتجهات حقيقية . 

لقد أحصينا كل هذه التغييرات فى نهاية هذا البند وستكون هذه القائمة كافية 
بصورة عملية للانتقال بين ا حالتين الحقيقية والمركبة ونأمل أن تكون مفيدة للقارئ . 
تحوى هذه القائمة Lal‏ من أجل كل صنف من المصفوفات أفضل المعلومات المعروفة 
عن مواقع قيمها الذاتية. بصورة خاصة» نريد أن نكتشف كل ما يتعلق با مصفوفات 
التناظرية : أين تقع قيمها الذاتية وماهي الأمور الخاصة بالمتجهات الذاتية ؟ إن ذلك› 
من الناحية العملية» أهم مسائل نظرية القيم الذاتية» لذلك ندعو مقدماً للانتباه الى 
عستين الاسناسكين: 


. للمصفوفة المتناظرة قيم ذاتية حقيقية‎ .١ 

۲. يكن إختيار متّجهاتها الذاتية متعامدة . 
من الغريب» لبرهان كون القيم الذاتية حقيقية» تنطلق من الإمكان المعاكس- 
وهذا ينقلنا إلى الأعداد المركبة والمتجهات المركبة والمصفوفات المر كبة . التغيير ات سهلة 
وهناك فائدة إضافية : سنجد بعض المصفوفات المركبة التي لها قيم ذاتية حقيقية 
ومتجهات ذاتية متعامدة نظامية . إنّها المصفوفات الهرميتية» ولقد رأيناء وسنرى فيما 
بعد» آتها تضم المصفوفات المتناظرة الحقيقية وتشترك معها في كثير من الخواص 


ell 
الأعداد المركبة ومرافقاتها‎ 


من المحتمل أن يكون القارئ على معرفة بالأعداد المركبة . وبا LSÍ‏ نحتاج» 
فقط » إلى الأمور الأساسية منها فسيكون من السهل تقد مراجعة مختصرة (الفكرتان 
المهمّتان هما المرافق المركب والقيمة المطلقة) ‏ الكل يعرف أن العدد jis i‏ المعادلة 
ail ci -1‏ عدد تخيّلي بحت وكذلك مضاعفه ib‏ » حيث b‏ عدد حقيقي . مجموع 
عدد حقيقي وآخر تخيلي هو عدد مركب atid‏ ؛ ولقد مثل بصورة طبيعية في المستوي 
المركب شكل )0 - 5). 

الأعداد الحقيقية (حيث 0- 5) والأعداد التخيّلية (حيث 0= (a‏ محتواة» 
كحالات خاصة في الأعداد المركبة» إِنّها تقع على واحد من المحورين» الإحداثيين . 
يجمع العددان المركبان وفق القاعدة : 


(ك (a+ ib)+(c+id)=(at+c)+i(b+‏ 
ويضربان باستخدام القاعدة 1-= :: 


(a + ib\(c + id) = ac + ibc + iad + bd = (ac - bd) + i (bc + ad). 


| الذاتية والمتجهات الذاتة yy‏ 


imaginary axis 


b+ r=latibl a +ib=re® 
رم + فى - ثم‎ | 
| ظ‎ | 
| 7 b 
| eee 
/ | 
fo 1 | E 
7 real axis 
| 
| 
| 
i 
| 
| 
| 
| 
» | 8 
—bh a-ib=atib=re* 


العدد ا مركب ال مرافق للعدد a tib‏ هو العدد -ib‏ © وذلك بعكس إشارة ا جزء 
خَيلى منه . هندسيّاً» إِنّه نظير الأول بالنسبة للمحور الحقيقى ؛ أي عدد حقيقى مرافق 


a: 


لنفسه . يمثل المرافق بشرطة تعلوه atid = a-ib‏ . للعدد المرافق ثلاث خواص 


: مرافق الجداء يساوى جداء المرافقين‎ (1) 
(\) (a+ ib) + ia) = we-ba) -i c+ ad = (a+ id) +4 id). 


( مرافق المجموع يساوي مجموع المرافقين : 


=ato-i b+ = (at ib) + (c+ io.‏ وو ع و وه لون 
(Y)‏ جداء أي عدد atib‏ برافقه -ib‏ » يساوي عدداً حقيقياً وهو مربّع طول 
الوتر فى الشكل (5-0). 
(Y) (a+ ib) a-ib) =a’ + b* =r.‏ 
هذا البعد يسمى القيمة ا مطلقة للعدد الأصلى atib‏ (أو قياس ( ويرمز له بإضافة 
قطعتين رأستين latibl=r =Va' +b?‏ 


SYA‏ اجير gal‏ وتطبيقات 


أخيراًء يربط علم OULU‏ الضلعين ba‏ في المثلّث القائم بالوتر» . بالعلاقتين : 
b=rsinea‏ ,0 7,05 ع قن 

بتر كيب هاتين العلاقتين ننتقل الى الاحداثيات القطبية : 

(۳) a+ ib =r (cos + i sin 0) =re”. 

هناك حالة خاصة (tage‏ وذلك عندما يكون القياس + مساوياً الواحد. يكون. 

عندئذ» العدد المركب هو 6 «زك: +0 «c= cos‏ إِنّه واقع على دائرة الوحدة في المستوي 
المرب . عندما تتحوّل 6 من الصفر إلى ×2 6 يدور العدد المركّب *» حول نقطة الأصل 
ببعد نصف قطري ثابت .1 = 08 + le) = cos20‏ 
مثال : جداء :3+4 - × بمرافقة × يساوي مربّع قيمته المطلقة : 

xx =(3 وده‎ - 41) = 39122 so r=|x| =5. 


لاجم 59 للتقسيم على العدد 3+41 » اضرب البسط والمقام بمرافق هذا العدد : 


2+1 _ (2+1) (3-41) _ 10-51 


344i (344i) (3-41) 25‏ 
بالإحدائيّات القطبية يكون الضرب والتقسيم أسهل من ذلك : 


لجداء ,68 a,‏ فی aA‏ ؛ القيمة المطلقة rf.‏ والزاوية ,0+ 0 


= 


E WE id, he s k 
8-8 والزاوية‎ /r, القيمة المطلقة‎ sre? على‎ re) لخارج فسمة‎ 


الأطوال والمنقولات في الحالة المركبة 

لنعد إلى الجبر الخطي ولنقم بتحويل من الحقيقي الى المركب . أوّل خطوة هي 
قبول المتجه المركب» الأمر الذى لا he‏ مشكلة : بالتعريف» يتكون الفضاء "© من 
جميع ا منجهات التي لها ۲ مركبة مركبة : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 2 


| 
ibj.‏ + روك x= , Kj‏ 
An‏ 
يجمع المتجهان y‏ اهنا Lal‏ مركبة إلى مركبة» لكن الضرب بعدد يجري 


بأعداد مر LS‏ . كما سبق» تكون المتجهات ۷...۲ مرتبطة خطياً إذا وجد تركيب غير 
l‏ « م+...+ cy‏ مساوياً الصفر ؛ يمكن للأعداد waa c‏ یات 
الوحدة الاحداثية موجودة في ”© وهي هنا مستقلة خطياً » أيضاً » وتكون أساساً . 
لذاء Old‏ "© فضاء متحهات عدد أبعاذه 71 . 

لقد أكدنا سابقاً أنه لا بد من أن يتغيّر تعريف الطول؛ مربّع عدد مركب ليس 
بالضرورة عدداً مو جباً “Oly‏ «+....+ ×= امااغير مستخدم هنا . التعريف الجديد طبيعي 
قاماً: لقد استعيض عر 3 بقياسها w‏ ويحقّق عندها الطول : 


(2) 


2 + [ | 
2 - 41 ١ 


في حالة المتجهات الحقيقية» يوجد ترابط بين الطول والجداء الداخلى UW sax‏ 
نريد أن نحافظ على هذه الرابطة . لذاء علينا أن نعدّل في تعريف الجداء الداخلى 
بحيث ينسجم مع التعريف الجديد للطول » والتعديل القياسي هو أن نغيّر المتجه 
الأول × في الجداء الداخلي بمرافقة × وهذا يعني أن × أصبحت × ويصبح 
ا جداء الداخلي للمتجهين xy‏ بالتعريف : 


T‏ ظ 
E SHES) Fac Be‏ )0( 


LIE. a 
bll’ =25 و‎ y= 


27 !]عدو‎ | > J 


: y =(4,2 -i ) ,x=(1+i 3i ( هو‎ C مثال نموذجى من الفضاء‎ 


x y=(1-i)4 + زق- فزت‎ =1- 10 


e.‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


وإذا أخذنا الجداء الداخلي للممّجه × بذاته IU‏ نحصل من جديد على مربّع 
الطول : 


x x=(14 i) (1 +i) + (31)3i) = 2 +9 alll. 
أن‎ OV فإنعلينا بعد‎ IU "ye Sled, pe alse y x of لآحظ‎ 
تعير ااا الى 5 ف التجيين في الجداء الداخلى . هناك أشياء جديدة أخرى : إذا‎ 
. © بالعدد‎ bc تغيّر × فأصبح ×» فإن الجداء الداخلي للمتجهين «, × لا يضرب بالعدد‎ 
Sly تغيير بالرمز أكثر من كونه شيئاً آخر‎ a] . إن ما سبق يستدعي تغييراًآخر علينا فعله‎ 
يدمج رمزين في رمز واحد: عوضاً عن الشرطة المستخدمة في المرافق و7 المستخدمة‎ 
في النقل» فان هاتين العمليتين تدمجان في ما يسمى نقل المرافق ويرمز لها بالدليل‎ 
أي أن “د ” × » ويستخدم الرمز نفسه من أجل المصفوفات: منقول‎ HS yall 
: مرافق المصفوفة 4 هو‎ 
CV) (AM), = Aji بالعتاضر‎ A’ =A", 
مثال‎ enam مصفوفة من النوع‎ A Om × ۸ مصفوفة من النوع‎ A إذا كانت‎ 
as 


H 
oe? Gl [ea 4I ð 
4 = [ 5 — 2: 5 ol 
0 0 “ee 


يؤدَي الرمز 4 تمييزاً رئيسيّاً للواقع وهو أنه عندما تكون AS ps poll‏ فمن 
النادر جداً أن نسعى الى نقل 4 فقط » بل نقل المرافق أو النقل الهرميتي وهو الملائم 
فعلاً لكل الحالات '. يكن تلخيص التغييرات التي يتطلبها استخدام الأعداد ا لمر 25 
بسهولة كما يلى : 


jbl St)‏ إلى المصقوقة Awe A ‘wA‏ علينا أن ننتبه بدقّة للتمييز بين هذا الاسم 
oo gl ine wA dl,‏ أن سارف A‏ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 5 


xy =0 ويكونان متعامدين إذا كان‎ oxy gay الداخلى ل دو‎ ءادجلا)١(‎ oe 

. ااعاا‎ - (x) ge x طول المتجه‎ (Y) 

AR ak < يصبح بعد تغيير كل عنصر بمرافقه‎ (A a aA 
المصفوفات الهرميتية‎ 

لقد تكلمنا في أبواب سابقة عن المصفوفة المتناظرة : ASA‏ سنوستع الآن مفهوم 
التناظر بعد أن تعرفنا على المصفوفات ذوات العناصر المركبة . ليس التعميم الحقيقي 
هو ا مصفوفة التي تساوي منقو لها بل ا مصفوفة التي تساوي منقول مرافقتها . هذه هي 
التي نسميها المصفوفة الهرميتية . إليك مثالاً غوذجياً: 


(v) int. =. * i | SAN 


3 + 31 


LY‏ أن على عناصر القطرء أن تكون حقيقية وهي لا تتغيّر عند أخذ مرافق 
المصفوفة. كل عنصر غير قطري يقابل خياله في مرأة القطر الرئيسي و 3-3 gil a‏ 
للعدد :3 + 3ف يكل الأحوال » سيكون .©  -‏ . وسيوضح هذا المثال الخواص 
الأربع الأساسية للمصفوفات الهرميتية . 

سيكون هدفنا الأساسى هو إثبات هذه الخواص . ومن الضروري التأكد من 
جديد أن هذه الخواص تتحقّق» أيضاً. من قبل المصفوفات التناظرية ؛ فمن المؤكد أن 
مصفوفة تناظرية هي هرميتية . من أجل المصفوفات الحقيقية» لا يوجد فرق بين 4و 
"4 » السؤال الرئيسي هو ماالأشياء التي لا يغيرها النقل . إذا وجد ذلك فان القيم 
الذاتية تبقى حقيقية كما سنبرهن ذلك . 

الخاصة ١‏ إذا كان =A‏ ۸ فان لكل متجه مركب × » يكون ×4 + حقيقياً. هناك 
إسهام من كل عنصر من 4 في x Ax‏ : 


Evy‏ الحبر الخطى وتطبيقاته 
Inu Suv +t 3+ Suv $34 Wee.‏ = 


الحدان الناتجان عن العنصرين القطريين حقيقيّان POY‏ »ا2=» 2u‏ 
وا دا 5=« 21 GÍ,‏ الحدان الناتجان عن العنصرين غير القطريين فانهما مترافقان. 
لذاء إذا جمعا معا ينتح عن ذلك مثلي الجزء الحقيقي ل uv‏ (:3- 3) أي أن ل ×4× 

من أجل برهان عام لهذه الخاصة» يمكننا حساب "4 ). سوف نصل الى 
مرافق المصفوفة Ax‏ + التي هي من النوع 11 ولكئنا سنصل فعلاء من جديد» 
Ag =x Ay ok Ax Tadd Stal!‏ . وهذا يعني أن هذا العدد حقيقي . 

الخاصة Y-‏ جيمع القيم الذاتية لمصفوفة هرميتية أعداد حقيقية . 

البرهان : لنفرض أن ۸ قيمة ذاتية Oly‏ × هو المتجه الذاتى غير الصفري المقابل 
لهذه القيمة : dx‏ -::4 . الطريقة تستدع ي أن نضرب با مصفوفة x‏ 

a‏ = ×4× . الطرف الأيسر حقيقي بسبب الخاصة )١(‏ كما أن الطرف الأيمن 

Ihe I‏ = د حقيقى موجب وذلك لفرضنا 0+ × . لذلك» فإن على 2 أن يكون 

حقيقياً. نلاحظ في مثالناء 2-8 أو 2--١‏ : 


A A - All = ١ =A* -72 + 10 - |3 - 3i]? 


=A = 8 - عن‎ Bid 5 


ملاحظة : يلاحظ أنه يكن أن يكون البرهان أسهل من ذلك إذا كانت A‏ حقيقية : 


fig, n ظ‎ 
حفيقى‎ A= = 5 لذا‎ x "Ax =×» تعطى‎ Ax =۸ 
- 5 3 


Ales 05% UL فى‎ ced WS «اتديكون مرقا. يكون‎ Manet 


=A"‏ » حيث يمكثنا آن نؤ كد أن ۸ و يبقيان حقيقيين . أكثر من ذلك» الْتّجهات الذانية 
متعامدة 0= y‏ × في المصفوفة المتناظرة الحقيقية و 0= y‏ فى الحالة الهرميتية المركبة . 
الخاصة ” المتجهات الذاتية لمصفوفة متناظرة حقيقية أو هر ميتية » المقابلة لقيم 
ils‏ مختلفة ¢ متعامدة Agia Land‏ 
ينطلق الب هان من المعلومات Ax =Ax,Ay =Ay,A sAr clali‏ : 
(Ay x)" y = (Ay =x" Ay =x" (A2y).‏ )4( 

العددان المتطرفان يحمقان Ax" =2 y‏ لأن العددين ۸ حقيقيان . نستخدم الآن الفرض 
cae,‏ الأمر الذي يفرض النتيجة 0= ally‏ . في مثالنا : 


sin. | + ye Si || | 10 | 4d 
ine Ve = leh bes 
0 3 3-31 |) 3 |_| 0 85 J ei | 
a ia 3 + 3i 6 ركام‎ yall | 


هذان المتجهان الذاتئان متعامدان : 


من الواضح أن أي مضاعفين »/دو 8 /ر يصلحان متجهين ذاتيين . لنفرض LSÍ‏ اخترنا 
| راا lx I, B=‏ =» بحيث يصبح المتجهان B gx/a‏ ۷ متجهي وحدة» فنكون بذلك قد 
نظمنا المتجهين الذاتيين ليكونا بطول يساوي الواحد. Lagi Ley‏ متعامدان Lag p‏ 
متعامدان نظامّان . إذا اختر نا هذه المتجهات الذاتية أعمدة لمصفوفة 5 » فيكو ن لدينا 
S TAS =A‏ (كما كان عندما كانت المتجهات الذاتية أعمدة) . أعمدة المصفوفة المقطرة 
متعامدة نظامية . 

إذا كانت المصفوفة الأصلية A‏ حقيقية ومتناظرة» فإن قيمها الذاتية حقيقية حسب 


٤‏ ابر الخطي وتطبيقاتة 
الخاصة (Y)‏ . و متجهاتها الذاتية متعامدة حسب الخاصة (Y)‏ . هذه olga‏ الذاتية 
حقيقية » أيضاً JEU) e‏ 0-+(27- 4) كما رأينا ذلك عند دراسة الفضاء الصفري فى 
الفصل (۲) ويمكن تنظيم أطوالها لتصبح مساوية الواحد. لذاء يمكنها أن تقع في 
إذا كان aA =A’‏ يكن للمصفوفة ا مقطرة أن تكون مصفوفة قائمة Q‏ . 
إن كون الأعمدة متعامدة نظامية يكافي 1= OO‏ أو "= أن . يصبح التقطير 
المعتاد SAS =A‏ خاصاً - إنه 4 = ©0742 أو 0407 = 4 لقد وصلنا الى أضخم 


نظريّات الجبر الخطى : 
ه س يكن تحليل مصفوفة متناظرة حقيقية وفق ' 4-080 تقع المتجهات الذاتية 
المتعامدة النظامية في © والقيم الذاتية في ۸ . 

في الهندسة أو الميكانيك» هذه هي نظرية المحاور الأساسية . إنها تعطي 
الاختيار الصحيح لمحوري القطع الناقص . هذان المحوران متعامدان ويتجهان فى اتجاه 
المتجهين الذاتيين للمصفوفة المقابلة . (البند ۲-١‏ يربط المصفوفات المتناظرة بمجسمّات 
القطوع الناقصة في فضاء ذي ۸ بعداً). في الميكانيك» تُعطي المتجهات الذاتية 
الاتجاهات الأساسية التي يقع عليها الضغط المحض أو التوتّر الملحض- في الاتّجاهات 
ae |‏ يحصل l Mo gens)‏ 

فى الرياضيّات» يعرف القانون "۸0 0= 4 بنظرية الطيف . إذا ضربنا أعمدة A‏ 
بأسطرها فإن هذه المصفوفة تصبح تركيباً لمساقط وحيدة البعد - التى هي المصفوفات 
Nex Leth‏ وا 


xt 


xt. 


= RES + Asx; "° + AX aa 


e۳0 الذاتية والمتجهات الذاتة‎ i! 


لمصفوفتنا old‏ النوع 2 2 القيمتان الذاتيتان (3) و (1) : 


1 : Jl 


w| bo] = 


n| =‏ ت t|‏ 
= ايم = | ړم 


المتجهان الذاتيان اللذان Jae‏ طولاهما الى الواحد» هما : 


Aj = 


ela] esli) 


لذا فإن المصفوفتين الواقعتين فى الطرف الأيمن هما »دو × - جداء عمود بسطر- 
إنهما المسقطان على المستقيم الحامل ل × والمستقيم الحامل ل ,×. 

نؤكد أن ذلك هو التقطير AS”‏ ك= 4 نفسه المعتاد. لقد خصص ب 0 - كو 
"© =" ىء وعلاوة على ذلك» يجزأ الى أجزاء منفصلة بحيث تعطي كل قيمة ذاتية 
قطعة : النتيجة هي بناء كل مصفوفة متناظرة من مساقط ذوات بعد واحد- وهي 
مصفوفات متناظرة من رتبة تساوي الواحد . 
ملاحظة : إذا كانت مصفوفة حقيقية وصدف أن كانت قيمها الذاتية حقيقية» فإن 
متّجهاتها الذاتية حقيقية» أيضاًء إِنّها تحل 0= ×( -A‏ 4) ويمكن حسابها GILL‏ 
لكنها ليست متعامدة إلا إذا كانت A‏ متناظرة : QAQ‏ 4 يؤدّى الى ۸= A‏ 

إذا كانت المصفوفة حقيقية» إلا أن بعض قيمها الذاتية مركبة» فان هذه القيم 
الذاتية تظهر على صورة أزواج مترافقة . إذا كان +ib‏ © قيمة ذاتية ‏ ملصفوفة iiis‏ 
فإن Lala -ib‏ إن محدّدة 21 - 4 كثيرة حدود بمعاملات حقيقية» ولمثل الكثيرة 
الحدود code‏ تكون الجذور المركبة أزواجاً. في المصفوفة ذات النوع 2 × 2ء يحوي 
قانون الدرجة الثانية الحد -4ac)”‏ ط) . 


د الخبر الخطي وتطبيقاته 


ded‏ : بقول دقيق + لقذ برهنت نظرية الطيف =OAQ‏ 4 » فقط » في الحالة التي 

تكون فيها القيم الذاتية للمصفوفة A‏ مختلفة ء لذاء فإن هناك» clase‏ «من المتّجهات 
الذاتية المستقلة» ويمكن تقطير 4 بأمان . مع ذلك (انظر البند 10( e‏ فمن الصحيح أنه 
إذا كان لصفوفة متناظرة قيم ذاتية مكرّرة » فإنها تبقى مع ذلك ذات مجموعة كاملة من 
ا متجهات الذاتية ا متعامدة النظامية . ا حالة القصوى هى مصفوفة الوحدة التى تقبل ٠‏ 
1= قيمة ذاتية مكررة ۸ مرة - لا يوجد نقص في المتجهات الذاتية . 

لانهاء as MIL‏ نحتاج الى مشابه للمصفوفة الحقيقية القائمة - وبامكانك 
أن تخت ماقا سيحدث للشرظ وه . سيحول اقل الى تقل «eSB‏ رصبم الشرط 
UU -1‏ ا حرف Usd‏ يعكس الاسم الحديد . تدّعى مصفوفة مركبة ذات أعمدة 
متعامدة نظامية مصفوفة واحلية . 
المصفوفة الواحدية : 

هل يمكننا أن نفرض التشابه التالي ؟ يكن مقارنة مصفوفة هرميتية مع عدد 
حقيقي » ومصفوفة واحدية بعدد واقع على دائرة الوحدة - عدد مركب تساوي قيمته 
المطلقة الواحد . من أجل القيم الذاتية لهذه المصفوفات» ستكون المقارنة أكثر من تشابه : 
الأعداد ۸ أعداد حقيقية إذا كان A =A‏ وتقع على دائرة اوسا كان 1 - U'U‏ 
ستكون المتجهات الذاتية متعامدة ويمكن جعلها متعامدة نظامية 

لقد أثبتت هذه القضايا من أجل المصفوفات الهرميتية (بما في ذلك المتناظرة) 
ولكنها لم تبرهن من أجل المصفوفات الواحدية (بما فى ذلك القائمة) : لدا ستسعى 
مباشرة الى خواص ا الثلاث التي تقابل الخواص ١‏ , ؟ , ”7 للمصفوفة 4 . ولنتذكر أن 
ld U‏ أعمندة متعامدة نظامة : 


)1( ستقارن فيما بعد المصفوفات «الهرميتية - التخالفية» بأعداد تخيّلية بحتة والمصفوفات 
"النظامية ' بأعداد مركبة + ». المصفوفة التي متجهاتها الذاتية غير متعامدة لا تقع في هذه 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية Sry‏ 


ut =u! أو‎ uu" =1 أو‎ U" U =٦ 
يؤدي ذلك مباشرة الى الخاصة (1) » لايؤثر الضرب ب0ا على الجداء الداخلي أو‎ 
. الزاوية أو الطول . البرهان» كما كان من أجل © » بسطر واحد» فقط‎ 
: أن الطول محفوظ‎ ad )« =× و (باختيار‎ (Ux U y)=x U Uy - y ۷ الخاصة‎ 
(\\) luxll = llxll. 

الخاصة التالية تعين مواضع قيم ‏ الذاتية» كل ۸ في نقطة من دائرة الوحدة. 
الخاصة 7 لكل قيمة ذاتية للمصفوفة لا قيمة مطلقة ١121-1‏ . 

ينتج ذلك مباشرة من العلاقة ×ة= Ux‏ وذلك بالمقارنة بين طولى الطرفين 
: ااعناا = Use‏ » استناداً الى الخاصة (V)‏ ولكن FATIH‏ = ااعداادائماء لذاء فإن 
1121-1 . 
الخاصة ” المتجهات الذاتية المقابلة لقيم ذاتية مختلفة متعامدة فيما بينها . 

يمرض البرهان أن Uy =Ay $ Ux =hx‏ ومحري کیا داتعلا و دستند ال 
الخاصة ١‏ : 

xy = ) Ux )" (Uy) = (AD Aay) = A 14, 

إذا قارنًا الطرف الأيسر بالطرف e I‏ نحد أنّه يجب أن يكون ١‏ -.12 أو Kys‏ 
0. لكن الخاصة 7 تعطي 1= ,213 لذافلا يمكن أن يكون أيضاً 1 =,۸ ,۸ ينتج 
عن ذلك أن 0= xy‏ والمتجهات الذاتة متعامدة. 


cost -sint 
sin t cos t 


~ ١ شال‎ 


القيمتان الذاتيتان لهذا الدوران هما "ء, ٠"‏ بقيمتين مطلقتين تساويان الواحد . 
المتجهان الذاتيان هما ( :-.1) x=‏ و (Li)‏ = بر وهما متعامدان (تذكر isb OL‏ 
الأراقق فى 0 = اداد راء بعد اليم على Olena, V2‏ مامد تام 


SVA‏ الجبر الخطي وتطسقاته 


cost -smtj_ 1] i ille | E 4 
| sin t cost] J3 -i i a J 1 -i 


ننبّه الى أن إشارتى : , :- تنقلبان عند النقل . فى الحقيقة» الطرف الاين هو جداء 


ثلاث مصفوفات واحدية وينتح مصفوفة واحدية في الطرف الأيسر. المغال التالى هو 
أكثر المصفوفاث الواحدية أهمية. 


0 | مصفوفة فورية‎ Y مثال‎ 
ee oo 8 wn 
Vn Vn 1 0-1 (n-1)? 
W W 


Vin pola‏ يرد الأعمدة الى متّجهات وحدة . (القيمة المطلقة لكل عنصر تساوي 
الواحد. لذاء فإن طول كل عمود من المصفوفة الأصلية ۴ يساوي VT‏ كون 
U UE]‏ هو المتطابقة الأساسية فى تحويل فوريه المنتهى » ولتعد الى ذاكرتنا النقطة 
الأساسية من البند )0-0( 


l 2 n =], ; H 
—(l+w +w +..." (=0 هو‎ U بالعمود 2 من‎ U جداء السطر 1 من‎ 
(tw +w +...+w )=0 جداء السطر 1 من 1ا بالعمود من ا هو‎ 


۴ 2 1 
جداء السطر من "ا بالعمود زمن U‏ هو0 = WH FAW")‏ 


فى الحالة الأولى» العدد المركب هو الجذر الأصلي (الأول) من الدرجة n‏ 
للواحد. č)‏ واقع على دائرة الوحدة» زاويته 9-27 . إنّه يساوي " ce‏ قواه 
موزعة بالتساوى على دائرة الوحدة . يحقق هذا التوزيع كون مجموع جميع قوى W‏ 
التي عددها ‏ جميع جذور الدرجة للواحد_يساوي الصفر . جبرياًء هذا المجموع 
هو (0-1) /(1- ) ولكن 0= 1 - س . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۳۹ء 


في الحالة الثانية » ۷ هي قوة ل« . إِنّها "س وهي» أيضاًء جذر للواحد. Lg}‏ 
ليست الجذر الأول للواحد » وذلك لأننا لم ننظر في pols‏ قطر 800 أي fri‏ 
مجموع قوى ۷ يساوي الصفر» أيضاً : 0= (1- 1(/)18-”17) . 

وهكذا وجدنا أن لا مصفوفة واحدية . لقد كتبنا من قريب معكوسها_الذى له 
الصورة ذاتها عدا الاستعاضة عن «ب wae = wo‏ الآن Sa‏ على ما حدث . 
لا كانت U‏ واحدية فانّنا جحد معكوسها بالانتقال (الذى لا يغير شيئاً) وأخذ المرافق 
(الذى pe‏ « إلى (Cw‏ معكوس ] هذه هو „U‏ 

استناداً الى '1 من خواص المصفوفة الواحدية» فإن طول المتجه يساوي طول 
Ux‏ . الطاقة في فضاء ما تساوي الطاقة في متّحوّل هذا الفضاء . والطاقة هي المجموع 
x‏ وهي Lal‏ مجموع الطاقات فى مختلف «المتوافقات» . يحوي متجه مثل 
OLS × = )1,0,...,0(‏ متساوية من كل مركبة للتواترء المتجه Ux = )1.1.....1(/ Vn‏ هو 
متجه وحدة. 

ES‏ عدبا رای ا ای 
مثال Y-‏ 


Ooo © 
Om © 9 


l 
) 0 
0 
0 


هذه المصفوفة مصفوفة قائمة» لذاء استناداً» الى ”7 » يجب أن يكون لها متجهات 
ذاتية متعامدة . إِنّها أعمدة مصفوفة فوريه ! يجب أن يكون لقيمها الذاتية قيم مطلقة 
تساوى الواحد . إِنّها الأعداد ' "س....., برا (أو ii‏ فى هذه الحالة: 4 4 ) . 
ِنْها مصفوفة حقيقية» لكن قيمها الذاتية ومتّجهاتها الذاتية مركبة . 

ملاحظة أخيرة . تحقّق المصفوفة الهرميتية التخالفية ×-= × تماما PALS‏ 
مصفوفة تناظرية تخالفية KK = -K‏ تنتجح خواصها مباشرة من ارتباطها القريب مع 
المصفوفات الهرميتية : 

إذا كانت 4 هرميتية فان =A‏ × هرميتية تخالفية . 


القيم الذاتية للمصفوفة × UGE‏ بحتة بدلاً من كونها حقيقية خالصة» لقد 
ضربنا ب i‏ . المتجهات الذاتية لم تتغير . يودي المثال الهرميتى الوارد فى الصفحات 
السابقة الى : 


oe 21 3 + 31 | 
K =iA =| syi g 


PE ee 


العناصر القطرية مضاعفات (باستثناء الصفر) :. القيم الذاتية هى :8 , i‏ 
تبقى المتجهات الذاتية متعامدة ويبقى لدينا K =U AU"‏ بمصفوفة واحدية U‏ عوضاً 
عن المصفوفة الحقيقية © القائمة» و ب -i Bi‏ الواقعة على قطر ۸ . 


يلخص هذا البند بالجدول الذي يمثل التوازي بين الحقيقي AS Ms‏ 
الحقيقى مقابل المركب 


#فضاء متجهات ب ١‏ مر كبة حقيقية به #افضاء هات بم مر AS‏ م 1S‏ 


2 7 CP A 8 alt Be , 
Ie = be | + ... #ر+...+ ×= ااعاا ج الطول: | ماج‎  : الطول‎ 


Fi 


ae | “, a E fe 
Ai = Aj النقل الهرمينيى:‎ Aq = 4: النقل:‎ 


(apy =p a" عن‎ UB FA 


الجداء الداخلي ,لا ×+ ... x y =X, yit‏ جه الحجداء الداخلى, لام × + 7 + لإ xy = X‏ 


(Ax)'y=x' (Aly) (Ax) =x" (Ay). 
x’ y =O deladl oxy =0 العامد:‎ 
A =A : مصموفات تناظرية : 4-4 جه مصفوفات هرميتية‎ 
4 = 0۸01 = 0407 حقيقية)‎ ۸( A = VAU! = UAU" ) حقيقية‎ A) 
Mok ج> مصفوفات هرميتية تخالفية‎ ko =k مصفوفات تناظرية تخالفية‎ 
vty =I أو‎ ' =u مصفوفات قائمة "7 0-'0 أو 0-1 '0 جه مصفوفات واحدية‎ 
اعا دااع ا‎ 9 (vx "يد زوم‎ y <> و الع ااك اعت ا‎ (Ox) (Qx)=x y 
IN - 1 متعامدة نظامية وكل‎ U الأعمدة والأسطر والمتّجهات الذاتية من © و‎ 


"0-65 


0-0-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية \ $$ 


تمارين 


من أجل العددين المركبين : - 1 و :3+4 

. أوجد موضعيهما فى المستوي المركب‎ (I) 

(ب) أوجد مجموعهما وجداء هما ; 

(ج) أوجد مرافقيهما والقيمة المطلقة لكل منهما . 

هل يقعان داخل دائرة الوحدة أم فى خارجها ؟ 

ماذا يمكنك أن تقول حول : 

)١(‏ مجموع عدد مركب ومرافقه ؟ 

Gil» CY)‏ عدد يقع على دائرة الوحدة ؟ 

(Y)‏ جداء عددين واقعين على دائرة الوحدة ؟ 

)£( مجموع عددين واقعين على دائرة الوحدة f‏ 

إذا كان e y 1+3: ,x=2+i‏ فأوجد ر xy, x,‏ ×× × . تحقّق من أن 
القيمة المطلقة ادا تساوي جداء ادا ب ااا والقيمة المطلقة | ×/1اتساوي 
خارح قسمة 1 على اندا. 

أوجد العددين b a‏ من العدد المركب ib‏ ه الواقع على دائرة الوحدة 
عند الزوايا 60,900 ,300 = 8 . تحقّق. بضرب» مباشر» من أن مربع 
الأول يساوي الثاني وأن مكحب الأول يساوي الثالث . 

(أ) إذا كان "=× فماهو ×, ' +  ,‏ في الاحدائيّات القطبية ؟ 

أين يقع العدد المركب الذي يحقّق ×= ؟ 

(ب) فى اللحظة 0= ؛» يكون العدد المركب 1 -"* ''ء مساوياً الواحد. 
ارسم الخط الذي يرسمه عندما تزداد امن الصفر الى 27 . 


۷-0-0 


\*-0-6 


1-0-0 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


أوجد طولى المتجهين التاليين وجداء هما الداخلى : 


2 + 41 
4 | و‎ a 


اكتب المصفوفة ”4 واحسب C=A A‏ إذا كانت 


ra 
4i | 


: 


|b a U 
a|! 0 1 


مهي العلقة بين © ؟ هل ذلك صحيح عندما تنشأ AA pë‏ 
)١(‏ بالمصفوفة السابقة A‏ » استخدم الحذف لحل Ax=0‏ 

(Y)‏ برهن أن الفضاء الصفري الذي انتهيت من حسابه متعامد مع 
(4)#.وليس مع فضاء الأسطر F(A")‏ المعتاد . الفضاءات الأساسية 
الأربعة في الحالة المركبة هي RA) NA)‏ كالسابق ثمء RA")‏ 
wt)‏ 

(I)‏ ما هى محددة A”‏ بدلالة محدّدة A‏ ؟ 

(ب) برهن أن محددة أي مصفوفة هرميتية هي عدد حقيقي . 

(أ) ماهو عدد درجات الحرية في مصفوفة متناظرة حقيقية » فى مصفوفة 
قطرية حقيقية» وفي مصفوفة حقيقية قائمة ؟ (الجواب الأول هو مجموع 
الجوابين الآخرين 6 AQ OY‏ 4-0.) 

(ب) برهن أن للمصفوفات الهرميتية من النوع 3×3 تسع درجات حربة 
وللمصفوفات الواحدية ست . (يمكن ضرب أعمدة U‏ الجديدة بأى عدد 
عن الشكل Ce?‏ 

أكتب المصفوفآت التالية بالضورة Arat‏ ع حرم ۸ لنظرية الطيف : 


5-17 of =li أذ‎ 


1-0-0 


۳-0-0 


\£-0-0 


| ٥-0-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية E‏ 


: سبب الصحَة ومثالاً معاكساً في حالة الخطأ‎ bel 

)1( )13 كانت A‏ هرميتية فان 17+ 4 قابلة للعكس . 

)1( إذا كانت © قائمة فان 7 + + © قائمة Lal‏ 

)1( إذا كانت A‏ حقيقية فان 77+ 4 قابلة للعكس . 

افرض أن A‏ متناظرة من النوع 3 × 3 » قيمها الذاتية 0,1,2 . 

(أ) ما هى الخواص المضمونة للمتجهات الذاتية الواحدية المقابلة Euv wJ‏ 
(ب) بدلالة vw‏ » صف الفضاء الصفرىي» الصفرى اليسارى» فضاء 
الآ A Sita edly‏ 

)>( أوجد متجھا x‏ يحقّق Ax =v tw‏ . هل هو وحيد ؟ 

(د) تحت أي شروط على ( يكون للنظام ط = ×4 حل ؟ 

(ه) إذا كانت uvw‏ أعمدة 5. فما هي ' 5 و ESTAS‏ 

فى القائمة الواردة أدناه » أي صنف يحوي المصفوفة 4 وأيها يحوي 


المصفوفة 8 ؟ 


TEL 0100 
411411 10010 
STITT + ** ln 66% 

Fii 1000 


قائمة» قابلة للعكس » إسقاط » مبادلة» هرميتية» من المرتبة col‏ قابلة 
للتقطيرء ماركوف . أوجد القيم الذاتية ل 4و 8. 

ما هو عدد أبعاد الفضاء 5 لجميع المصفوفات المتناظرة الحقيقية من النوع 
× ؟ تقول نظرية الطيف إن كل مصفوفة متناظرة تركيب ل« من 
مصفوفات الاسقاط . با أن عدد الابعاد هنا يزيد على on‏ كيف يكن 


تعسير هذه الزيادة y‏ 


£٤ 


۱1-0-0 


۱۷-۵-0 


\A-—0-0 


\4-0-0 


۲۹-0-۵ 


Y\-0-0 


اكتب الوقائع ذوات الشأن المتعلقة بالقيم الذاتية لما يلي : 
)١(‏ مصفوفة متناظرة حقيقية 
(Y)‏ مصفوفة مستقرة: جميع حلول المعادلة Au‏ = :4/4 تتقرب من 
الصفر 
(Y)‏ مصفوفة قائمة 
(E)‏ مصفوفة ماركوف 
)0( مصفوفة معيبة (غير قابلة للتقطير) 
)1( مصفوفة شاذة 
برهن أنه إذا كانت كل من U‏ و ۷ واحدية» فان 0۷ تكون كذلك . استخدم 
المعيار =I‏ ل“ U‏ 
برهن أن محددة مصفوفة واحدية تحقق 1 - | 6:07 | ولكن المحددة 
ليست» بالضرورة» مساوية الواحد. صف جميع المصفوفات الواحدية 
من النوع 2 2. 
أوجد عموداً WU‏ لتصبح المصفوفة التالية واحدية . مامقدار الحرية في 
هذا الاختبار؟ 

| 1V3 iN2 

U=|1V3 0 

i3 2‏ 
قطر المصفوفة الهرميتية-التخالفية × ذات النوع 2 ×2 والتي جميع 
عتاضرها تساوى i‏ اخسب ك mse"‏ + وتحقق من أن "م واحدية. 
ماقيمة مشتقتها عند 0= ؟ 
صف جميع مصفوفات النوع 33 التي تتصف بكونها هرميتية وواحدية 
وقطرية في وقت معا . كم واحدة نجد مثل تلك المصفوفة؟ 


۲۲-0-0 


۳-0-0 


۲ 4-0-0 


0-0-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية £20 


يكن تجزئة أي مصفوفة 2 إلى مصفوفة هرميتية وهرميتية AA‏ 
LLE Z =A +K‏ مثل العدد المركب z‏ الذي يجزأ بالصورة atib‏ الجزء 
الحقيقى ل > هو نصف > +: و«الجزء الحقيقى» ل 2 هو نصف “2+2 . 
أوجد قانوناً مشابهاً «للجزء التخيلى» وجزيء المصفوفتين التاليتين 


برهن أن أعمدة مصفوفة فوريه ۴ ذات النوع 44 هي متجهات مصفوفة 
الاو فى YSU‏ 
i gaal‏ المبادلة tS) AUG‏ المصفوفة الدوارة : 
CIEE P+ cP + cP‏ -6(مصفوفة et KSI Lg Lgo‏ 6 
Lal‏ مصفوفة فوريه). أكتب أيضاً المركبات الأربع لجداءمصفوفة 
كتجه Cx‏ الذي هو التغاف كلع عر (cc‏ = ع و( =x,‏ 

ù =] 2 F “iT 5 = Ger mas 5 E 
يمدب‎ owe palo اذا‎ 6 =F AF من أجل المصفوفة الدوارة‎ 
سرعة من الضرب مباشرة ب © ؟‎ AST (قاعدة الالتفاف)‎ F ثم ب‎ ۸ 


Te 1-0‏ التشابه : 
لقد تضمنت كل خطوة فى هذا الباب» ed‏ التركيب 45 eS‏ حيث المتجهات 
الذاتية للمصفوفة 4 قد وضعت أعمدة للمصفوفة 5 والتركيب S7 AS‏ كان مصفوفة 
قطرية (سميت Live CA‏ كانت فرمشناظرة كنا 0 عوضاعة SSS‏ ة باه من الممكن 
اختيار المتجهات الذاتية متعامدة نظامية . في ا حالة المركبة» عندما كانت 4 هرميتية ؛ 
فقد كتبنا 1 » لكنها بقيت مصفوفة المتجهات الذاتية. الآن» في هذا البند الأخير 


PE‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


سننظر في تركيب آخر AM‏ /1- شكل بالطريقة نفسهاء ولكن بأية مصفوفة ILU‏ 
للعكس M‏ تقع في اليمين ومعكوسها في اليسار . قد يصدف أن تكون المتجهات الذاتية 
غير ممكنة التكوين (الحالة المعيبة)» أو أننا لانعرفها أو أننا لانريد استخدامها. 

لنضف Vs]‏ العلاقة بين MAM 9A‏ يقال عن هاتين الملضصفوفتن إنهسا 
متشابهتان . يدعى الانتقال من إحداهما إلى اللأخرى byt‏ تشابه . إنها ا لخطوة الطبيعية 
التي يجب القيام بها عند التعامل مع معادلات تفاضلية أو قوى مصفوفة أو قيم ذاتية 
(LE‏ كما كانت خطوات الحذف طبيعية عندما تعاملنا مع Ax =b‏ (الحذف يضرب A‏ 
فق البسارب ' طخ ولك op OS pad‏ البيين ALLS doles Sha oS Bole (Lo‏ 
من المصفوفات AM‏ ۸» جميعها مشابهة ل 4» وهناك مسألتان أساسيتان : 

)1( ماهي الأمور المشتركة بين هذه المصفوفات M'AM‏ 

(Y)‏ باختيار خاص ل eM‏ ماهو الشكل الخاص الذي يكن أن نصل إليه 
(MAM.‏ 

الجواب الاخير يعطى من قبل صيغة جوردان التي ينتهي بها هذا الباب . 

هن اسح أن تذقر كنف )85 ع هنذا التقببه: )22 Luda! Gl‏ مساو 
تفاضلية أو معادلة فرق بالمتغير cu‏ ولنفرض أننا أجرينا التغيير u =My‏ لإدخال المتغير 
الحديد ov‏ فيكون : 


dv -1 1 dv . du 
““=M°'AMv أو‎ M — =AMy, تنم‎ —— = Au 
dt 3 dt — dt 


Ung, =M'AMv, أو‎ Mva, - 4407, صح‎ Uppi =A 


المصفوفة الجديدة فى المعادلة هى AM‏ 1 . فى الخالة ioH‏ يكون M=S‏ 
ويتفكك النظام AS OY‏ 4-5 قطرية . تتطور النماذج النظامية بصورة مستقلة . إذا 
تكلمنا بلغة التحويلات الخطية التى قدمت قبل » فإن المتجهات الذاتية قد اختيرت 


اقيم الذاتية والمتجهات الداسة ۷ 


بحيث تكون قاعدة للفضاء . إن ذلك هو أقصى تبسيط» لكن تبسيطات أخرى أقل 
تطرفا مستعملة أيضاً . نحاول أن Jad‏ العمل AMS‏ 34 أكثر سهولة من العمل ب 4. 

السؤال الأول كان حول جماعة المصفوفات AM‏ التي تضم 4 ذاتهاء وذلك 
باختيار M‏ مصفوفة الوحدة . يكن جعل كل واحدة من هذه المصفوفات تظهر فى معادلة 
تفاضلية أو معادلة فرق نتيجة لتغيير المتغير cu amy‏ لذاء من المتوقع أن يكون بينها 
أشياء مشتر كة وهى واقعة» فعلا : ا مصفوفات المتشابهة مشتركة بالقيم الذاتية . 
هع إذا كان AM‏ 14- 8 فان للمصفوفتين 8 و 4 القيم الذاتية نفسها ويقابل متجه ذاتى ل 
„BAM YU Yaw A‏ 
البرهان مباشر › لما كان ' A=MBM‏ : 

Ax =x > MBM "x = Àx > B(M ' x) =A(M x). 

AE ضر ب د‎ AND الحجهات‎ Las 8 للمصفوقة‎ 2513 GAO A 

يمكئناء أيضا » أن نتحقق من أن المحددتين ل -M‏ 4 و B -Al‏ متطابقتان» وذلك 
من قاعدة ضرب محددتين : 


det (B -AI) = det M'AM - AI) = det M (A - AL)M) 
= detM™' det (A -AD det M = det (A Al). 


المحددئان كثيرتا الحدود المميزتان ل 4 و B‏ متساويتان . لذاء فان جذورهما- 
القيم الذاتية ل4 و 8_متطابقة . ا مال التالي يوجد بعض المصفوفات المشابهة للمصفوفة 
مثال : المصفوفة 0 | | -4 قطرية قيمتاها الذاتيتان 1 و0 . 


إذا كانت | b‏ |= فان d‏ | | - ننم" ددق: مثلثية قيمتاها الذاتيتان 1 و 0 


| 


:B=M AM =‏ مصفوفة إسقاط قيمتاها الذاتيتان 


إذاكانت | | | = فان 


او 0 


a EEA‏ اطي وتطبيفاته 
إذاكانت أ 0د 
في lode‏ يمكننا أن ننتج أي مصفوفة لها القيم الذاتية الصحيحة. إنها حالة 

le yl pas أن‎ Ke Olay ج‎ JRE #متدلفتان:‎ 91 QIU! القن‎ OY Ue 
القيم الذاتية المكررة وأي نقص ممكن في المتجهات الذاتية . كل مايمكننا قوله الآن هو‎ 
العدد ذاته من المتجهات الذاتية المستقلة مثل 4 (لأن المتجهات الذاتية‎ M AMI أن‎ 


B =‏ مصفوفة اختيارية قيمتاها الذاتيتان 1 و 0. 


ضربت ب (M‏ 

الخطوة الأولى منفصلة ونظرية» وهي النظر في التحويلات الخطية التي تقع 
بعد المصفوفات . إن ذلك يعيدنا إلى البند 1-۲ حيث نظرنا بالدوران أو الانعكاس أو 
الإسقاط بتعابير هندسية كشيء يقع فى فضاء ذي « بعداً. يمكن أن يحدث التحويل 
خارج الجبر الخطي لكن الجبر الخطي يعيده إلى ضرب المصفوفات . 


تغيير الأساس = تحويل تشابه : 
ستكون العلاقة بين المصفوفتين المتشابهتين 4 و 404 8-74 شديدة القرس» لنعد 

إلى التحويلات الخطية و لنذكر الفكرة الأساسية : يئل كل تحويل خطي بمصفوفة . 
لقد ظهرت في البند )1-1( نقطة إضافية واحدة : تتعلق المصفوفة باختيار الأساس . 
إذا غيرنا الأساس فاننا نغير المصفوفة . نحن OV‏ مستعدون لرؤية ماذا يفعل تغيير 
الأساس في المصفوفة . 
تمثل ا مصفوفات المتشابهة تحويلاً خطياً واحداً بالنسبة لأسس مختلفة . 

الجبر دقيق غالباً. لنفرض — يل 7 (مثل الدوران) والأساس «........» 
يكن تكوين مصفوفة ۸ كما يلي : ينتج العمود زفي 4 عن تطبيق 7 على « : 


a Vote +a وهي‎ sige تركيب في‎ = Tv 
lj 1 
U pants) ile a pias Ob V... Ve وإذا كان لدينا اساس جديد‎ 


بالطريقة ذاتها ; - تر كيب فى المتجهات ۷هو SS , Eo, v,‏ 6 ب يحب أن 
i=] j j‏ 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ££4 


يكون كل ۷ أيضاً تركيباً في متجهات القاعدة القديمة mv,‏ ر2 = ۷ . المصفوفة 
lim e ecole M‏ التحويل اقرع 3 اة ف اه اال و 
هو تغيير الأساس . تبعاً للقاعدة الواردة فى البند (5-57)» لقد طبقناء فقط » التحويل 
المطابق (الذي يترك ۷ كما هو) وكتبنا الناتج بتركيب في «. المصفوفة المعاكسة M‏ 
ثل Lad ٠‏ التطبيق المطابق» عندما يتغير الأساس من « إلى ۷ . قاعدة الجداء تعطي 
النتيجة التى نريدها : 

٥‏ ف المصفوفتان 4 و 8 اللتان تمثلان التحويل الخطي T‏ نفسه بالنسبة لأساسين مختلفين 
« و ۷ هما مصفوفتان متشابهتان : 


IT] yov امون |[1] ك‎ igen ews 
B =M” A M 


هذا البرهان ELSI)‏ عن قاعدة الضرب) إلى حد ما c pli‏ وال مثال هو أفضل 
طريقة لتفسير ذلك . نفرض أن 7 هو الإسقاط على مستقيم L‏ يصنع مع ال محور الأفقي 
زاوية قدرها 8 . إن ذلك تحويل خطى وهو موصوف بصورة كاملة دون الاستعانة 
بأساس . ولكن» لتمثيل ذلك بمصفوفة» فنحن بحاجة إلى أساس » يعرض الشكل 
)0-0( إختيارين . أحدهما الأساس المعتاد (1,0) = داو (0,1) = « والآخر أساس اختير 
خصيصاً من أجل 7. فى الحقيقة ۷= 7۷(لأن ۷ واقع على المستقيم L‏ مسبقاً) و 7-0 
V, OY) V,‏ متعامد مع المستقيم) . في هذا الأساس» تكون المصفوفة قطرية  VOY‏ و 
,۷ متجهان ذاتيان : 


, I O 
û = [TÎ o, || 4 
V ذلك تع ع‎ fol فج‎ ple VI تخ تقر‎ IM الشىء الآخر هو المصفوفة‎ 


QOL‏ کب v cos 0 + v sind‏ ونضع معاملانه في العمود الأول . بصورة مشابهة y‏ (أو 
1V‏ التحويل هو التطابق) هو 0 005 ۷ + -v sin Û‏ وج العمود الثاني 9 


so.‏ ال حبر Jad!‏ وتطبيقاته 


B= [Ther = | 4 


b, | b, 
b | or in V-coordinates M i h 
lac baie 
\ 


١ 
١ 


١ ]5+ b 
A ' or in V-coordinates BM | 
p b, ظ‎ b, 


v= 8 


شكل (0-65). تغيير الأساس fab‏ مصفوفة الإسقاط قطرية . 


M = LT hia -| A 


ينقل معكوس المصفوفة 74 (الذي هو هنا المنقول) من « إلى 7.إذا ركبت مع 8 و 
M‏ فإنه يعطى مصفوفة الإسقاط التى كتبت فى الأصل فى البند :)١-۲(‏ 


2 
ce 6 


A =MBM " = د‎ i 
CS 5 


يمكننا تلخيص هذه النقطة . نفرض أننا أعطينا مصفوفة مثل 4. طريقة تبسيطها- 
بالفعل» هو تقطيرها هو إيجاد المتجهات الذاتية . إنها توضع في أعمدة (S sl) ١‏ 
فنحصل على مصفوفة قطرية M AM‏ يقول الجحبريون الأمر ذاته بلغة التحويل الخطى : 
طريقة إيجاد مصفوفة قطرية مثل T‏ هي اختيار أساس مكون من متجهات ذاتية . 
الأساس المعتاد « يؤدي إلى 4 التي ليست بسيطة ؛ الأساس الملائم V‏ يؤدي إلى 8 التي 
هي قطرية . 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية \ £0 


نؤكد من جديد آن تركيباًمثل MAM‏ لايظهر للوجودخلال حل ط=×4؛ العملية 
الأساسية هناك هى ضرب A‏ (من اليسار» فقط) بمصفوفة تطرح مضاعف سطر من 
سطر آخر . إن مثل هذا التحويل يحافظ على الفضاء الصفري وعلى فضاء أسطر 4 
الذي ليس له أي عمل على القيم الذاتية . PLL‏ تبقي تحويلات التشابه القيم الذاتية 
ذاتهاء التى تحسبء في الواقع» بمتتالية من التشابهات البسيطة . تتحول المصفوفة 
بالتدرج إلى مصفوفة مثلثية الشكل» وتظهر القيم الذاتية بالتدرج» أيضاًء على القطر 
الرئيسي . (لقد وصفت هذه المتتالية في الفصل السابع كما أن خطوة واحدة قد وضحت 
فى التمرين السابع أدناه) . إن ذلك أفضل محاولة لحساب كثيرة الحدود det (A-M)‏ 
التي جذورها هي القيم الذاتية. من أجل مصفوفة كبيرة» من المستحيل حسابيا حشد 
كل هذه المعلومات في كثيرة الحدود ومن ثم استخراجها من جديد . 


الأشكال المثلثية بوساطة مصفوفة واحدية M‏ 

إن أول انتقال لنا بعد ILI‏ المعتادة MS‏ هو خطوة صغيرة : عوضاًعن استخدام 
ا لحالة الأكثر عمومية eM‏ نتجه في طريق آخر ونقتصر على مصفوفة واحدية . المسألة 
هنا هي أن نجد AKS‏ مبسطأ بحيث يمكن إنجاز التركيب MAM‏ تحت تأثير هذا القصر . 
يتطلب ذلك أن تكون أعمدة M =U‏ متعامدة نظامية (في ال حالة الحقيقية » كتبنا 0= (M‏ 
. مالم تكن المتجهات الذاتية متعامدة» فمن المستحيل الحصول على مصفوفة قطرية ؛ 
لكن نظرية شور Schur‏ التمهيدية التالية تنتج WSS‏ كثير الفائدة على الأقل - من 
الناحية النظرية”'' . 


)\( سنكر س بقية هذا OUI‏ لأمور نظرية أكثر منها عملية . إن شكل جوردان فى © ر مستقل 
عن الشكل المثلثى فى © ف . 
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۵ ص توجد GV‏ مصفوفة مربعة cA‏ مصفوفة واحدية M =U‏ بحيث تكون U'AU‏ 
=T‏ مثلثية عليا . القيم الذاتية للمصفوفة A‏ مشتركة مع المصفوفة المشابهة لها7 وتظهر 
على قطرها الرئيسي . 

البرهان لكل مصفوفة؛ مثل أية مصفوفة من النوع 4 × 4 » قيمة ذاتية واحدة ed‏ 
الأقل؛ في أسوأ الحالات. يمكنها أن تتكرر أربع مرات . لذا فان للمصفوفة A‏ متجهاً 
ذاتياً واحداً × على الأقل . لنجعله نظامياً ox‏ ولنضعه فى العمود الأول للمصفوفة 
7 . في هذه الحالة » يتعذر تعيين الأعمدة الثلاثة الباقية» لذاء نتمم المصفوفة بأي طريقة 
شرط أن تبقى واحدية ولنسمها U,‏ (طريقة غرام شميدت تؤكد إمكانية ذلك) . 
60 على الأقل العمود الأول من الجداء U AU‏ بالصورة الصحيحة: Ax=Ax‏ 


: تعنى أل‎ 
1, * * * A, tka 
.-1 x ck # ! | Û * FF F 
57 AU, = | ee أو‎ AÛ, = ÛU, 0 k ف وا‎ 
j 3 ¥ * jj ¥ ¥ * 


في المرحلة الثانية» نتعامل مع المصفوفة ذات النوع 3 × 3 التي تقع الآن في 
القرنة الدنيا واليمنى . لهذه المصفوفة قيمة ذاتية ,۸ ومتجه ذاتى واحدي ,بد يمكن وضعه 
في العمود الأول في مصفوفة واحدية من النوع 3 3. فيكون : 


iA, * * * Io O 0 
a RN 0 وير‎ * * _|9 
ISS an] SO Wk 
0 0 ** () 


Lol‏ كمرحلة أخيرة» نضع متجاً ذاتياً للمصفوفة ذات النوع 2 × 2 الواقعة 
القرنة اليمنى والدنياء في مصفوفة واحدية M,‏ توضع في قرنة ,ا ويكون عندئذ: 


/ 


— 


* 
-lypp-l yy! دي/ 5 ذه عي ع‎ —T 
U;(U, U, AU, U2)U; = =T. 


F‏ $ + اعد 


E 
() = 
0 0 Ag ` 
0 0 0 
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الحداء U =U UU,‏ مصفوفة واحدية أيضاً لقد تحقق ذلك بالتمرين ٠۷-٠١-۵‏ 
وبذلك» ad‏ المصفو فة المثلثية المطلوبة AUST‏ 17 . 

بسبب كون هذا التمهيد يطبق على جميع المصفوفات» فان ذلك يجعلناء في 
الغالب» نهمل فرضية كون 4 قابلة للتقطير . Ke‏ استخدام ذلك لبرها نكون القوة A‏ 
'تتقرب من الصف ر عندما تكو ن كل ٠>١‏ 1 وتكون الدالة الأسية ٠“‏ متقاربة من الصفر 
عندما يكون كل 0< 863 دون الحاجة إلى المجموعة الكاملة للمتجهات الذاتية التي 
فرفرت لظرية Lee‏ وجودسا ف اليندي: (8-) وؤه-8). 
مثال : 

t 0 |i pial‏ = 4 القيمة الذاتية ١‏ -2(مزدوجة). 

أحد مستقيمات المتجهات الذاتية (بالفعل هو الوحيد) يمر من النقطة (1,1) . بعد 

التقسيم على sis 2 alan‏ ا 


I2 1/2 tdl IN2 12 "F 1 


TAF = 
IN2 -1N2 1N2 -1N2 


تلك هي المصفوفة المثلثية 7 تقع قيمها الذاتية على القطر . من أجل مصفوفة 
أكبر» توجد الخطوة الأولى UU ,... Gas U‏ » جميعها مضروبة فيما بينها في ا . 


القع 


ليس Tole‏ ۽ بصورة خاصة » Asians‏ 


تقطير المصفوفات المتناظرة والمصفوفات الهرميتية 

كتطبيق لهذا الشكل SEU‏ » نريد أن نبين أن لكل مصفوفة متناظرة أو هرميتية - 
سواء أكانت قيمها الذاتية مختلفة أم لا مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة 
النظامية . نحتاج لمصفوفة واحدية U‏ بحيث U AU SG‏ قطرية؛ ولقد أوجدها تمهيد 
شور في 5 ق . هناك خطوتان للانتقال من المثلثية الى القطرية : 


tog‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


al dn عر‎ D'AU Ob Lia A SIS 15] (1) 
U'A" =U" ATU)" =U" AU. 

(Y)‏ 131 كانت مصفوفة متناظرة أو هرميتية وكانت أيضاً مثلثية » فانها تكون 
قطرية. T=U AU ON‏ هر ميتية مثلثية معاً فإنها. بصورة آلية» قطرية . وهذا ما ينهى 
برهان نظرية أساسية في الجبر الخطي : 

ه ق (نظرية الطيف) يمكن تقطير أي مصفوفة متناظرة وحقيقية بمصفوفة قائمةء 
ويمكن تقطير أى مصفوفة هرميتية بمصفوفة واحدية : 

(الحالة الحقيقية) =A‏ 40' © (الحالة المركبة) u'AU =A‏ 

أعمدة 0 (أو CU‏ تجو ی مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة النظامية . 
ملاحظة ١‏ إذا كانت 4 حقيقية ومتناظرة» فان قيمها الذاتية ومتجهاتها الذاتية حقيقية 
في كل خطوة من خطوات 0 ف . ينتج ذلك مصفوفة حقيقية واحدية U‏ بقول آخر 
ملاحظة ۲ من المؤكد أن للمصفوفات المتناظرة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية 
المتعامدة» ولو كانت بعض قيمها الذاتية مكررة . يمكننا أن نعتبر 4 نهاية لمصفوفة متناظرة 
ذات قيم ذاتية مختلفة» وعندما تتقرب من النهاية» فإن متجهاتها الذاتية» في النهاية. 
تبقى متعامدة . بالمقابل e‏ للمصفوفة غير المتناظرة : 


8 


cos@‏ 0|_ ظ 
sin 6‏ عه 


المتجهان الذاتيان (1,0) و ( 516 , 9 ومء) . عندما 0 + _6 ۽ يتقر ب المتحه الذاتى 
الثاني من الأول_الذي هو المنجه الذاتي الوحيد للمصفوفة غير القابلة للتقطير | || a‏ 
مئال لقد برهنت الآن نظرية الطيف بالنسبة لمصفوفة متناظرة مثل : 
010 
100 
001 


A = 
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التى لها قيمة ذاتية مكررة 1- -.2 -.,1 - ۸ . أحد اختيارات المتجهات الذاتية : 


© |د‎ = n|- 
نم | یع = | یم بم‎ 
ونم ت‎ = E ل‎ 


لا كان ,2= ۸ فان تر كيب الإسقاطين الأولين JS)‏ منها من المرتبة الأولى) يعطي Ulin)‏ 


: 4 وتكون‎ ٠ من المرتبة الثانية‎ P 


© 


pope‏ نب ايم ك2 


0 |. 
0 

هنا يو جد مستو كامل من المتجهات الذاتية التى تقابل 1 -2 ؛ المتجهان × + قد اختبرا 
بصوره اعشاطية SU last‏ 6 فان الممدارين التمابرين tx.‏ , "× ×اعتباطیان Lai‏ 
وليس سوى مجموعهما-إسقاط P‏ على المستوي الكامل هو الذي عين بصورة 
وحيدة . لكل مصفوفة هرميتية ذات )من القيم الذاتية المختلفة «تحليلها الطيفي» ' 
خاص وفق ASAP HtA P‏ ۰ حيث bli. | P‏ على الفضاء الذاتي ا تعلق ب ^ . 


1 0 
0 8, + = E 
0 [ 


ص | یم د زيم © 

O يز = إتنم‎ | = 
i 

مس ]ايم ب | یم Oo‏ 


المطابقة . ولا كانت الفضاءات الذاتية متعامدة» فإن جداء كل أثنتين من هذه الإسقاطات 


; PP =0 aal (S plus 
ii : 
أصبحنا الآن قريبين جداً من الإجابة عن سؤال طبيعي ومهم وقادرين» أيضاً.‎ 
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على متابعة الطريق حتى نهايته . ما هي المصفوفات التى تكون فيها المصفوفة المثلثية 
7 هي المصفوفة القطرية ۸ ذاتها ؟ لقد وضعت المصفوفات الهرميتية والمصفوفات 
الهرميتية التخالفية والواحدية» سابقاً» فى هذا الصنف ؛ إنها تقابل على الترتيب أعداداً 
من المحور الحقيقي » أعداداً تخيلية بحته» ودائرة الوحدة. نريد الآن الصنف الكامل 

وهو الذي يقابل مجموعة الأعداد المركبة كاملة . تدعى هذه المصفوفات نظامية . 
0 ر نقول عن مصفوفة N‏ إنها مصفوفة نظامية » إذا كانت تبادلية مع IN‏ للك 
في هذه المصفوفات دون غيرهاء تكون المصفو فة المثلثية NU‏ 7= 7 هى المصفوفة القطرية 
۸ . المصفوفات النظامية هي c‏ بالضبط e‏ تلك المصفوفات التى لها مجموعة كاملة من 
ا متجهات الذاتية ال متعامدة النظامية . 

نلاحظ أن المصفوفات الهرميتية (أو المتناظرة) هي مصفوفات نظامية حتماً : إذا 
كان OHARA”‏ كلاسي فكو "ياوس A?‏ اكصفرفة الو احديةنظابية: Tal‏ 
JS‏ عن UU" 9 U'U‏ ارق b> gl‏ في هذه الحالات الخاصة » نكون قد برهنا أن 
A‏ = 7 بمرحلتين وتستخدم هاتان المرحلتان بالذات مصفوفة نظامية : 

: نظامية لأى أيضاً‎ ٣ =1 NU نظامية فان‎ N إذا كانت‎ )١( 


TT” = UNUUFNFU = ن “اربع أن‎ =U"N"NU = UFNFUU'NU =T"T. 

iaria‏ اموز سيارب سا 
(التمرينان 9-5-6 إلى )٠١‏ . 

وهكذا af‏ أنه إذا كانت × نظامية فان المصفو فة ال مثلثية UNU‏ مصفوفة قطرية ولا 
كان لها القيم الذاتية ل N‏ نفسها فانها تكون المصفوفة A‏ بالذات . المتجهات الذاتية 
للمصفوفة N‏ هي أعمدة U‏ وهي متعامدة نظامية . هذه هي الحالة الجيدة ولننتقل OV)‏ 
الى الحالة العامة من أفضل المصفوفات الممكنة الى الأسوأ الممكن . 


صيغة جوردان 
لقد عملنا حتى COV‏ فى هذا البند. أفضل مانقدر عليه باستخدام المصفوفة 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 0۷ 


الواحدية في التشابه ؛ باشتراطنا MOS‏ مصفوفة واحدية» توصلنا بالمصفوفة M AM‏ 
إلى شكل مثلثي 7. سنرفع OV‏ هذا القيد عن المصفوفة M‏ ستكون أي مصفوفة 
مقبولة» وسيكون هدفنا جعل المصفوفة AM‏ 1 أقرب ماييكن من القطرية . 

ستكون نتيجة هذا الجهد الكبير في التقطير الحصول على صيغة جوردان .. في 
الحالة التي يكون فيها للمصفوفة 4 مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المستقلة» نأخذ 
M -5‏ ونصل إلى ty -5 ASA‏ تتحد» في هذه الحالة» صيغة جوردان مع المصفوفة 
القطرية ۸. إن هذا الأمر متعذر لمصفوفة معيبة» وستحوي صيغة جوردان» من أجل 
كل متجه ذاتي مفقود» العدد واحد فوق قطرها الرئيسي مباشرة . تظهر القيم الذاتية 
على القطر الرئيسي OY‏ مثلثية . يكن لقيمتين ذاتيتين مختلفتين أن تنفصلا دائماً. 
القيمة الذاتية AS) SU‏ » فقط . هي التى تتطلب (أو لاتتطلب) عنصراً غير قطري في 
a‏ 
0 ش إذا كان للمصفوفة A‏ متجهات ذاتية مستقلة » فإنها تكون مشابهة لمصفوفة ذات s‏ 
acs‏ : 

J, 


J=M AM = 
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عندما تكون الكتلة من مرتبة 1< ” ٠‏ فان القيمة الذاتية ( تتكرر m‏ مرة ويوجد 
m -1‏ من الوحدان فوق القطر . يمكن للقيمة الذاتية A‏ » نفسها أن تظهر في كتل متعدّدة. 
إذا كانت تقابل متجهات ذاتية متعدّدة ومستقلة . تكون مصفوفتان متشابهتين إذا اشتر كتا 
بصِيغة جور دال . 

يضع كثير من المؤلفين هذه النظرية في ذروة مقرّرهم في الجبر LA‏ . بصراحة» 
إننى أعتبر ذلك خطأ . من المؤكد أنه لا يكن تقطير كل مصفوفة» وتُّعد صيغة جوردان 
هي الخخالة الأكثر عمومية؛ ولكن 6 بسبب ذلك» سيكون إنشاء ها تفنياً وغير مستقر . 
(أي تغيير طفيف في 4 قادر على إعادة المتجهات الذاتية المفقودة وتغيير أمكنة الوحدان 
الموجودة خارج القطر) . 

لذاء كان أفضل موضع للتفصيلات هو الملحق”'' » والطريقة المفضّلة للانطلاق 
بصيغة جوردان » هي النظر في أمثلة خاصة سهلة الحل . 
VJ‏ : 


Let | tO; . |2 -1 Lei as Tp 5‏ . 
نودي كل من | 7 |= و | ۾ |= 4 د |؟ !|-2 إلى ]10| 


لهذه المصفوفات الأربعة القيمتان الذاتيتان )١(‏ و )١(‏ مع مجه ذاتي وحيد لذاء فإن 
( مكونة من كتلة واحدة . لنحمّق OV!‏ ذلك . المحددة تساوي الواحد والأثر (مجموع 
عناصر القطر الأساسي) هو (7). Gt‏ القيمتان الذاتيتان 1 -2,1.1 1+1 . من أجل J‏ 
BLA‏ , » التي هي مصفوفات مثلثية» تقع القيم الذاتية على القطر . نريد أن نبيّن أن 
هذه مصفوفات متشابهة- (gil‏ واقعة في الجماعة ذاتها-و J‏ هى صيغة جوردان لهذه 
Asu‏ 


)0 كل مؤلف يحاول جعل هذه التفصيلات سهلة المتابعة وأعتقد أن òla p‏ فيليبوف Filippov‏ 
هو الأقضل . إنه سهل بصورة كافية ليجعلنا نعكس قرارنا وننقل إنشاء 7 من الملحق . 
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الانتقال من 7 الى J‏ » هو تغيير الاثنين بواحد ويمكن لمصفوفة قطرية 74 أن 
تفعل ذلك : 


u| = 2 


teaa | LONE 
ZAN 


: ١ ل » العمل هو جعل المصفوفة مثلثية ومن ثم تغيير ؟ ب‎ glA ip 
M'TM =| | at يؤدي إلى‎ U TAU =| 5 a 7 
J يعطى‎ M BU ف أعلاه)؛ جداء‎ ٥( مثال تمهيد شور‎ UAU لقد كانت‎ 
: يعطيان‎ Soles العمل هو نقل‎ ٠ من 8 إلى ل‎ 


ol lolol 


مثال ۲ 


أا كان الصفر قيمة ذاتية مكرّرة ثلاث مرات لكل من هاتين المصفوفتين» USL‏ ستظهر 
فى كل كتلة من ES‏ جوردان . سواء وجدت ALS‏ واحدة من النوع 313 أو واحدة 
من النوع 2 ×2 وواحدة من النوع 1 × 1 أو ثلاثة من النوع 1 1 . لذا فإن الأشكال 


في حالة المصفوفة A‏ » سيكون المتجه الذاتي الوحيد هو )1,0,0( . لذا OL‏ صيغة جوردان 
ستكون ذات ALS‏ واحدة» واستناداً الى النظرية الأساسية (0 ش)» ستكون 4مشابهة 
للمصفوفة 7. للمصفوفة 8 متجه ذاتى آخر هو (0,1,0)» لذاء فإن صيغة جوردان 
هي ,7.. توجد كتلتان على طول القطر . sll‏ يتعلّق بالمصفوفة , J‏ فائها تقع في 
صنف خاص tly‏ ستكون 0 - M OM‏ وهي المصفوفة الوحيدة المشابهة لصفر 
المصفوفات . 

في هذين المثالين» يكفي تعداد المتجهات الذاتية لتعيين المصفوفة 7- وإن ذلك 
ممكن Lega‏ إذا لم يكن هناك تعقيدات تزيد على ثلاثيّة القيمة الذاتية . ولكن» سيظهر 
كون تقنية التعداد قاعدة Dle‏ في التمرين الأخير . 


تطبيقات على معادلات الفروق وا معادلات التفاضلية (القوى والدوال الأسّية) . 
إذا أمكن تقطير 4 » فان قوی ' ۸8 8= 4۸ سهلة: ' ASAS‏ إذا لم يكن من 
الممكن تقطيرهاء فسيبقى لدينا ' 74 343- ۸ > بصيغة جوردان في الوسط- نحتاج 
الآن الى قوق ل : 

A“ = MIM ')MJM") ... WJM") =MJ‘M". 
: كتلة قطرية ويمكن أخذ قوى هذه الكتل بصورة منفصلة‎ J 


kig 13 AA a- ra 
Falati =o ae Tal 
0 0 م‎ 0 0 pr 


يمكن أن يدخل ذلك في حل معادلة فرق» إذا كان هناك قيمة ذاتية ثلاثية ومتجه ذاتي 
فريد. إِنّها تؤدّى. أيضاً »الى حل المعادلة التفاضلية المقابلة : 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية E‏ 


| Yo 3 

. e 8 te na ie 
Jit mw 
eS () 2™ te” 
0 0 g” 


تان دلك من جمع | لا غ [+J t+VJt‏ الذي ينتح 
الوص dore yi Je‏ عقر ق AG‏ 
مثال يظهر العمود الثالث من el‏ في حل المعادلة =j u‏ ا / الك : 


يحل النظام بالتعويض = التراجعي OY)‏ المصفوفة (ithe,‏ تۇدى المعادلة الأخيرة 
الى «du /dt =u +4 pau  ةلداعم Uze‏ راح اياي te”‏ المعادلة الأخيرة 
du fdt =A +U,‏ وحلها il on‏ من أجل كتلة من حجم 7 من قيمة ذاتية 
مضاعفتها :”7 ومتجه Slo‏ واحد فقط  gle‏ العامل الاضافى / ,1- m‏ مرة. 
هذه القوى والقوى الأسّية ل ز هي جزء من قانون الحل. الجزء الآخر هو 
المصفوفة 14 التى تربط المصفوفة الأصلية 4 بأكثر المصفوفات ل موافقة : 
اکان ws Au sM M n, OF u,,, =Au,‏ 
إذا كان du/dt = Au‏ فإن u =e“u,=Me"M'u,‏ 


عندما MOS‏ و J‏ هماك و ۸ (الحالة القابلة للتقطير) سيكون هذان القانونان هما 
قانوني البندين (P-0)‏ » )8-0( يتعرض الملحق (ب ) الى المصفوفات غير القابلة 
للتقطير ويبين لماذا يكن لصيغة جوردان أن تتمدد . 

آمل أن تكون القائمة التالية تلخيصاً ملائماً. 


EY‏ ابر اللي :وتطبيقاتة 


جدول محويل التشابه 
A -١‏ قابلة للتقطير : أعمدة 5 هى متجهات 4 الذاتية »و ه -45' 5 مصفوفة 


4-١‏ اختيارية : أعمدة M‏ متجهات 4 الذاتية ومتّجهاتها الذاتية المعمّمة وتكون 
صيغة جو ردان هنا AM =J‏ 1 قطرية بالكتل . 
A -۳‏ اختيارية و U‏ واحدية : یکن اختيار U‏ بحيث تكون U'AU =T‏ مثلثية . 
؛- A‏ نظامية 6 TAA A A‏ یکن اختيار U‏ بحيث يكون UAU =A‏ 
OVE‏ خاصة من )8( » جميعها ذوات متجهات ذائية متعامدة نظامبة : 
-١‏ إذا كانت 4 هرميتية فان ۸ -حقيقية . 
أ - إذا كانت A‏ حقيقية متناظرة فإن ۸ حقيقية وإن U =Q‏ قائمة. 
ب - إذا كانت A‏ هرميتية - تخالفية فان ۸ تخيلية. 


ج - إذا كانت A‏ قائمة أو واحدية فان 1= |۸| . 


cp ye 


1-0-\ إذاكاتت Bagh  cilSy A agli B‏ برهن أن C‏ مشابية A‏ 
(افرض BN‏ تق - 6و .(B=M AM‏ ماهي المصفوفات المشابهة 
لصفوفة الوحدة؟ 

. متها‎ cpt صف بالكلام كل المصفوفات المشابهة ل | | ین‎ ۲-١-٠٥ 

At أبداً مشابهة ل‎ A فسرلاذا لا تكون‎ ۳-٣-٥ 

: لبرهان أن‎ )١1-( و‎ )١( مركبة من‎ M أوجد مصفوفة قطرية‎ ٤-٦-٥ 


سے زم 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية sty‏ 


0-1-0 برهن أنه إذا كانت 8 قابلة للعكس فان 84 مشابهة ل AB‏ . 

٦-٦-٥‏ ()إذاكان CD =DC‏ (وكانت 2 قابلة للعكس) برهن أن C‏ مشابهة 
J‏ 6-. 
(ب) استنتج أن القيم الذاتية ل © تظهر أزواجا بالاشارتين + أو - . 
)&( بره tLe‏ نذا كان =± ع عاق ( 322 د زوامط © . 


: «دوراناً خاصاً للمستوي»‎ M لتكن 4 مصفوفة ماو‎ ۷-٦-٥ 


abe cos -sn@ QO 
A=idef|, Mz=|sm@ cos@ 0١ 
ehi 0 0 ] 


اختر زاوية الدوران 6 بحيث ينعدم العنصر )3,1( في M AM‏ . 
تنبيه : ليس من السهل متابعة هذه الابادة لأن الدوران الذي يحدث صفرين عوضا 
عن ۸,4 يكن أن يغيّر الصفر الواقع في القرنة . علينا أن نبقي قطرا واحداً تحت القطر 
الرئيسي وننهي حساب القيم الذاتية بطرق مختلفة . وإلا » ope USES)‏ جعل A‏ قطرية 
ورأينا قيمها ATU‏ فسوف AÈ‏ جذور كثيرة الحدود ( det (A -M‏ باستخدام الجذر 
التربيعى» فقط » الذي يعين 6 CaS‏ » ولكن ذلك مستحيل . 
wl, = A-1-0‏ المصفوفة M‏ التي 5 شر E= (1,4) pl‏ ,)1,(= 17 الى 
M er Tv = (2,5 ht = (1A) plo‏ تنتج عن التعبير عن ۷و 
لاكتركيبين في Vv‏ 
۹-٦-٥‏ بالنسبة للأساسين السابقين » عبر عن المتجه )3,9( كتركيب من 
M dac dop M Nhe ge. dvtdv. sic Vite Vey yall‏ 
c=d‏ 


: إذاكان‎ : Che أكدالتمرين الأخير‎ ٠۰-٩-٥ 


y 


e 


\t— 1-6 


|] 1-8 


\£-1-0 


41 الخطي وتطبيقاته 


gm c+m c =d V=m v+m v V =m v+mv 
ll [1 IZ 2 | 2 i2 | فك‎ 2 | il [1 zl 2 


dv +d Vv, 0 cV tev, فان المتجهين‎ ١ m 6 771 =å, 


متطابقان . إن ذلك هو «قانون تغيير الأساس» Me =d‏ . 


إذا كان التحويل 7 هو الانعكاس على المستقيم الذي يصنع 40" مع 


محور ×» أوجد مصفوفة هذا التحويل بالنسبة للأساس المعتاد y=‏ 
)1,0( (0,1) = ر« , وأيضاًء بالنسبة للأساس )1-,1(= V =(1,1) , V‏ 
برهن أن هاتين المضفوفتين متشايهتان . 

التحويل المطابق يطبق كل متجه على نفسه : ×= × 7: أوجد المصفوفة 
المقابلة لهذا التحويل» إذا كان الأساس الآول )3,4( v= (1,2), v=‏ 
والأساس الثاني هو )0,1( w=(1,0), w=‏ . ( ليست هي مصفوفة 


.b +2c xX +0 ھی‎ a +b x +c x iinta 
: اكتب مصفوفة (1من النوع 33 بحيث يكون‎ (Í) 
b 


2e l. 
0 


D = 


a 
b 
C 


(ب) احسب D‏ وفسر الناتج بدلالة المشتقّات . 


(ج) ما هي القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة ED‏ 


برهن أنه ليس للتحويل TS (= jr dt‏ قيم ذاتية. بينما يصلح 
كل عدد قيمة ذاتية للتحويل Tf x)= 4# idx‏ الدالة معرّفة لكل 


x ةل‎ 


١ ۵-1-0 


ESN 


وح كي ]ا 


\A-1-0 


‘4-1-0 


يبو 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ٥‏ 


في فضاء المصفوفات من النوع 22 » نفرض أن T‏ هو التحويل الذي 
ينقل كل مصفوفة . أوجد القيم ليا ا 
7المصفوفات التى (A =A GF‏ 

(أ) أوجد مصفوفة قائمة Q‏ حيث ۸= AQ‏ © : 


l 000 


0 0 G |. 
00 3 


A= و‎ A= 


1 1 
1 1 ] 

1 1 [1 

ثم أوجد زوجاً آخر من المتجهات الذاتية المتعامدة النظامية ر × من 

أجل 0 حد. 

. هي نفسها من أجل الزوجين‎ Paans oaa, ON عطق‎ (UO) 

برهن أن كل مصفوفة واحدية A‏ قابلة للتقطير بمرحلتين : 

)1( اذا كانت A‏ واحدية وكانت U‏ كذلك: فاتميكون T=U AU‏ 

. ۸ كل مصفوفة مثلثية عليا وواحدية» هى مصفوفة قطرية‎ (Y) 

ينتج عن ذلك أن المصفوفة المثلثية cA AT‏ وأن sY‏ مصفوفة 

واحدية(سواء كانت قيمها الذاتية مختلفة أم لا) مجموعة كاملة من 

المنّجهاتالذاتية المتعامدة النظامية : ۸ = U AU‏ جميع القيم الذاتية AF‏ 
alas‏ + 

أوجد مصفوفة نظامية ليست هرميتية ولا هرميتية تخالفية» ولا واحدية 

أو قطرية. برهن أن جميع مصفوفات المبادلة نظامية . 

نفرض أن T‏ مصفوفة مثلثية عليا من النوع (3X3‏ عناصرها ؛ . قارن 

وو peg T T pele TT" pols‏ أنه إذا كال ا اریت هات 

7قطرية . 


إذا كانت N‏ نظامية» برهن أن || ×× || = Nx Il‏ || لأى متجه ×. 


ER 


51١-51-6 


۲--0۵0 


bh ao 


¥Z-1-0 


Yo-—j-o 


E E 


YY-1-0 


استنتج أن للسطر :من N‏ طول العمود: نفسه . تنبيه : إذا كانت N‏ 
أيضاً» مثلثية علياء فان ذلك يؤدّي من جديد لاستنتاج أن N‏ يجب أن 
اف 

برهن أن مصفوفة ld‏ متجهات ذاتية متعامدة نظامية هى مصفوفة 
نظامية. كما أدعي في )0 ر) : 

NN” =N"N ob N =U aU” أو‎ U NU =a إذاكان‎ 

أوجد مصفوفة واحدية ومثلثية 1 بحيث يكون UAU =T‏ من أجل : 
10 0 
0) 00 
0 0 1 
إذا كان للمصفوفة 4 القيم الذاتية 0,1,2 فما هي القيم الذاتية ل - A (A‏ 
(/7()4-27؟ 

CI)‏ برهن» بضرب مباشرء أن مصفوفة مثلثية» مثل 33 » تحقق 
معادلتها المميزة : 0= (2.1- 2.1()7- 1) (1 2 - 7) . 

(ب) بتعويض U AUT‏ » استنتج نظرية كايلي - هاملتون : كل 
مصفوفة jini‏ معادلتها ا مميّزة : 

. (A-1) (A-1) (A A1) =0 
rt ad pool Hall رة ادود‎ 
A`- (a+b (4 هاملتون‎ - LIS نظرية‎ Gam » بتعويض مباشر‎ : “DC) 
.+(ad-bc )l=0 

في المثال (۲) الوارد في نهاية هذا الباب» أوجد M1‏ التى تنجز  M‏ 
.'BM =J‏ | 


[5 3 0 
۸= 1 J = 


١ - (a +d ) + (ad هي‎ 4 = 


إذا كان 1= a‏ للعناصر الواقعة فوق القطر الرئيسي و 0= 4 في بقَية 


La وح‎ 


¥4-—1-0 


OTE 
9 = fee 


ا 


¥\-1-6 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية EY‏ 


المواضع › أوجد صيغة جوردان (مثلاً 4 (4x‏ وذلك بايجاد جميع 
متجهاتها الذاتية . 

برهن بطريقة التجربة Lhd,‏ (بمصفوفة (M‏ أنه لا de‏ صيغتان 
متشابهتان من صيغ جوردان في ال مثال ذي النوع 3×3: JM‏ ±1 لو 
J#M IM‏ و 4( 3' JM‏ . 

حل المعادلة الأولى بالتعويض التراجعي والثانية بالوصول 
A‏ 3/4 ل الت 4 : 


امسن J‏ و AD‏ يخم ]ذا كانت AMIM‏ 
ja alla LH‏ 
a1 Se 3 |]‏ 4- 10 - 16 - 
اكتب جميع صيغ جوردان الممكنة لمصفوفة من النوع 4 ×4 لها الصفر 
قيمة ذاتية مضاعفة أربع Ol»‏ (بالاتفاق» الكتل تصغر عندما تتحرك 
تحت المصفوفة / نحو الأدنى). إذا كان هناك متجهان ذاتيان مستقلآن 
فبرهن أنه يوجد إمكانان مختلفان ل ل . 


E1۸ 


u 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


أوجد القيم الذاتية والمتّجهات الذاتية والمصفوفة المقطّرة 5 لما يلى : 


E T 2 (|10 
8= 4| 4 TENH 


أو جد ميجلدة ا إذا كان : 


A; 8 


1- 
]يخ > 


إذا كان للمصفوفة 4 القيمتان الذاتيتان 1,0 اللتان تقابلان المتجهين 


il د‎ [2 


Laksa La gl هو‎ Ss معاظ‎ A إن‎ bad مك أن تقول‎ IU 
TA ؟ ما هی‎ 

في التمرين السابق» ما هي القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ل 4؟ ما 
هى العلاقة بين A oA‏ ؟ 

هل توجد مصفوفة 4 بحيث SG‏ الجماعة Ate]‏ كاملة قابلة للعكس 
IS‏ عد د هركب di gies te sh Po‏ مق tere A‏ 13555 عدم 
قابلة للعكس لكل عدد حقيقي ” . 

حل من أجل القيمتين الابتدائيتين ثم أوجد e‏ 


الذاتين : 


3 
l 


ie 0 E Tel = | , : du - l 
u =|? وإذا كان‎ ao =|] إذا كان‎ eiii 


0-2 


۱1-0 


۲-0 


۳-0 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية 14 


هل يمكنك أن تفضل ربحا مركباً معدل ٠‏ يحسب في أرباع السئة أو 
صح أو خطأ ae)‏ مثال معاكس إذا كان خطأ) . 

AS قان 8 مكنابية‎ cp ون سط‎ Dol B ye A إذا نشاف‎ (I) 

(ب) إذا كانت مصفوفة مثلثية مشابهة لمصفوفة قطرية فانّها قطرية مسبقاً . 
(ج) cogs‏ كل اثنتين من هذه القضايا الى cde pA QSL‏ 4 
واحديةء =I‏ ۸. 

(o)‏ إذاكانت yA‏ 8 قابلتين للتقطير AB ol‏ كذلك. 

ماذا يحدث لتتالية فيبوناتشي إذا رجعنا بالزمن» وكيف يرتبط 7ب 
F؟‏ 

k 

يبقي القانون ۴+ #-, ۴ ساري المفعول» لذاء يكون 1= ۴ . 

أو جد ا لحل العام للمعادلة du /dt =Au‏ إذا كان : 


0 -1 0 
Po 1 p 


هل يمكنك أن تجد زمناً T‏ يعود فيه الحل (7) » الى القيمة الابتدائية Gu‏ 
إذا كانت P‏ المصفوفة التي تسقط "۸ على فضاء جزئي 5» فسّر لماذا 
بكون كل متجه من 5 ace‏ ذاتياً WIS‏ كل متجه من ” 5 . ما هي 
القيم الذاتية ؟ (لاحظ العلاقة 5-8 التى تعنى 82201( 

برهن أن كل مصفوفة » تزيد مرتبتها عن الواحد. هي مجموع 
C)‏ برهن أن للمعادلة التفاضلية المصفوفية dX /dt =AX +XB‏ الحل 
X y= X (Oe‏ 


eV, 


۱1-۵ 


1۷-0 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


(ب) برهن أن حل «dX /dt =AX -XA‏ يحافظ على القيم الذاتية لكل 
زمن . 

إذا كانت القيمتان الذاتيتان هما 3,1 والمتجهان GUAM‏ )5,2( , (2,1)» 
فأوجد حل كل من المعادلتين du Idt =Au‏ >„ الت u‏ منطلقا 

من )9,4( = 4 

أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة : 

-iy 


0 
E LY 
0 -1 0 


A= 


ما هي الخاصة التي تتوقعها للمتجهات الذاتية وهل هي صحيحة ؟ 
بتجربه حل : 


برهن أنّه ليس للمصفوفة 4 جذر تربيعي.غيّر عنصري القطر الرئيسي ل 
ه ب T‏ ثم أوجد الحذر التربيعى . 

() أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 
(ب) حل du//dt =Au‏ منطلقاً من )100,100( w=‏ . )>—( إذا 
كانت (2) ١‏ = دخل سمسار البورصة (سوق الأوراق (ASU‏ و) w‏ 
)= دخل الزبون» ويتساعدان فيما بينهما وفق النظام dv Idt - 4w‏ و 
dw /dt = - ۷‏ » الى ما تسعى النسبة v JW‏ عندما tr œ‏ 

صح أو خطأ مع السبب في حالة الصحة ومثال معاكس في حالة الخطأ : 
cl (1)‏ مصفوفة A‏ » يوجد حل للمعادلة du /dt =Au‏ انطلاقاً من 


A= 


l 


QO 4 
) 


i- 


١ ۹-۵ 


ا 


۲-۵ 


Y¥-o 


۳-۵ 
۲ 2-5 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية ۷۹ 


(1,...,1)= » (ب) يكن تقطير آي مصفوفة قابلة للعكس . 

(ج) يمكن عكس أي مصفوفة قابلة للتقطير . 

(د) المبادلة بين سطري مصفوفة من النوع 22 بعكس إشارتي قيمتيهما 

saa] 

(ه) إذا قابل المجهان × , y‏ قيمتين ذاتيتين مختلفتين فان 0 = X y‏ 

Q = )1 -K) )1 +1 مصفوفة متناظرة - تخالفية برهن أن‎ K إذا كانت‎ 
K=|9 4 ci] O deal ASD عستو‎ ' 

إذا كان K” = K‏ (هرميتية - تخالفية) فإن القيم الذاتية تخيّلية والمتجهات 

الذاتية متعامدة . 

(أ) كيف يمكنك أن تعرف أن 7- AL K‏ للعكس ؟ 

(ب) كيف يمكنك أن تعرف أن KSUAU‏ من أجل مصفوفة 

TU واحدية‎ 

)>( 5 2 واحدية ؟ 

Pila e” Isl (a) 

إذا كانت M‏ قطرية pele‏ 4,4,4 » فما هي المصفوفة 14 4' M‏ 

وما هي قيمها الذاتية إذا كان : 


1 1 [1 
1 1 [1 
111 


إذاكانت A’=-I‏ فما هي القيم الذاتية ل 4 ؟ إذا كانت A‏ حقيقية ومن 
النوع on Xn‏ برهن tl‏ من الضروري أن تكون ۸ شفعاء bef‏ مثالا . 
lol‏ کان 2 - ×4 و JS) Ay =A y‏ شيء حقيقي) برهن أن 0 = xy‏ 
شكل مختلف id ginal‏ فوريه هو (مصفوفة CAI‏ 


A= 


EVY 


۲0-0 


Y1-0 


۷-0 


YA-0 


احبر الخطى وتطبيقاته 


sin 8 sin 20 sin 30 
sin 20 sin 40 sîn 66 
v2 sin 30 sin 6O sin 90 


G4‏ من أن ' 5=" (الأعمدة هي المتجهات الذاتية لمصفوفة ثلاثية 
الأقطار 1-,1,2- ). 

del )(‏ عصفوقة غير صقرية N‏ مك يكون 0 =¥ . 

(ب) إذا كان جح «Nx‏ برهن al‏ يلزم أن تكون 0 -2 . 

(ج) برهن أن N‏ (تسمى مضقوفة (معنذوؤمة4 القنوى) ولا Ke‏ أن 
تكون متناظرة . 

(Í)‏ أوجد المصفوفة P =aa' la'a‏ التي تسقط أي متجه على مستقيم 
مار من )2,1,2( = © (ومن نقطة الأصل) . 

(ب) ما هي القيمة الذاتية الوحيدة غير الصفرية ل وما هو aill‏ الذاتي 
المقابل ؟ 

(ج) حل =Pu‏ » منطلقاً من )9,9,0(= u‏ . 

نفرض أن السطر الأول من A‏ هو(7,6) وأن قيمتيهما الذاتيتان ipi‏ 
أوجد 4 

(أ) من أجل أي قيمتين ل4 , © يكون للمصفوفة A‏ قيم ذاتية حقيقية 
colgat‏ ذاتية متعامذة ؟ 


(ب) من أجل أى قيمتين ل LK cd‏ أن BW JS‏ متجهات متعامدة 


¥4-0 


هوم 


القيم الذاتية والمتجهات الذاتية اع 


- نظامية وهى تراكيب للأعمدة . (لاتوجدها) ؟ 
إذا كان المتجهان ×, × عمودى S‏ فما هي القيم الذاتية والمتتجهاتث 


الذاتية لما يلى : 
tle‏ اع PEE E‏ 
=4 و B=s |2 3 |s‏ 
ماهي نهاية | م | “| 3 4 | (مصفوفة ماركوف في الحالة الثابتة) وذلك 


غعتدما كت k—,‏ € 


Neu‏ (سوں 


المصفوفات المعرقة إيجابياً 


١ - 5‏ النهاية الصغرى والنهاية العظمى والنقط السرجية 

حتى الآن» لم يكن لدينا أي مبرر للاهتمام بإشارة القيم الذاتية . في الحقيقة. 
سيكون قبل أوانه» السؤال عن اشارة 2 قبل معرفة كونها حقيقية . لقد قرر الباب 
الخامس أن للمصفوفات الأكثر أهمية المصفوفات المتناظرة فى الحالة الحقيقية 
والمصفوفات الهرميتية في ا حالة المركبةقيماً ذاتية حقيقية . لذا سيكون عندئذ: مقو Y‏ 
أن نتساءل متى تكون هذه القيم موجبة وسيكون» عندهاء أحد أهدافنا هو التالي : 
إيجاد معيار يمكن تطبيقه مباشرة على المصفوفة المتناظرة A‏ يضمن لنا أن تكون جميع 
فيمها الذاتية موجبة » وذلك دون ضرورة لحساب هذه القيم . يستدعي هذا المعيار 
Ge‏ من أهم الأفكار الأساسية لهذا الكتاب وهي المحاور» المحددات والقيم الذاتية . 

قبل النظر في مثل هذا المعيار» نريد عرض حالات جديدة يكون فيها لإشارة 
القيم الذاتية أهمية تذكر . إن ذلك مختلف» LE‏ عن مسألة الاستقرار في المعادلات 
التفاضلية حيث كنا بحاجة إلى قيم ذاتية سالبة أكثر من حاجتنا إلى الموجبة منها . (لم 
نكن بحاجة للعجلة في تجاوز هذه النقطة إلا أننا نريد ذلك : إذا اجتازت 4 المعيار 
الذي نبحث عنه بنجاح » فان للمعادلة N> du /dt=Au‏ متخامداً bx‏ لكل قيمة ذاتية 
0 . ويكون للمعادلة سه -2ه dul‏ حل تذبذبى خالص ct‏ حيث 32-/1- 00 . 
Ayal Jad tb UL la‏ هن الات اللي قر الي يرق aea‏ 
لقا JG‏ من القارىء dS dT‏ سسا Vie ely OY‏ یھگ EEE AE‏ 
بالمسألة الرياضية . 


fyo 


٦۷ء‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


المسألة التي ننظر فيها الآن هي تعيين نهاية صغرى وسنقدمها بمثالين : 


F(x, y) =7 +2x +y} -ysiny-x° 


f(x, y) = 22 + 4xy ty. 
هل لكل من #أو  أو لإحداهما نهاية صغرى عند النقطة 0= ر=+؟‎ 
ليس للقيمتين (من الرتبة صفر) 0 -(0,0)/و 7= (0,0) ۶ أي تأثير على‎ ١ ملاحظة‎ 
. / و‎ / Sly الجواب . إنهما يرفعان أو يخفضان‎ 
ملاحظة ۲ يعطي ا جزء ا خطي من هاتين الدالتين شرطاً ضرورياً : لكى يكون هناك‎ 
فرصة لنهاية صغرى عند نقطة الأصل» يجب أن تكون هذه النقطة نقطة‎ 
roe etal Ve Neola توقف. على‎ 


=y=Q0‏ : وهذا يعنى 


OF - 4x +y) -y cosy -siny =0 E OF = 4 +y)- 3x? =0 
oy OX 


SF om +2=0 5 L = ax + dy = 0 
oy OX 


لذاء فإن نقطة الأصل نقطة توقف لكل من F, f‏ هندسياء يمس السطح z= F (y)‏ 
المستوي الأفقي 7-7 كما يمس السطح =f (x,y)‏ المستوى 2-0 . المسألة هي ماإذا كان 
السطحان ",و ۴ واقعين فوق هذين المستويين عندما نتحرك عليهما مبتعدين عن نقطة 
التماس x=y=0‏ 

ملاحظة “ا حدود التربيعية» التي تننج عنها مشتقات ا مرتبة الثانية» هي التي تعطي 
الرأي القاطع : 


المصفوفات المعرفة إيجابيا VV‏ $ 


TT =4-6x=4 TL - 4 

E, 23 

OA N, 5 

J F se O° F = 4 af = 0_7 - 4 
OX dy Ovox ox doy oy ox 
oF =4+4y sin y - 2 cosy =2, 7 f =2 


تحوي هذه المشتقات الحواب» ley‏ آنهاء بالنسبة ل ۴,۶ » متطابقة» لذاء يجب 
أن تحوي الجواب ذاته لكل من هاتين الدالتين . تتصرف هاتان الدالتان بصورة واحدة 
بجوار نقطة الأصل › وإن للدالة F‏ نهاية صغرى إذا وإذا فقط » كان للدالة إنهاية 
صغرى . 
ملاحظة ٤‏ ليس لحدود الدرجات العليا فى SEF‏ على مسألة النهاية الصغرى المحلية › 
إلا أنها قد تمنع هذه النهاية الضغرى من أن تكون شاملة . في مثالنا الأول سيدفع الحد 
تب عاجلاً أو el‏ #نحو ‏ مه » بصرف النظر عن مايحصل فى جوار 0--:. 
مثل هذا الاحتمال متعذر بالنسبة للدالة /أو لأي شكل تربيعي آخر لايحوي حدوداً 
من درجات عليا . 

لكل شكل تربيعى cy"‏ + 2:0 ٠ه‏ =إنقطة توقف في نقطة الأصل حيث 
H re 7‏ إذا كان لها lg‏ ضغرئ محلية عفد oxy,‏ قان هذه النقطة ulg‏ 
"dal gw‏ . يرسم السطح ats Le f(x,y)‏ الطاس : مستنداً على نقطة واحدة هي 
نقطة الأصل . 

تلخ Gale‏ 5 أن Tle‏ التهاية الصفرع الحلية FULAL ale FU‏ 
ذاتها. إذا كانت نقطة توقف /عند 8=«,»=×+عوضا عن 7-0 -+ فإن التغير الوحيد 
ااا ی A: Pa‏ 


0) زومر‎ af م‎ Py +xy 2F - (0, f) V OF ap 
dx 2 “ب‎ 


ax 


EVA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


هناك حالة تشذ عن AUS‏ تقابل إمكان كون 0-“”. وهي مشكلة كبيرة كما 
هو الحال في الدالة ذات المتغير الواحد. تستدعى مشتقات المرتبة الثالثة فى مشل هذه 
المسألة OY‏ مشتقات المرتبة الثانية فشلت في اعطاء قرار محدد . لتحاشي هذه العقدة. 
من المعتاد اشتراط أن يكون الجزء التربيعي غير شاذ . من أجل نهاية صغرى حقيقية في 
نقطة الأصل» من المسلم به أن تنعدم cf‏ فقط » في النقطة 0-«-*. يدعى الشكل 
التربيعي الموجب. فعلاً» في بقية النقاط » معرفاً إيجابياً . 

تصل المسألة الآن إلى مايلي : من أجل دالة في متغيرين ony‏ ماهو البديل 
الصحيح عن الشرط 0<“ ؟ في دالة ذات متغير واحد» إشارة المشتقة الثانية كافية 
للتمييز بين نهاية صغرى ونهاية عظمى . لكن» هنا لدينا ثلاث مشتقات من المرتبة 
الثانية ,۴ ,۴ =۴ F‏ تعين هذه الأعداد الثلاثة الدالة /روهي تحدد متى يكون أو 
لايكون للدالة F‏ (كذلك ۴) نهاية صغرى . ale‏ الشروط المتعلقة با لمعاملات abc‏ 
التي تضم نكون axt 2bxy + cy‏ = معرفاً إيجابياً ؟ 

من السهل إيجاد شرط ضروري : 

)1( إذا كانت /معرفة إيجابياًء فمن الضرورى أن يكون 4<0 . 

يكفي أن ننظر في النقطة 0 = «, 1 = × حيث يكون cy‏ + رط»2 + به مساوياً ». 
على cle peo Sola‏ إذا كان /معرفاً إيجابياً. لننتقل إلى OF‏ إن ذلك يعني تماماً أن 
oe > 0‏ کت 20 sy‏ سے VY‏ عقر ده انعد أنه يجب أن ټک F“>00‏ 
لتكون هناك Ul gi‏ صغرى . وبصورة مشابهة» إذا ثبتنا 0= × وتركنا y‏ متغيراً بمفرده. 
فإن ذلك يعطينا شرطا متعلقاً بالمعامل e‏ : 

.6< 0 إيجابياً فانه من الضروري أن يكون‎ i pf إذا كانت‎ (Y) 

هل يضمن الشرطان 0,6<0<ه أن تكون /موجبة؟ الجواب لا_الحد المتصالب 
2xy‏ قافر على سحب إلى مانت الضفر» إذا كان كيرا بقدر AS‏ 
مثال 10y +y?‏ -” دم . في هذه الحالة 1 -6, 1 - ه وهما موجبان معاً. لنفرض أننا 


اخترنا ays Dads‏ عن 33-8 لتك Do‏ رغ سق kakasa‏ 
الشرطان 0,6<0<ه يؤكدان أن /,متزايدة فى اتجاهي + و « ولكنها قد تتناقص على 
طول خط آخر . هذه الدالة سالبة على المستقيم x=y‏ لأن 10--6 يطغى على © و ©. 
من المستحيل اختبار التعريف الإيجابي بدراسة ذلك على طول أي عدد منته من 
المستقمات الثابتة ‏ كن لهذه الدالة wolf‏ على الصفر وتنقص عنه كذلك . 

من الواضح أن ل ( دخل في المسألة ولقد كانت في دالتنا الأصلية / موجبة . 
هل يكفى هذا لجعل مو جبة والتأكد من وجود نهاية صغرى ؟ الجواب مرة أخرى لا ؛ 
إن إشارة ط ليست ذات أهمية فى هذا الأمر. رغم أن جميع معاملات مثالنا الأصلي 
بر + Any‏ +*:2موجبة » فانه ليس معرفاً إيجابياً وليس SY‏ من الدالتين أو ٣‏ نهاية 
صغرى. نلاحظ » على المستقيم -y‏ -+ أن رسالبة : 1--2-4+1 -(1-,1)/. 

إن كبر cb‏ مقارنة ب ac‏ » هو الذي يتحكم بكون f‏ معرفة إيجابياً . نريد الآن أن 
نجد معياراً دقيقاً يعطى شر طا لازماً وكافياً للتعريف الإيجابي . أبسط طريقة هي PEYI‏ 
إلى المربع الكامل : 


| b? | 2 
c- —| y". 
a 


الحد الأول من الطرف الأيمن غير سالب لأنه مربع كامل مضروب بال معامل الموجب a‏ 
! لايزال الشرط الضروري الأول محققا . إلا أن المربع الكامل يمكن أن يكون صفراًء 
وحينئذ » يجب أن يكون الحد الثاني Le ye‏ هذا الحد هو ly prey?‏ بالمعامل 82 (ac-‏ 
4. الشرط الأخير كي يكون /موجباً هو أن يكون هذا المعامل موجباً : 

)1( إذا كانت /موجبة فمن الضروري أن يكون ac >b?‏ 

Lee‏ أنه إذا تحقق الشرطان )١(‏ و (T)‏ معا فان ذلك يؤدي إلى تحقق الشرط 
الثاني . إذا كان sacat‏ 0<ه فإن 0<» حتماً . من المؤكد أن الطرف الأيمن من (۲) 
فو Ue‏ وگو ن Tet‏ قد ا جاع السؤال:. 
OSTA‏ الشكل التربيعى تن + D paf art bry‏ إيجابياً إذا وإذا فقط كان ء4 


2 


(Y) f=ar’ + 2bxy + o| = 4 


55 
ad 


EA.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


0< - و 0< .a‏ بالمقابل تكون للدالة #نهاية صغرى (غير شاذة) عند 0= «ر= + إذا 
وإذا فقط كان 


.)0,0 كك 


dx dy 


0 


2 فد‎ (0, 0) > 0, 
dx 


FF إرن ,م‎ < 
oy" 


OF F ©, o) 
ax’ 


شروط النهاية العظمى سهلة . OY‏ / يكون في نهاية عظمى عندما 
يكون #- في نهاية صغرى . إن ذلك يؤدى إلى قلب إشارات 6 إن ذلك fy‏ 
الشرط 0 ac -b>‏ قائماً : يكون الشكل التربيعى معرفاً سلبياً إذا وإذا فقط كان : *ط - ac‏ 
0< 0>». التغيير ذاته يطبق على LF‏ 

يكون الشكل التربيعى شاذاً عندما يكون tac-b=0‏ هذه الحالة لم نبحث بها 
حتى OV‏ في هذه الحالة» سيختفي الحد الثاني من (۲) ويبقى الحد التربيعي الأول 
فقط إنه شبه معرف إيجابياً» إذا كان 0 <» وشبه معرف سلبياً إذا كان 0> 4 . إن 
البادئة شبه تجيز إمكان مساواة /باالصفر كما يحصل عند النقطة م--«,ثم -+ . 
هندسياً» ينحط السطح c= flay)‏ من شكل طاس حقيقي إلى قناة لانهائية الطول . 
تشبه السطح  -*‏ فى الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة : تنمو هذه القناة فوق وتحت 
محور «وكل مقطع لها (مواز لمستوي Car‏ هو القطع المكافىء = الواقع في هذا 
المقظع». cle‏ فكل تريس آقير ght‏ رهو اللخ سارن Ad‏ وا =bac‏ ۾ 
0-. هو» بالوقت ذاته» شبه معرف إيجابياً وشبه معرف سابياً ويصبح الطاس مستوياً 
LE‏ 

في حالة البعد الواحد ومن أجل دالة oF)‏ يمكن معالحة الإمكانات المختلفة 
بصورة كاملة : إما أن توجد نهاية صغرى أو نهاية عظمى أو تكون 0 - “. في حالة 
البعدين › تبقى آمامنا حالة مهمة : يكن للت ركيب aiaiai‏ . لقد ظهر 
ذلك في مثالنا عندما كان كبر 0 مهيمناً على »و » : وكان /موجباً فى بعض الا تجاهات 
وسالباً في اتجاهات أخرى . من المؤكد أن يحصل pa (AUS‏ ف cb wpe‏ إذا 


المصفوفات المعرفة إيجابيا A۸1‏ 


كانت ga‏ ء من إشارتين مختلفتين » فإن ا تجاهي ×و « يعطيان نتيجتين متعاكستين . 
تكون /على أحدهما متزايدة وتكون متناقصة على الآخر . من الممفيد أن ننظر في 
ال حالتين الخاصتين : 
و2 ع fi‏ و -y‏ برد رر 

في الأولى» ١‏ مهيمنه حيث 0 -» - a‏ في الثانية »و » من إشارتين مختلفتين. في 
كل من هاتين الدالتين» 1- -:5 - 66 . 

هاذان الشكلان التربيعيان غير معرفين لأنه يمكنهما أن يأخذا AS‏ من الاشارتين ؛ 
الحالتان f>0‏ 9 0>/ممكنتان؛ بحسب قيم ×و «. لذا» سيكون لدينا نقطة توقف وهي 
ليست نهاية عظمى ولانهاية صغرى . تدعى هذه النقطة نقطة سرجية . (قد يكون ذلك 
OY‏ السطح (د:)/ = cz‏ لنقل Wee‏ إن ”ر zE‏ يشبه سرج الحصان (شكل VV‏ 
يهبط إلى الأسفل باتجاه محور «في الجزء الملائم للفخذين ويصعد إلى الأعلى في 
اتجاه محور *). ربما تفضل أن تتصور ممراً جبلياً؛ أن أعلى نقطة في الممر هي نهاية 
صغرى إن أنت نظرت للجبال التي من حولك» ولكنها نهاية عظمى على طول الممر . 


شكل )1-3( السرج f = 2xy‏ وخطوط تسويته . 


pel SAX‏ الخطي وتطبيقاته 


السرجان -ye‏ ج22 متماثلان فعلاء لأنه لو دورناالمحاور حول حورج 
دوراناً قدره © ٠5‏ فاننا نتتقل من أحدهما إلى الآخرء يكاد يكون من المستحيل رسمهما . 

يكفي الحساب لإيجاد شرطي النهاية الصغرى : Fa‏ جك اوح aF‏ 
ا لجبر الخطي مستعد لفعل أكثر من ذلك عندما نعرف كيف نجعل معاملات Bf‏ مصفوفة 
متناظرة A‏ يقع معاملا الحدين ax’, cy‏ في القطر ويظهر معامل الحد المختلط 2bxy‏ 
موزعاً بين العنصر الواقع فوق القطر pally‏ الواقع تحته» ويكون الشكل التربيعي 
مطابقاً» LE‏ للجداء المصفوفي : 


ab 
pe 


X 


iy? ax” + 2bxy + cy* =|x y | j 


هذه المتطابقة هي مفتاح هذا الفصل كاملاً. يكن كتابتهماء Leah‏ بالصورة -/ 
كد کن fen Le So this paged‏ ستقدم هذه المطابقة طريقة مثالية 
ومختزلة لدراسة النهايتين العظمى والصغرى . عندما يكون هناك « من المتغيرات 
المستقلة باس قو ضا عن “دو cy‏ فان هذه المتغيرات توضع في متجه عمود ×. 
لكل مصفوفة متناظرة ۸ » يكون ا جداء ×4× fa‏ شكلاً تربيعياً خالصاً : 


xTAx =[x, Xa ays 


> 2 2 
(£) = 4321 +42X1X2 + 4321 + ... Annn 
n n 
=}, 2 i 

i=l j=l 


ليس هناك حدود من درجات عليا أو دنيا-إنها حدود من الدرجة الثانية, فقط . 
الدالة تساوي الصفر عند 0= × وكذلك مشتقاتها | mrp‏ المماس مستو» و 0 = × ھی 
نقطة توقف . وعلينا أن نقرر ما إذا كانت نهاية صغرى أو نهاية عظمى أو نقطة سر جية . 


$ AY إيجابيا‎ 45 all المصفوفات‎ 


THE نقطة سرجية‎ : f=’ + 4xy +y? ١ مثال‎ 
0 1 - ef we i 
4= 1] نقطة سر جية‎ , f= 2ry Y فثال‎ 


i bla f= 2x? - 2X 1X +2x? - 2X 4X34 +2x% ¥ مثال‎ 


هذه الدوال جميعها تربيعية خالصة» إلا أن كل دالة ( ...»)۴ تعالج بالطريقة 
نفسها . إننا نبحث عن نقاط التوقف» حيث جميع المشتقات الأول أصفار . عند هذه 
blast‏ « تكون A‏ «مصفوفة مشتقات المرتبة الثانية» أو مايسمى ب «مصفوفة 


| > 2 
eel 8 Police JIL Senda, il .a,; = 2 P Le polis (Hessian) (lus 


yidyj 


2 2 
نفسه الذى من أجله dm, . aP FE‏ يكون للدالة ٣‏ نهاية صغرى إذا كانت 
wo dx dy dy dx 2‏ | 


۴ وهي تتحكم في وضع‎ »f معرفة إيجابياً . حدود ال مرتبة الثانية معزولة في‎ f= ×۸٠ 
LEIF E yl FM Lice عيذ نقطة الاقف كنبا اقيق‎ 


)م١‎ AN FR المي‎ Pe salat 2 + ]| . | 
(0) F(x) =F(0) +x (gradF) + 1x Ax + حدود من المرتبة الثالثة‎ 


متجهاً صفرياً. والصيغة التربيعية 


يحون عند نقطة التو قف ا grad F E,‏ 


n 
X] OX n 


۸۸ تزيد من قيمة F‏ أو تنقصها. إذا كانت نقطة التوقف عند,+ بدلا من الصفر فإن 
المتسلسلة تبدأ ب (») ۴ وتتغير × فتصبح -x‏ ×على الطرف الاين من CO)‏ 

سيتضمن البند التالى معايير لتقرير ما إذا كان ×4× f=‏ مو جباً. وهذا يكافىء 
قرار ما إذا كانت 4 معرفة إيجابياً» وهذا هو الهدف الرئيسي من هذا الباب . 


EA 


ae 


برهن أن للشكل التربيعي 2 + :4 +*:-/نقطة سرجية في نقطة fe‏ 
رغم أن معاملاته موجبة . بين كيف يمكن كتابة /من جديد على شكل 
فرف بين مربعين كاملين . 

قرر ما إذا كانت المصفوفات التالية معرفة إيجابياً واكتب من أجل كل 
منها الدالة TAx‏ حم الموافقة : 


aegen ]ب‎ 


محددة (ب) تساوي الصفر؛ على أي مستقيم تبقى الدالة #مطابقة 
لصف ؟ 

ادا كانت 4 مصفوفة متناظرة من النوع 2 ×2 تحقق من أن «ac <<: ga>0‏ 
حل المعادلة 0= 20- 4) = det‏ وبين أن جذورها موجبة . 

ميز بين نهاية صغرى أو نهاية عظمى أو نقطة سرجية للدوال : 

»x=y=0 عند النقطة‎ (F= -1 + 4(e- x) - 5x sin y +6y (|) 
X=1,y=n عند نقطة التو قف‎ F= )- 2x) COS Y lss) 

çi yi l bļe > "| + a eth cal l F 
تكون المصفوفة 9 | |- 4 معرفة إيجابيا؟‎ b (آ) من أجل أي الأعداد‎ 
عندما تكون ط فى مدى التعريف‎ 4 - LDL (ب) أوجد التحليل‎ 


الإيجابي . 
(ج) أوجد القيمة الصغرى للدالة 2bxy +9y2)-y‏ + > حينما تكون 
فى هذا المدى . 


)>( ماهى النهاية الصغرى فى $b =3 De‏ 
نفرض أن المعاملين المو جبين 4 , © يهيمنان على ع أن 8 دع + عن , 


peaj 


|١١-١-5 


| 2 
b 

xı +(x; 
dd 


2 AO إيجابيا‎ 45 all المصفوفات‎ 


هل يكفى ذلك لضمان أن b‏ < ء» وأن المصفوفة معرفة إيجابياً $ hel‏ 
برهاناً لذلك أو مثالاً مضاداً . 
)1( أي المصفوفات من النوع 3< 3 تقابل : 
دغ د22 + و1 Fi =x) ix + x3 - 2K 120 - 2K‏ 

4 1 د 4 - 2X |X3‏ - د25 - fo =x} + 2x5 + 3x3‏ 
(ب) بين أن /مربع كامل وحيد ولیس معرفاًإيجابياً. متى يكون /مساوياً 
الصفر ؟ 
Apy‏ 


a b 
be 


الدالة التربيعية 4×7 f= 3)*+ Qe Pt‏ موجبة» أوجد مصفوفتها ثم حللها 
إلى LDL‏ وأوجد العلاقة بين العنصرين 2 و 1 والدالة الأصلية /. 
إذا كانت | * R=]?‏ فاكتب ۸ وتأكد من أنها معرفة إيجابياً ما لم 


. #شادة‎ oS 


ومحددتها. 


(ب) أتهم الطرف الأيمن المركب لتصبح المساواة صحيحة : 


f =x "Ax =a x + 2Reb x, x, +c 


2 
X-| =a 


(ج) ماهى المعايير التى تقرر 555 0< /لضمان أن تكون 4 معرفة 
إيجابياً ؟ 
(د) هل المصفوفتان التاليتان معرفتان إيجابياً ؟ 


EAT‏ اجر اطي وتطبيقاتة 


l-i 2 


| 3 4+ 
> | 4-1 6 


r 1+1 


175-13-3 فوط ادا كان F= xy- 2x- 2y AU‏ نهاية صغرى عند 1= ر=×(بعد 
اثبات أن المشتقتين الأوليين Ob gles‏ الصفر عند تلك النقطة) . 
۱۳-۱-٦‏ ماهى الشروط التى يجب أن يحققها Sabe‏ يكون : 


£ x,y تبرن لكل‎ + 2bxy + ترون‎ z2 x+y 


5-1 معايبر التعريف الويجابي 

ماهي المصفوفات المتناظرة التي تتمتع بتحقيق العلاقة 0< ×74 لكل متجه +« غير 
صفري ؟ إن هناك أربعة أو خمسة طرق للإجابة عن هذا السؤال» نأمل أن نكتشفها 
كلها . aad‏ ابتدأ dS‏ السابق بتلميحات تتعلق باشارة القيم الذاتية» لكن هذه المناقشات 
كانت معلقة بالهواء. عوضاً عن ذلك› قد اعطت مسألة القيم الذاتية مكانا لشرطين 


2 "a z و“‎ —— a b kr A ie 

a> 0, ac-b° <0 فإننا نحتاج‎ A= bo ادا كان‎ 
' 4 T . > ; ee = a b 8 at 
.a>O0,ac->0 معرفة إيجابياء من الضروري أن يكون‎ A= 5 لتكون‎ 


هدفنا OYI‏ هو تعميم هذا الشرط لتشمل المصفوفة ذات المرتبة on‏ وإيجاد علاقة 
ذلك باشارة القيم الذاتية . في الحالة 2 × 2ء على الأقل؛ يعني هذان الشرطان أن 
القيمتين الذاتيتين موجبتان : جداؤهما المحددة 0 ac - b>‏ أي أن القيمتين الذاتيتين 
موجبتان معا أو سالبتان cher‏ ويجب أن يتحقق الأول OY‏ مجموعهما الأثر a+c>0‏ 

يلاحظ كيف يعكس» من قريب» هذان الفرضان_ الأول مباشر وحسابي 
والثاني أكثر تعلقاً با لخواص الذاتية للمصفوفة (قيمها الذاتية) جزأي هذا الكتاب . 
في الحقيقة إذا نظر بدقة في المعيار الحسابي» فمن الممكن اكتشاف ظهور المحاور . لقد 


المصفوفات المعرفة إيجابيا EAV‏ 


بدت عندما فرقنا GIP‏ مجموع مربعين : 


2 2 
| te = 2 
gs ae 


١ ظ‎ 
1 ax? + 2bxy + cy? =a |] + Dy 


7 


d 


المعاملان »/50 - (ac‏ و »هماء Sad‏ محورا المصفوفة ذات النوع 22 . إذا بقيت 
هذه العلاقة صحيحة من أجل المصفوفات الكبيرة» فانها تعطينا معياراً ge‏ جداً 
للتعريف الإيجابي : نفحص المحاور . بالوقت ذاته سيكون لذلك التفسير المألوف : 
يكون ×4× معرفاً إيجابياً إذا وإذا فقط أمكن كتابته كمجموع ۸ مربعاً مستقلة . 
راك died‏ دة اضافية. بر قبط lee‏ هذا الاب بر p es al‏ 
المحددات» لذا نتساء ل عن الدور الذي تلعبه المحددات فى التعريف الإيجابى . من 
ا مؤكد أنه لايكفي أن نتطلب 4:84<0. OY‏ هذا المتطلب محقق » في مثالناء إذا كانه 
1- - »دو 5-0ء الأمر الذي يؤدي إلى 1-= 4ء وهو شكل معرف سلبياً. النقطة 
المهمة هنا هو أن معيار المحددة لم يطبق » فقط » على المصفوفة 4 ليعطي 66-72<0 بل 
Lal. 5b‏ على المصفوفة 4 الجزئية ۾ ذات النوع 1 × ١‏ الواقعة في الزاوية اليسرى 
العليا- يجب أن يحيط التعميم الطبيعي بجميع المصفوفات الجزثية اليسارية العليا : 


5 ý | } 4), 212 A3 
3 | 
A. =ļ|ā An = A i Ax =| ao d37 dr po CR, P 
l 1] 2 35 qa 9 3 7 be E: ١ ه:‎ 1 
ظ‎ = 43; 8432 433 | 


إليك النظرية الاساسية وبرهانها المفصل : 
1ب كل من المعايير الأربعة التالية شرط لازم وكاف لتكون المصفوفة الحقيقية المتناظرة 
معرفة إيجابياً : ۰ 

. × لكل متجه غير صفرى‎ 74× <0 )١( 

)1( جميع القيم الذاتية للمصفوفة 4 نحقق ۸<0 . 

aot )۳(‏ المصفوفات الجزئية A,‏ محددات موجبة . 


SAA‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


. 4 < 0 BE ) جميع المحاور (بدون مبادلالت سطرية‎ )٤( 


البرهان الشرط الأول يعرف المصفوفة المعرفة إيجابياً وستكون خطوتنا الأولى هي 
برهان تكافؤ هذا الشرط مع الشرط الثاني . لذاء نفرض أن )١(‏ محقق» ولنستنتج أن 
كل قيمة ذاتية ,2 موجبة . البرهان سهل . لنفرض أن »هو المتجه الذاتي الواحدي 
المقابل . لذا 


x1 AX, =x; Ax; — Ki لذا‎ AX; = Aix; 


xo x= 1 OF‏ . لما كان الشرط )١(‏ محقق لكل ox‏ فانه صحيح» بصورة خاصة من 
أجل المتجه الذاتى ox,‏ لذاء فإنه من الضروري أن يكون Ayah‏ × موجباً. أي 
للمصفوفة ا معرفة إيجابياً قيم ذاتية موجبة . 
نتتقل الآن إلى الاتجاه الثاني» نفرض أن جميع 1,<0 ولنستنتج أن 0 < ×4" 
(يجب برهان ذلك لكل متجه + وليس » فقط c‏ للمتجهات الذاتية) . بما أن للمصفوفة 
المتناظرة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية النظامية القائمة والمستقلة خطياً (نظرية 
الطيف). فانه يمكننا أن نكتب أي متجه كتركيب خطي من الصورةيء +..... +م» . 
لذاء OW‏ 
A Ey Fat Cha Fn‏ مح حر م dary. + aut‏ مت عم 
بسبب كون المتجهات x,‏ نظامية ومتعامدة فان 1 -,د xT‏ 
( دم ميم (Y) x'Ax = ci BE Forf enka) Aix Hat‏ 
ع ل =p Aj FH ons‏ 
إذا كان كل 0< ۸ » فإنه ينتج من (۲) أن 0<+4”د . لذاء فإن الشرط الثاني يؤدي إلى 
الأول. 
تنتقل الآن إلى (۳) و (4) المكافتين CVS‏ وستبرهن ذلك على ثلات مراحل : 
إذا كانت )١(‏ صحيحة فان (Y)‏ كذلك : Vol‏ محددة أي مصفوفة تساوى 


المصفوفات المعرفة إيجابيا EAA‏ 


جداء قيمها الذاتية . وإذا كان )1( صحيحاً فقد عرفنا سابقاً أن القيم الذاتية موجبة 
AY‏ الذاء کو 

daa به مراك‎ de 0. 

لبرهان الأمر ذاته من أجل جميع المصفوفات الجزئية ,4» نحقق أنه إذا كانت A‏ 
معرفة إيجابياً فان كل ,4 كذلك . الطريقة هي فحص المتجهات التي مركباتها n-k JI‏ 
الأخيرة أصفار : 


1 
Xk 


A, * T 
k 0 اع قد ات‎ 


ook 


x Ax = xi (0 


إذا كانت 4×<0× لكل متجه غير صفري Or‏ فإنه يكون» بصورة خاصةء AX,‏ 
xf <0‏ لكل pbx,‏ صفري . لذاء فإن الشرط )١(‏ صحيح لكل ,4 وإن هذه المصفوفة 
الجزئية تجيز المناقشة التي أجريناها ل 4ذاتها . قيمها الذاتية (التي هي ليست A,‏ ذاتها !) 
موجبة ومحددتها تساوي جداء هذه القيم الذاتية . 

إذا كانت (۳) صحيحة فان )٤(‏ كذلك : إن ذلك سهل البرهان OY‏ هناك علاقة 
مباشرة بين الأعداد der A,‏ والمحاور . وفقاً لما جاء فى البند »)٤-٤(‏ المحور ,4 يساوي 
LLE‏ النسبة بين deta,‏ و ,14ء4 . لذاء إذا كانت هذه المحددات موجبة فان جميع 
المحاور موجبة كذلك ‏ وليس هناك ضرورة لمبادلات بين الأسطرلصفوفة معرفة 
إيجابياً. 

إذا كانت (5) صحيحة فإن )١(‏ كذلك : لقد فرضنا أن المحاور موجبة وعلينا 
أن نستنتج أن 0<+4”د. هذا ماقمنا به في حالة 2<2» بالإتمام إلى مربع . لقد كانت 
المحاور هي الأعداد الواقعة خارج المربعات . لبرهان الأمر ذاته من أجل مصفوفات 
متناظرة من أي حجم COWS‏ علينا أن نعود إلى منشأ المحاور ‏ الحذف الغاوسي و A=‏ 
LDU‏ . هاهي الحقيقة الأساسية : فى ا حذف الغاوسي لصفوفة متناظرة» كانت 
المصفوفة ا مثلشية العلا U‏ هى منقول ال مصفوفة ال مثلثية الدنيا «IW .L‏ فإن A=LDU‏ 


— T 
.۸ = LDL! نصبح‎ 


ا الجبر الخطي وتطبيقاته 


مثال 


0 a 


1 
بعصم غا | تنا نم 


| نف 
i‏ 
erie‏ ت 


لنضرب من اليسار L‏ مجم لمتجه ”× ومن ال ليمين بالمتجه x‏ فنحصل على مجموع مربعات 
معاملاتها المحاور ~ ,2.5 


2 La 


© 


x'Ax =u v w || 


w |e 
m, 

د | دا يم ت 
i‏ 

ل" | تیا عصرم 


T 


3 
= Žu- Lv)" + 2(v- iwy + “0ش‎ 
2 


هذه المحاور موجبة مضروبة بمربعات كاملة تؤدي إلى كون xTAx‏ موجبة . والشرط 
(0)يؤدي إلى الشرط )١(‏ وهذا ماينهى البرهان . ستكون هذه النظرية ذاتها صحيحة . 
فى AS MILI‏ من أجل المصفوفات الهرميتية حيث ”4 -4. 

إنه شيء جميل أن يكون انشاءان اساسيان ‏ الحذف والاتمام إلى مربع كامل - 
متطابقين فعلا. المرحلة الأولى من الحذف تحذف ,دمن جميع المعادلات التى تلى 
الأولى. بصورة مشابهة يتعلق المربع الأول بكل حد من ج4”ديحوي ,*. جبرياًء 
مجموع المربعات AN)‏ برهنا بها كون 0< TAx‏ هو : 


Hd, (Lx)? + (Lx)! 2 EEA‏ وو اللي =o‏ مك سم 


المحاور واقعة في الخارج . المضاريب ر في الداخل ! يمكننا أن نرى 
(وجميع أعمدة 2 ) داخل مربعات المثال الثلاثة . 


1 
2 


5 


ملاحظة قد يكون من الخنطأ أن نتخلى عن انطباعنا فى الشرط الثالث وهو كون 


المصفوفات المعرفة إيجابيا \ $4 
المصفوفات الحزئية العلوية ,4 حالات خاصة LE‏ يمكننا بصورة مطابقة أن نختبر 
محددات المصفوفات الجزئية اليمنى والدنيا. ويمكنناء Lad‏ استخدام أي سلسلة من 
المصفوفات الجزئية الرئيسية منطلقين من عنصر قطري a,‏ كمصفوفة جزئية أولى» ثم 
اضافة سطر وعمود (متزاوجين) جديدين فى كل مرة. بصورة خاصة»ء هناك شرط 
ضروري للتعريف الايجابي وهو أن يكون كل pate‏ قطري Le goa,‏ ذلك هو فعلا 
معامل ×. كما رأينا في الأمثلة» لكن النظر فى عناصر القطرء فقطء لايمكنه أن 
يكون أبدا كافيا . 
لايجوز الخلط بين المحاور ,4 والقيم الذاتية . لمصفوفة نموذجية معرفة إيجابياً. 
توجد مجموعتان مختلفتان» تماماً. من الأعداد الموجبة . في مثالنا ذي النوع 
3 3 من المحتمل أن يكون معيار المحددات هو الأكثر سهولة : 
detA; =2, detA, - 3, detA, = detA = 4‏ 
من أجل مصفوفة كبيرة» من الأسهل النظر فى المحاور من خلال عملية الحذف» وهى 
هنا النسب 43 -,4 , 3/2 -,4 , 2= 4. عادة» يكون معيار القيم الذاتية هو الأطول› 
لكنناء في هذا JU‏ نعلم أن جميعها موجبة. 
لاوح i =2-V¥2, Ap =2, Az‏ 
رغم أنه من المتعب تطبيق ذلك على مصفوفة معينة 4» فانه» فعلاً» أكثر المعايير 
استخداماً في القضايا النظرية . كل معيا ركاف بحد ذاته . 


المصفوفات المعرفة إيجابياً والمربعات الأصغرية 

آمل أنك تسمح بتقديم معيار إضافي للتعريف الإيجابي . لقد أصبح الآن قريباً 
وسيعطي فهماً أفضل للمعايير القديمة وللارتباط مع بقية الكتاب. لقد ربطنا 
المصفوفات المعرفة إيجابياً بالمحاور (الفصل الأول) وبالمحددات (الفصل الرابع) 
وبالقيم الذاتية (الفصل الخامس) . سندرسها الآن فى مسائل المربعات الأصغرية الواردة 
في (الفصل الثالث)» منطلقين من المصفوفات المستطيلة من (الفصل الثاني) . 


ستكون المصفوفة المستطيلة ۸ ومسألة المربعات الأصغرية Rr=b‏ لهذا النظام 
7 معادلة حيث man‏ (تدخل في ذلك الأنظمة المربعة). نحتاج إلى الحرف ۸ 
للمصفوفة المتناظرة 8 التي تظهر في المعادلات النظامية : × اختيار المربعات 
الأصغرية هو حل ۸= × RIR‏ المصفوفة RIR‏ ليست» فقطء متناظرة بل معرفة 
b SOV ue LS La‏ أذ كرون اعيدة WR‏ وا Lbs‏ :> 
" ج تكون 4 مصفوفة متناظرة معرفة إيجابياً إذا وإذا فقط حققت الشرط : 

)0( توجد مصفوفة ۸ باعمدة مستقلة Gat‏ 778 = ۸. 

لكي نرى أن RR‏ معرفة إيجابياً نلاحظ أن ×۸× » هو مربع EKYN ||۸ x ||? cJ yb‏ 

أن يكون سالباً وهوء أيضاً . لايمكنه أن يكون صفراً YY)‏ إذا كان 0=»)» وذلك SOY‏ 
R‏ أعمدة مستقلة : إذا كان ×لايساوي الصفر فان Rr‏ لايساوي الصفر . لذاء فإن 
x ||“‏ ۸|| = ×4 موجب وإن ۸۲۸ = 4 معرفة إيجابياً. 

بقي علينا أن نبرهن أنه إذا كانت A‏ محققة للشروط )5-١(‏ فانها تحقق أيضاً 
الشرط (5). علينا أن نجد SIR‏ تحقق ۸۸ = 4» وبالفعل قد وجدناها مرتين قبل 
الآن: 

)١(‏ في المرحلة الأخيرة من النظرية الاساسية» فرق الحذف الغاوسي 4 إلى 
LDL’‏ . كانت المحاور موجبة» وإذا حوت ۷5 الحذور التربيعية لهذه المحاور على 
طول قطرها 

الرئيسي » فسيكون 17 <۷ <۷ 1= A‏ لذاء سيكون هناك اختيار واحد 
للمصفوفة ۸ وهي المصفوفة المثلثية 1 VD‏ . 

(Y)‏ برهان أخر» يعطي مصفوفة ۸ مختلفة عن السابقة ويقوم على استخدام 
(Y)‏ عوضاً عن CE)‏ قيم ذاتية موجبة عوضاً عن محاور موجبة . توضع المتجهات 
الذاتية فى مصفوفة قائمة Q‏ : 

(£) A = QAQ" = (QVA JVA Q") =R'R. 


المصفوفات المعرفة إيجابيا say‏ 


هناك احتمال ثالث هو :01/80 -8. وهو ا جذر التربيعي ا معرف إيجابياً للمصفوفة 
A‏ 

كانت هذه الاختيارات الثلاثة ل ۸ مصفوفات مربعة . لسنا بحاجة لفرض R‏ 
مستطيلة .. هناك العديد من الاختيارات» مربعة أو مستطيلة ويمكتنا تفسير ذلك . إذا 
ضربت أحد الاختيارات بأى مصفوفة ذات أعمدة متعامدة نظامية (مثل (Q‏ فان الجداء 
سيحقق =A‏ 8718 = 870708 -(08 )08(7) . لذاء سيكون 08 اختياراً آخر . النقطة 
الاساسية هى أن مسائل المربعات الأصغرية تؤدي إلى مصفوفات معرفة إيجابياً وفي 
التطبيقات التي نتجت ge‏ 


ملاحظة كثيراً ما يسأل صفي عن المصفوفات غير المتناظرة المعرفة إيجابياً. إنني لم 
استخدم» قطء هذا التعبي . تعريف واحد ممكن هو أن يكون الجزء AHAN‏ - المتناظر 
معرفاً إيجابياً . (تحتاج ال حالة المركبة أن يكون الجزء الهرميتي + Bas — (A‏ إيجابياً) . 
ذلك يكفى لضمان كون الأجزاء الحقيقية للقيم الذاتية موجبة» لكن ذلك غير لازم 
كما يبين ذلك البرهان وال مثال التاليان : 


wA = yw Axr = ÖP Ar =Ax إذا کان‎ : ReA>O OSS شرط كاف‎ 
بالجمع نجد الجزء الحقيقي‎ . 1 
(Reh) xix = دح‎ )4 +A") ع‎ >0 


E E 2% ©‏ وى قيس l Mal ECU E‏ 
شرط غير لازم : في t)‏ ل | -4ء جد 3<0ءه لكن | 2 !| 4+ 1 


عير معرف . 


Introduction to pS لقد ادخلت تطبيقات المصموفات المعرفة إيجابياً فى الفصل الأول من‎ )١( 


. Applied Mathematics (wellesley - Cambridge Press) 


٤‏ ا لجبر الخنطي وتطبيقاته 


مجسمات القطع الناقص في فضاء ذي n‏ بعداً 
خلال هذا الكتاب» كانت SE‏ الانشاءات الهندسية خلف جبر المصفوفات . 
فصل الأول» مثلت المعادلة الخطية مستوياً. نظام المعادلات = مهأدى إلى 
تقاطع مستويات وإلى إسقاط عمودي (المربعات الأصغرية) عندما لاتلتقى المستويات . 
المحددة كانت عبارة عن حجم متوازي سطوح . والآن» بالنسبة للمصفوفة 4 المعرفة 
إيجابياً وكذلك بالنسبة للدالة التربيعية :4 -/» نحصل على شكل منحن . إنه 
القطع الناقص في الفضاء ذي البعدين » ومجسم القطع الناقص في فضاء ذي ۸ بعداً. 
المعادلة التي ننظر فيها هي 1 -:4. إذا كانت 4 مصفوفة الوحدة فإن هذه 
المعادلة تبسط لتصبح : 1 = × +....+ 2× + xt‏ إنها معادلة «كرة الوحدة». لاحظ 
إنه إذا ضربت المصفوفة 4.ب 64 بحيث يكون AA‏ فإن الكرة تصغر وتتغير المعادلة 
فتصبح ]= x? +......+ 4x?‏ 4+ 4 3 وبدلاً من نقاط مثل (1.0.....0) Ol‏ الكرة 
تمر بالنقطة 0.....0,-2). مركز القطع الناقص هو نقطة الأصل › لأنه إذا كان المتجه × 
يحقق 1= ×74 فإن المتجه المعاكس - يحققها أيضاً. إننا نتعامل مع صيغ تربيعية 
محضة » والخطوة التالية_الخطوة المهمة_هي الانتقال من مصفوفة الوحدة إلى مصفوفة 
قطرية : 


x Ax = Ax + x5 + Lx; =1 تكو ن المعادلة‎ ۸ = 


من أجل f‏ | 


بما أن العناصر غير متساوية (وموجبة !) WE‏ نتتحول من الكرة إلى مجسم قطع 
„pail‏ 

بامكانك أن ترى الحلول الرئيسية للمعادلة . أحد هذه الحلول هو )0,0 >( x=‏ 
واقع على المحور الأول . وحل آخر هو (0,1,0) x=‏ واقع على طول المحور x,‏ وفي 
الاتجاه الثالث» تقع النقطة (0,0,3) = × وهي أبعد نقطة عن المركز يصل إليها المجسم . 
النقاط (0,0, )و )0 1-,0) و (3-,0,0) تقع عند النهايات الأخرى للمحور الصغير 


EAO اا‎ all Ss الس‎ 


والوسط والكبير . إنه يشبه كرة القدم أو كرة الركبي ولكن ليس تماماً . هذان المجسمان 
أقرف إلى : | —x3=‏ + 7+2 . يجعل المعاملان المتساويان هاتين الكرتين دائريتين 
في المستوي cx,- x,‏ يقطعهما المحور الكبير في )0,0,2( . 

والآنء نأتي إلى الخطوة النهائية لجعل الأعداد غير الصفرية خارج القطر 
الرئيسي AS‏ 
مثال 1 3|- 4و 1 -تمر5 + سس 8 +5 = ×4× . إنه alas‏ ناقص في المستوي ۷-». 
مركزه في نقطة الأصل» لكن المحاور ليست واضحة . فالعددان (E)‏ اللذان يقعان 
حارج القطر يبقيان المصفوفة معرفة إيجابياً» لكنهما يدوران القطع الناقص - لايقع 
محوراه على المحورين الاحداثيين(شكل VV‏ سنبين أن محوري القطع الناقص 
في اتجاهي ا متجهين الذاتيين للمصقوفة 4. با أن المصفوفة متناظرة» فإن متجهاتها 
الذاتية متعامدة . المحور الكبير للقطع الناقص -المقابل للقيمة الذاتية الصغرى ل -A‏ 
عمودي على المحور الصغير الذي يقابل القيمة الذاتية الكبرى . 

للتعرف على القطع الناقص نحسب القيمتين الذاتيتين : 1.2-9-,3. المتجهان 
الذاتيان المنظمان هما ( 1/۷2-, 2/ه/1) و (1//2 , 1//2). هذان المتجهان يصنعان 
زاوية £0 مع المحورين -» ويقعان على محوري القطع الناقص . الطريقة التي تريناء 
بوضوح» القطع الناقص هي في اعادة كتابة المعادلة بالصورة : 


(0) 57 


u Y 


V2 v2 


0 
r 5 2 
Su’ + 8uv + أب‎ = +9 


5 کے‎ 
2 v2] 


القيمتان الذاتيتان ١,9تقعان‏ خارج المربعين . ويقع المتجهان الذاتيان في 
الداع 37 المربع الأول يساوي ١‏ عند النقطة ) ee‏ م ) الواقعة في نهاية المحور 


7 
i 


Tr 4 2 9 E to a Ss a 


£47 احبر gl‏ ود د 


شكل )1-¥(. القطع الناقص 1 -:50 + Suet Buv‏ ومحاوره الأساسية . 
القيمتان الذاتيتان 9,1تقعان خارج المربعين. ويقع المتجهان الذاتيان في 
el feta‏ الأول يساوي ١‏ عند النقطة ae ١‏ -. ) الواقعة في نهاية لحور 
SI‏ الريم الخانىيساوق E j LLAJ Ae ١‏ =( ونحن بحاجة 
للمضروب =( GIL‏ العدد 9. إن طول المحور الصغير هو L‏ | 
يكن تيسيط أي مجسم 1 = xTAx‏ بالطريقة نفسهاء بعد أن تفهمنا ماذا حصل 
للمعادلة (5). وكما هي العادة» فان الخطوة الرئيسية كانت تقطير 4 . هندسياً» نقوم 
الشكل بتدوير المحاور . جبرياً» تذهب متجهات 4 الذاتية إلى مصفوفة قائمة © وتصبح 
4-0807 . لقد كانت تلك إحدى الأفكار الرئيسية في الفصل الخامس e‏ وأدى التغيير 
O'x‏ = إلى مجموع مربعات : 


(1) x'Ax = xO) A (Ox) =y ورم ديم‎ +... + Anya. 
× هو مركبة‎ y = )07(, و‎ ر٣‎ + So Ve Fest dys zis OYI تصبح المعادلة‎ 


باتجاه المتجه الذاتى الأول . ماهو كبر هذه المركبة ؟ أكبر مايمكن أن تصل إليه هو : 


d 
pe 


المصغوفات المعرفة إيجابيا say‏ 


tight hee AAAI‏ ج بع السات الأشضرع أصفارا . لذاء فان الور 
. 
الكبير الذي يقع على المتجه الذاتي المقابل للقيمة الذاتية الصغرى يصل إلى مسافة 
من المركز . 
المحاور الأساسية الأخرى تقع باتجاه المتجهات الذاتية الأخرى . أطوالها 
هي : A 59 ad‏ . لاحظ أن قيم يجب أن تكون موجبة_المصفوفة يجب 
أن تكون معرقة إيجابياً_وإلا Ob‏ هذه Stee dae Uy pid‏ اضطرابا. المعاذلة 
1 -9,7 - ٣ر‏ تمثل قطعاً زائداً وليس ناقصاً . 

إن تبديل المتغير من × إلى ×" =« دور المحاور في الفضاء لتنطبق على محاور 
مجسم القطع الناقص . بالمتغيرات cy‏ يمكننا أن نرى أنه مجسم قطع ناقص» OY‏ 
المعادلة تصبح سهلة الانقياد i‏ 
٦د‏ نفرض أن 4 مصفوفة معرفة إيجابياً : "0 0/8 = 4 حيث 1<0 . عندئذ» يكن 
للدوران +07 = ر أن يسط 1= ×4× إلى : ۰ 


7 é é T ep 
Ly + .. thay =1 gl y'Ay=1 أو‎ x OOl 


هذه معادلة مجسم قطع ناقص . أطوال محاوره Te‏ ...س هن المركز . وفي 


ASN تشع هذه النقاط على المتجهات‎ deo VI x elias 
تمارين‎ 


2021-7-3 من أجل أى مدى للعددين O Sab‏ المصفوفتان 4,8 معرفتين إيجابياً؟ 
4 2 
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الجبر الخطي وتطبيقاته 
قرر ما إذا كانت المصفوفات الآتية معرفة إيجابياً : 


, C= 


i 21 3 ±1 al ظ‎ 
2 sl, Sejai 2 1 
“I Z f £ 2 


: مصفوفة غير معرفة عناصرها الكبرى تقع على القطر الرئيسي‎ US 


= 4 إذاكان 1 > إذ| فمن الممكن أن تكون 0 > detA‏ 


بين» مستعيناً بالقيم الذاتية » أنه إذا كانت 4 معرفة إيجابياًء YS ob‏ 
من A?‏ و 432 تكون كذلك . 

بين أنه إذا كانت المصفوفتان A‏ و 8 معرفتين إيجابياً فان 8+ 4 كذلك . 
أي من الشروط 4-١‏ هو الأنسب في هذه الحالة ؟ 

اعتماداً على المحاور والقيم الذاتية والمتجهات الذاتية للمصفوفة 

azl 4‏ اكتب 4 على الشكل ۸٣#‏ في كل من الطرائق الثلاث 
المبيئة فى برهان سه 


(LVD )WD L"), (CVA JVA Q"), و‎ (QVA Q")(CVA Q’) 


إذا كانت 807 © = A‏ متناظرة ومعرفة إيجابياًء عندئد » R= Û OSS‏ 
VA 0‏ جذرها التربيعي ا متناظر وا معرف إيجابياً . لماذا ايكونل ۸۴ قيم 
ذاتية حقيقية ؟ احسب # وتأكد من أن RHA‏ من أجل : 


إذا كانت 4 متناظرة ومعرفة إيجابياً و © غير شاذة» فأثبت أن المصفوفة 
6 =8 هى » Lal‏ متناظرة ومعرفة إيجابياً. 
إذا كانت 878 = 4 » برهن متراجحة شوارتز العامة : 


IxTAy|? > Ax) wTAy). 


ee 


TE 


== 


[7-5-5 


1١82-5-51 
١060-5-5 


E 


المصفوفات المعرفة إيجابيا £44 


تقابل القطع الناقص 1 =4 +2 المصفوفة 4 a=|!‏ . اكتب القيم 
الذاتية والمتجهات الذاتية وارسم القطع الناقص . 

اجعل المعادلة 1 -2 + u v‏ 37-2۷2 مجموع مربعات وذلك بايجاد 
القيم الذاتية للمصفوفة 4 المقابلة للمعادلة» وارسم القطع الناقص . 
في الفضاء ذي الأبعاد الثلاثة » تمثل المعادلة 1 -2 نوري +2ررة +2 hy‏ 
مجسم قطع ناقص عندما تكون جميع ۸<0 . صف أصناف السطوح 
الختلقة التى تظهر فى الة شبه التعريق الإيجابي عندما يكو واحد 
أو أكثر من القيم الذاتية صفراً . 

اكتب الشروط الخمسة لمصفوفة من النوع 33 كي تكون معرفة سلبياً 
( 4- معرفة إيجابياً) مع الاهتمام بشكل خاص بالشرط الثالث : ماهي 
علاقة محددة A)‏ -) محددة GA‏ 

إذا كان عنصر قطرى صفراً فبين أن 4 لايمكن أن تكون معرفة سلبيا . 
فرر ما إذاكانت اللضفوفات الآنية معرقة [يجابياً: Ln ya‏ شببه 


معرفة أو غير معرفة : 


i 
نزم نيا‎ © © 


هل هناك حل حقيقي للمعادلة 1 = x2 - Sy?- 9z?- 4xy - 6xz - 8yz‏ _ ؟ 
لتكن 4 مصفوفة معرفة إيجابياً ومتناظرة و 0 قائمة : 

خ 040 مصفوفة قطرية. 

خ 040 مصفوفة متناظرة ومعرفة إيجابياً. 

2 0 مصفوفة لها قيم 4 الذاتية . 

خ *ء مصفوفة متناظرة ومعرفة إيجابياً. 


؟ © 45 


5 ا لجبر الخطي وتطبيقاته 


٠ ۱۷-۲-٦‏ إذا كانت 4 معرفة إيجابياًو , ۾ قد ازداد» فاثبت» اعتماداً على العوامل 
المرافقة أن المحددة تزداد تبعاً لذلك . بين» من خلال مثال» أن ذلك 
يكن أن لايتحقق إذا كانت 4 غير معرفة . 

1١8-15-5‏ بین» من خلال A=RR‏ أن ۾ . a‏ ۾ > 46:4 من أجل المصفوفات 
المعرفة إيجابياً. (إرشاد : مربع طول العمود زمن ۸هو a,‏ استخدم 
المحددة = الحجم . ( 

AM + 1'۸ = - 1 لنفرض أن‎ (M لاستقرار‎ Lyopunov (معيار ليابينوف‎ 1١9-17-5 
: (إرشاد‎ REA<O حيث 4 معرفة إيجابياً. إذا كان هذ -ع/1 » بين أن‎ 
). × اضرب المعادلة الأولى ب "دو‎ 


1 -”المصفوفات شبه المعرفة و غير المعرفة $ Ax=AMx‏ 

هدف هذا البند» بعد أن توطدت معايير المصفوفات المعرفة إيجابياًء هو أن 
نلقي على طريقنا بعض التوسيع . هناك ثلاث قضايا تخطر على JUI‏ : 

. معايير للمصفوفات شبه المعرفة إيجابياً‎ )١( 

CY)‏ العلاقة بين القيم الذاتية لمصفوفة متناظرة ومحاورها. 

Ax =AMx المعممة للقيم الذاتية‎ DLL CY) 

الفكبية Jo Vl‏ شاشر ةوس ةة إذإن جميع الأعمال الضرورية لذلك قد 
أجريت Lol‏ ستخفف المعايير الخاصة بالمصفوفات شبه المعرفة من المتراجحات 
الضيقة 0 > :م7 و 9A>0‏ 4<0و det>0‏ » فتسمح بظهور الصفر . وحینئد تسمح 
المصفوفات غير المعرقة بظهور قيم ذائية سالبة ومحاور سالبة وتؤدي إلى النتيجة الرقيسية 
لهذا البند : إشارات القيم الذاتية ee‏ لإشارات ا محاور . وهذا هو «قانون العطالة" . 
وأخيراً ننتقل إلى ×= ×4. التي تصادف» دائماً» في التحليل الهندسي . مادامت 
المصفوفة 14 متناظرة ومعرفة إيجابياً» فان المسألة المعممة توازي المسألة العادية:2 = Ax‏ 


الملضقوفات المغرفة إيجابيا أ.ه 


ماعدا كون المتجهات الذاتية متعامدة بطريقة جديدة . في كثير من التطبيقات» تمثل 
M‏ مصفوفة كتلة . سوف ندرس مثالا نموذجياً في هذا البند ونقدم طريقة العنصر 
المحدود في البند )0-1( . 

من أجل المصفوفات شبه المعرفة . ستكون النقطة الرئيسية هي البحث عن 
تشابهها مع حالة التعريف الإيجابى . 
5ه كل من المعايير التالية شرط لازم وكاف لتكون المصفوفة A‏ شبه معرفة إيجابياً : 

. عه لكل متجه +«(هذا هو التعريق)‎ 20 Ó) 

. ۸<0 جميع القيم الذاتية للمصفوفة 4 تحقق‎ (T) 

(5) لجميع المصفوفات الحزئية الرئيسية محددات غير سالبة . 

Sha J (E)‏ مساور سالية. 

)0( توجد مصفوفة ۸» قد تكون أعمدتها مرتبطة» بحيث يكون ۸'۸ = 4 . 
إذا كانت 4 من الرتبة Ax OUr‏ -/تساوي مجموع مربعات تامة عددها r‏ . 

العلاقة بين 0< هتدو 0< التي هي الأكثر أهمية؛ هي» LE‏ كالسابق : 
يؤدي التقطير "۸0 0 = 4 إلى : 

(\) t Ar “عت‎ OAO "ودع"‎ ASSAY +... t+ Anya. 

يكون هذا II‏ کیب غين سالب إذا Cols‏ ۸ غير سال إذا كائ رة Shae Ob 6A‏ 
+ من القيم الذاتية غير الصفرية و من المربعات التامة . 

سيكون الأمر ذاته للمحددة التي هي جداء القيم A,‏ والتي يجب أن تكون أيضاً 
کر Cols a‏ التق قات LIU ged OG Lula) a pes aud dang Sag tI‏ 
ومحتلداثها غيرسالبة أبضاأء SS Wig‏ قد امعمهنا الشرط )1( )45 ن gion‏ فة 
جزئية رئيسية بحذف أسطر وأعمدة بأزواج متناسقة ‏ مثل الأول والرابع من الأسطر 
والأعمدة» الأمر الذي يبقى على تناظر 4 ويحافظ Lal‏ على شبه التعريف : إذا كان 
[SS ×4× < 0‏ × فإن ذلك يبقى صحيحاً عندما تكون المركبة الأولى والرابعة لهذا المتجه 


.0 الجبر الخطي وتطبيقاته 


صفرين) . الأمر الجديد يعني أن )1( تطبق على جميع المصفوفات الجزئية الرئيسية 
وليس» فقطء على تلك الواقعة في الزاوية العليا اليسرى. من ناحية أخرى» ليس 
بامکاننا أن jad‏ بين مصفوفتين جميع محدداتهما العليا اليسرى أصفار :| | شبه 
معرفة إيجابياً و | © 0 شبه معرفة سليياً. 

يظهر هذان المثالان أنه من الممكن أن تكون مبادلات سطرية ضرورية . فى الحالة 
الجيدة» تكون المحددات ال الأول التي تقع في الزاوية العليا اليسرى غير صفرية ‏ 
مصفوفة القرنة الجزئية ذات النوع Xr‏ ” معرفة إيجابياً ونحصل على + محوراً موجباً 
دون تبادل للأسطر . الأسطر الأخيرة التى عددها ۸-۲ هي أصفار كما يحدث عادة 
بعد الحذف . في الحالة التي هي أقل جودة» نحتاج إلى مبادلة أسطر ‏ وكذلك إلى 
مبادلة الأعمدة المقابلة كي نحافظ على التناظر . تصبح المصفوفة على شكل PAP’‏ 
بمحاور موجبة عددها . في الحالة الأسوأ. يكون القطر الرئيسي tee‏ بالاصفار وهذه 
الأصفار تكو ن كذلك على قطر المصفوفة 248 لذاء فليس هناك محاور متوقعة . إلا 
أن مثل هذه المصفوفة لن تكون شبه معرفة مالم تكن صفرية وحينئذ ينتهي الأمر . 

pale كل واد هن‎ R إلى‎ pends الانشاءات السابقة‎ gag 
A =(QVAQ)(OVA O) وحتى‎ A=(OVA)(VA Q") و‎ A=(LVD)(VDL’) 
(في الاختيار الثالث» نجد ۸ متناظرة» وهي الجذر التربيعي شبه المعرف‎ A ERR ينتج‎ 
إذ إن كل مصفوفة من الشكل ۸۸ هي‎ 61) SCO) نعود من‎ cl ol (A للمصفوفة‎ 
فلا يكن‎ ||Rx ||“ شبه معرفة إيجابياً (على الأقل) . الشكل التربيعي :7778 يساوي‎ 
ADL sls hag أو کون سانا‎ 
مثال : المصفوفة‎ 


5 

- | 
2 | 

شبه معرفة وفقاً للمعايير التالية : 


A =(QVA Q أد©)‎ 8 Q') وحتى‎ A=(QVA)(VA O) و‎ A=(LVD) VDL’) 


TAX = (x, -X+ (x - x, P+ (%- x) CN) 

A=0,A=A=3 : القيم الذاتية هي‎ CY) 

(۳) محددات المصفوفات الحزئية الرئيسية تساوي ۲ إذا كانت من النوع 41X1‏ 
Y‏ إذا كانت من النوع 2 2 و detA=0‏ 


2 وس‎ | | F اذ‎ [zon 
:1 2 aljat iaaa, 
+b 21 2| 0 z 0600| 


ملاحظة يكن لشروط شبه التعريف أن تستنتج من الشروط الأصلية ٥-١‏ با حيلة التالية 
| نضيف إلى المصفوفة مضاعفاً pave‏ | لمصفوفة الوحدة لنحصل على مصفوفة معرفة 
إيجابياً Atel‏ ثم نجعل ‏ يتقرب من الصفر . لما كانت المحددات والقيم تتعلق باستمرار 
ب ce‏ فانها ستكون مو جبة حتى آخر لحظة ؛ وعند 0 -ع ستكون غير سالبة . 


التحويلات التوافقية وقانون العطالة 

تعرضنا سابقاً في هذا الكتاب» عند البحث في الحذف والقيم الذاتية» للعمليات 
التي تجعل مصفوفة أكثر بساطة من الأصل . في كل حالةء كان الشيء الرئيسي الذي 
نبحث عنه هو معرفة الخواص التى لم تتغير في المصفوفة . عندما طرحنا مضاعف 
سطر من آخر» بقيت قائمة hol ace UD‏ إلى حد ماء طويلة : الفضاء الصفري. 
فضاء الأسطرء الرتبة والمحددة» كل ذلك بقي كما هو . في حالة القيم الذاتية» كانت 
العملية الأساسية هي تحويل التشابه» A— S'AS‏ (أو 1141۷ب (CA‏ وبقيت 
القيم الذاتية نفسها لم تتغير (وكذلك صيغة جوردان) . JL‏ الآن السؤال ذاته من 
أجل المصفوفات المتناظرة : ماهي «العمليات الأولية» وماهي اللامتغيرات فيها من 
أجل Ax‏ ؟ 

العملية الأساسية للشكل التربيعى هي تبديل المتغيرات . المتجه الجديد (يرتبط 
بالمتجه + بمصفوفة غير شاذة» © =× » فيأخذ الشكل التربيعي الصورة CACY‏ 


o,f‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


لذاء OW‏ العملية المصفوفية الأساسية فى نظرية الأشكال التربيعية هي التحويل التوافقي 
المععرف كما يلى i‏ 
CAC‏ جب A‏ حيث © مصفوفة غير شاذة (Y)‏ 

إن تناظر 4 محفوظ als ble CAC OV‏ السؤال الواقعي هناهوء ماهي 
الخواص الأخرى للمصفوفة التي لاتتغير بتأثير التحويل التوافقي ؟ يعطى الجواب 
بقانون العطالة لسيلفستر Sylvester‏ 
I‏ وللمصفوفتين 6 و A‏ عدد القيم الذاتية الموجبة داته وكذلك عدد القيم الذاتية 
السالبة وعدد القيم الذاتية الصفرية . 

بقول آخر. إن إشارات القيم الذاتية (وليست القيم الذاتية نفسها) يحافظ عليها 
في التحويل التوافقي . سنفرض فى البرهان» للسهولة. أن 4 غير شاذة . لذاء فإن 
CAC‏ غير اشاذة؛ Lal‏ ولن توجد قيم ذاتية صفرية قد تسبب لنا بعض الازعاج . 
(إذا كان الأمر خلاف ذلك » فانه يمكننا أن نعمل على المصفوفة غير الشاذة /ع +4 أو 
ع -4 ثم J$‏ 0 — €( 

نريد أن نقتبس حيلة من الطبولوجيا أو. بصورة أدق» من نظرية التشوه باستمرار 
Homotopy‏ . لنفرض أن © مرتبطة بمصفوفة قائمة © بواسطة سلسلة من المصفوفات© 
()» ليس فيها واحدة شاذة : عند 4-0, 1 -+ يكون © - (2)0© و © - (2)1 . لذا فان 
القيم الذاتية للمصفوفة C (YACH)‏ تتحول بالتدريح عندما يتحول : من الصفر إلى 
الواحد» من القيم الذاتية للمصفوفة CAC‏ إلى القيم الذاتية للمصفوفة Le . QAQ‏ أن 
ICU)‏ تكون شاذة البتة» فلا يمكن GY‏ واحدة من هذه القيم الذاتية أن تبلغ الصفر . 
لذاء فإن عدد القيم الذاتية للمصفوفة CAC‏ الواقعة عن يمين الصفر وعدد قيمها 
الذاتية الواقعة عن يساره » يساويان العددين المقابلين للمصفوفة QAQ‏ . وهذان 
العددان هما نفسهما المتعلقان بالمصفوفة 4 التي لها القيم الذاتية نفسها المتعلقة 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 6.0 


بالمصفوفة المشابهة QAQ‏ -0140 “. وهذا هو البرهان . 


مثال ١‏ إذا كان 4-7 فان CAC = CC‏ وهذه المضفوفة معرفة إيجابياً. ٥= ۸ SEG‏ 
في الشرط )0( . للمصفوفة CC‏ ولمصفوفة الوحدة من القيم الذاتية الموجبة وفق 
قانون العطالة . 
مثال Y‏ إذا كانت 4 | - 4 فان للمصفوفة CAC‏ محددة سالبة : 
det © "AC = (det C')(det A)(det © = - (det ©)? > 0.‏ 
Le‏ أن هذه المحددة هي جداء القيم الذاتية» فان على إحدى القيمتين الذاتيتين 


للمصفوفة € أن تكون مو جبة والأخرى سالبة: كما للمصفوفة A‏ وهكذا يكون 
القانون قد نحقق من جديد . 


مثال ‏ هذا التطبيق من أهم التطبيقات : 
> ز فى مصفوفة متناظرة 24 تتفق إشارات ال محاور مع إشارات القيم الذاتية . لمصعوفة 
القيم الذاتية A‏ ومصفوفة المحاور D‏ عدد العناصر الموجبة» وعدد العناصر السالبة 
وعدد العناصر الصمرية ذاتها. 
يمكننا أن نفرض أن 4 تحقق دائماً التحليل 5211 -4 (بدون مبادلة بين الأسطر) . 
ما أن 4 متناظرة» تكون 0 منقول 1و 58527 -4. نطبق على ذلك قانون العطالة : 
للمصفوفتين ۸و 2 العدد ذاته من القيم الذاتية الموجبة . لكن القيم الذاتية للمصفوفة 
2 هي . بالضبط » عناصر قطرها(المحاور) . لذاء one Ob‏ المحاور الموجبة للمصفوفة 
4 يساوى عدد قيمها الذاتية الموجبة . 


)١(‏ نحتاج هنا أن تكون © قائمة. أحد الاختبارات الجيدة ل © هو تطبيق غرام شميدت على 
أعمدة © . جد أن 0۸ = ٤‏ وسلسلة المصفوفات هى OR‏ (1-1) + 70 -(6)1. تسير 
الجماعة C(t)‏ ببطء من خلال غرام شميدت من 08 إلى © . هذه الجماعة قابلة للعكس 


. قابلة للعكس والعامل المثلثى ۸ )1-1( + 7+ ذو قطر موجب‎ © oY 
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انی agi ate‏ بن امل اام 
ey «Lal‏ من السهل إيجاد المحاور-والآن بإمكاننا أن نحدد مواقع القيم الذاتية . خذ 


: امقر فين‎ Wee 


للمصفوفة A‏ محاور موجبة» وللمصفوفة 4-27 محور سالب . لذاء فإن للمصفوفة 
A‏ قيماً ذاتية موجبة أحدها أصغر من OY OY‏ طرح العدد Y‏ سوف يجعله أقل من 
الصفر . الخطوة التالية تركز اهتمامها على المصفوفة 4-7 لنرى ما إذا كانت القيمة 
الذاتية أقل من ١‏ . (إنها كذلك OY‏ للمصفوفة 4-7 محوراً سالباً). إن مدى عدم 
التأكد يتقلص إلى النصف عند كل خطوة» وذلك باختبار الإشارات . 

لقد كانت هذه» في الغالب» هي الطريقة العملية الأولى GLA‏ القيم الذاتية . 
لقد كانت مهيمنة حوالي عام ce VATS‏ بعد اجراء تحسين واحد مهم دوهع جمل 4 
ask.‏ الأقطار أو لا . حينئذ» يستدعي حساب المحاور «2 خطوة بدلا من 2 . . وتصبح 
عملية الحذف أ سرع ويصبح البحث عن القيم الذاتية أسهل oe. es‏ 
جيفن (Given)‏ . أما الطريقة المفضلة فهي طريقة ۴ التي ستعر فها في الفصل السابع . 


مسألة القيم الذاتية المعممة 
لست متأكدا من الاقتصادء لكر + لدى الفيزياء والهدسة والأحضاء قدرة كافة 
لاحداث مصفوفات متناظرة في مسائل قيمها الذاتية . هي بالأحرى» قادرة على إعطاء 
مصفوفتين لا واحدة» فقط» من هذا النوع . يكن للمسألة +«ااة = Ax‏ أن تستبدل 
بالمسألة المعتادة = ×4» كمثال على ذلك سننظر في حركة كتلتين غير متساويتين . 
قانون نيوتن من أجل الكتلة الأولى Fama,‏ ومن أجل الكتلة الثانية هو 


المصفوفات المعرفة إيجابيا /ا ,م 


v يمكننا أن نصف الوضع الفيزيائي كما يلي : إذا انتقلت الكتلتان بالمسافتين‎ . 5,- m,a, 
و «. كما هو ظاهر فى الشكل (23-57» فان النوابض ستشد هاتين الكتلتين إلى الخلف‎ 
في‎ (OLAS تظهر النقطة الجديدة ذات‎ Fy =v-2w و‎ Fy - 2: + بالقوتين س‎ 
: الطرفين الأيسرين للمعادلتين حيث تقع الكتلتان‎ 


t 
2 ظ‎ ( m, لك‎ =-w+w 

m; Û du فى‎ ih 3 2 
e e = M+ ow 

dt 


شكل )1 - (Y‏ . نظام تذبذب بكتلتين غير متساويتين . 


عندما كانت الكتلتان متساويتين m =m, ١‏ ظهر النظام القديم 4 - “:. آما الآن 

فهو Mu = Au‏ حيث M‏ مصفوفة الكتل . تظهر مسألة القيم الذاتية عندما نبحث عن 
حلول أسية من الصورة ×" ء : 

x تصبح‎ Mu" = Au 

: فنجد‎ Cin عن‎ Lo yeh SI ye لنختصر الطرفين على‎ 


(Y) M(i@)* e “x او قرت‎ 


2 1l..4|m 8 
ne | 1 -2 =| 0 m, 


A أو‎ Ayr ج‎ AMx 


هناك حل عندما تكون 314 - 4 شاذة» أي عندما تكون 2 جذراً لمعادلة كثيرة 
الحدود (A-AM)=0‏ +46. يظهر » من جديد» الاختيار ا لخاص 1= 4 المعادلة المعتادة 
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det (A-A)‏ . سنحل مثالا يكون فيه m=1,m,=2‏ : 


-2-A 1 


det A- AM) = det i aA 


2082 + 6A + 3, j= ENS : 


القيمتان الذاتيتان OILY‏ والتواتران المعنادان هما 021/7 .لقد حسب 
المتجهان الذاتيان بالطريقة المعتادة : 


| 
A-A Mx; = 2 i, ا‎ 
| 1 - 3 
- | + V3 
(A -A MX; = 2 1 x, =0 Xa = 1+V3 | 


يعطي هذان المتجهان الذاتيان الأشكال المعتادة للاهتزازات . من أجل التواتر 
الأصغر,0 > تتذبذب الكتلتان معاًء لكن الكتلة الأولى» في الواقع» تتحرك بمقدار 
3 1 - 1/3. في الحالة الأسرع » سيكون لمركبتي ,× إشارتان مختلفتان وتتحرك 
الكتلتان باتجاهين مختلفين . في هذه الحالة» تبتعد الكتلة الصغيرة بمسافة أكبر من 
AW‏ 

يمكن تفسير النظرية الأساسية بسهولة إذا جزئت M‏ بالصورة -RR‏ (نفرض أن 
M‏ معرفة إيجابياً كما في هذا المثال) . AD‏ فإن التعويض +/ = ر يغير 

AR‘y=AR"y إلى‎ Ax 231-22 "Rx 

US‏ عضا عبد R"‏ ولنضرب الطرفين ب "© e (RTE‏ فتصبح هذه المسألة 
مسألة معتادة من مسائل القيم الذاتية للمصفوفة الوحيدة CTAC‏ : 

(0) C'ACy = Ày. 

القيم الذاتية ,۸ مطابقة لتلك المتعلقة بالمعادلة الأصلية cAx= Ama‏ أما المتجهات الذاتية 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 0.4 


فانها مرتبطة BIL‏ + = «. "“خواص المصفوفة المتناظرة CAC‏ تؤدي مباشرة إلى 
الخواص المقابلة للنظام : :Ax=ì\Mx‏ 

)1( القيم الذاتية حقيقية . 

(۲) لها إشارات القيم الذاتية المعتادة للمصفوفة cA‏ وذلك استناداً إلى قانون 
العطالة . 

(۳) يكن اختيار المتجهات الذاتية y‏ للمصفوفة CAC‏ نظامية متعامدة» وبالتالي 
تكون المتجهات الذاتية × متعامدة نظامية بواسطة M‏ : 

(I ij واذاكان‎ i=j اذاكان‎ x! Mx, =a; R'Rx, =~ y; y= 1 

)£( بشكل مشابه Mx‏ 2= چ4 “يساوي أو صفراً. المصفوفتان 4 و M‏ 
جعلتا معاً قطريتين . إذا كانت +« أعمدة OWS‏ 8 -545 و SMS=1‏ . لاحظ أنه تحويل 
نوافقي بمصفوفة S‏ عن اليسار» وليس محويل تشابه بالمصفوفة '5. 

إن لذلك معنى هندسياً لم ندركه بصورة جيدة . في الحالة المعرفة إيجابياً» يكون 
كل من السطحين 1= ×1 و A=]‏ مجسم قطع ناقص . يظهر أن المعادلة x= Sz‏ 
تعطي اختياراً جديداً للاحداثيات ‏ ليست نانجة عن دوران صرف › لان و ليست 
مصفوفة قائمة ‏ فيصبح مجسما القطع الناقص هذان متصافين» تماماً. إنهما : 

(Vv) x "Ax =z SAS: =A 2? +.. + get = 1 
x Mx =z'S'MSz =z) +... +22 =1. 

الجسم الثاني كرة ! من السهل تلخيص النقطة الاساسية للنظرية : طا لما ۸1 معرفة 

إيجابياً» فان مسألة القيم الذاتية المعممة AMx‏ = ×4 تتصرف fhe oli‏ ×= ×۸. 


)1( اسرع طريق لانتاج مصفوفة فريدة هي M AXAR‏ لكن M A‏ ليست متناظرة» لقد فضلنا 
أن نضع نصف الاق كل طرق من فمحصيل على عصفرفةمصاظرة CAC‏ 


oN.‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


تمارين 


: من أجل المصفوفتين شبه المعرقتين‎ ١-۴-١ 


اکت ×4× كمجموع مر بعين و ×8× کمربع واحد . 
55-5 طبق ثلاثة معايير على كل من المصفوفتين : 


كي تقرر ما إذا كانت معرفة إيجابياً أو شبه معرفة إيجابياً أو غير معرفة . 
lage T‏ ! |-4و | © 7 |= تأكد من أن للقيم الذاتية للمصفوفة 
6 إشارات القيم الذاتية للمصفوفة 4 نفسها. أنشىئ سلسلة من 
المصفوفات غير الشاذة () © تربط © بمصفوفة قائمة 2 . لماذا يستحيل 
انشاء سلسلة غير شاذة تربط © بمصفوفة الو حدة ؟ 
٤-۳-٦‏ إذا كانت المحاور جميعها أكبر من NV‏ هل تكون حينئذ القيم الذاتية 
pS] paper‏ فن ١‏ ؟ احير ذلك على مصفوفات ثلاثية الأقطار 1 -,1,2 - 


Gle a4‏ - 4 كي تقرر ما إذا كان للمصفوفة 4 قيم 
wl?‏ لآم J‏ . 
og BE‏ کے 
داس فل من 2 


v-¥—7 


KK 


المصفوفات المعرفة إيجابيا o\\‏ 


يبدأ برهان جبري لقانون العطالة بالمتجهات الذاتية المتعامدة النظامية 
,×..... ,× للمصفوفة ALLAN A‏ للقيم الذاتية ۸<0 © والمتجهات الذاتية 
المتعامدة النظامية ,ر.... y,‏ للمصفوفة ALLAN CAC‏ للقيم الذاتية 0 W<‏ 
() لبرهان Cy, OF‏ © د ستقلة» تفرض تركييا خطیا سماويا 
)> 


diki gas + مم0‎ =br Cy, Ta T bq Cy, (=z, Ses). 


cud‏ أن 
"Az = hay tact À ap 20‏ 
وكذلك 0< AZ =U? +..+4 p2‏ 
0 


(ب) استنتج أن الأعداد » والأعداد ط أصفار (مبرهناً الاستقلال 
الخطي) . واستنتح من ذلك أن ۸ > و+ م 

(ج) يؤدي التبرير نفسه من أجل الأعداد «السالبة التى عددها gn-p‏ 
ال الموجبة التي عددها Ssn-q‏ «>4+5-«+م- » (نفرض أنه لاتوجد 
فيم ذاتية صفرية ‏ وهو مايناقش بشكل منفصل). أثبت أن = و + م 
n‏ وهكذا فإن العدد م للقيم ١‏ الموجبة يساوي العدد n-g‏ للقيم نا 
Sm sll‏ وهو Ab‏ العطالة. 

إا CS‏ #غير قاذةغ ين أن pte‏ فن SICAC 9A‏ 25 نفسهاء 
Ke)‏ الرجوع إلى البند 5-7) . لذاء فإن لهما العدد نفسه من القيم 
الذاتية الصفرية . 

ete yl‏ بالتجريب» عدد القيم الذاتية الموجبة والسالبة والصفرية 
للمصفوفة : 


اام الخبر الخطي وتطبيقاته 


حيث الكتلة B‏ امن المرتية ) غير شاذة . 

fe ۹-۳‏ متحقق legs Dla OS CAC 9A‏ حيدها تكوق Tiaa EC‏ 
٠١1١-5-1‏ في الثال المحلول حيث ١‏ -,:” و 2=" » تحقق من أن النموذج النظامي 
متعامد بوساطة 34 : xi Mx=0‏ إذا أزيحت الكتلتان معا عقدار 
وحدة slu Yi‏ لم اطلقكا سرعكين اعداقيعين wel‏ ادحو do lb‏ 

المعاملات ,ه في الحركة المحصلة 

cos ۵1 X,+ a, cos 00,1 X,‏ ۾ = ». ماهو بعد الكتلة الأول الأعظمى عن 

وضع التوازن (عندما يكون جيبا التمام مساويين ١+‏ أو -١)؟‏ 
۱۱-۳-٦‏ أوجد القيم الذاتية والمتجهات الذاتية لما يلى : 


31١1-7-5‏ إذاكانت المصفوفتان A 9M‏ اللتان من النوع 22 6 غير معرفتين فانه 
من الممكن ألا يكون للنظام ×21 = Ax‏ قيم ذاتية حقيقية . أوجد مثالا 


Rayleigh مبادىء النهاية الصغر ی ونسبة رايلى‎ ٤-٦ 

في هذا البند» سنتهرب في الفترة الأولى من المعادلات الخطية. لن يعطى 
المجهول × كحل للنظام ط = ×4 أو Axm‏ بل سيتعين وفق مبدأ النهاية الصغرى . 

من المدهش أنه يكن التعبير عن الكثير من القوانين الطبيعية بمبدأ النهاية 
الصغرى . في الواقع » هبوط السائل الثقيل إلى الأسفل ماهو إلا تصغير لطاقته الكامنة . 
وأنت عندما تجلس على كرسي أو تستلقي على سرير» فان النوابض تعدل نفسها بحيث 
تنقص طاقتها.. حنماء هناك العديل من الأمثلة العلمية العالية * البناءيشبه كرسياً 
معقداً جداً يحمل ثقله الذاتى» وإن المبدأ الأساسي فى هندسة البناء هو تصغير الطاقة 
الكلية . في الفيزياء» يوجد « اللاغراجيان » « وتكامل الفعل» ؛ قشة على سطح الماء 


المصفوفات المعرفة إيجابيا siy‏ 


تظهر ملتوية لأن النور يريد أن يصل إلى عينيك باسرع مايكن ‏ . 

يجب على أن أذكر أن هذه «الطاقات» ماهي إلا شكل تربيعي معرف إيجابياً . 
من الواضح أن مشتقة شكل تربيعي هي دالة خطية . لذاء فإن إيجاد النهاية الصغرى 
سيعيدنا إلى المعادلات الخطية المعتادة» وذلك عندما نضع جميع مشتقات المرتبة الأولى 
مساوية الصفر . هدفنا الأول فى هذا البند هو إيجاد مبدأ النهاية الصغرى ا مكافىء 
للنظام Arad‏ والآخ را مكافىء للنظام ×1 =×4. سنعمل في فضاء عدد أبعاده محدود 
غاماً كما نجري حسابات التحولات في مسألة متصلة » حيث جعل المشتقة الأولى صفراً 
يعطى معادلة تفاضلية (معادلة أويلر). في كل حالة سنكون أحراراً في البحث عن 
حل لنظام المعادلات الخطية أو عن النهاية الصغرى للشكل التربيعي -وفي كثير من 
المسائل» كما يظهر ذلك في البند التالي» يجب أن لانتجاهل الاختيار الأخير . 

الخطوة الأولى» فعلاً» غير معقدة : نريد أن نجد القطع المكافىء 7 الذي تقع 
نهايته الصغرى فى النقطة التي يكون فيها Arab‏ . إذا كان 4 عدداً فالعمل سهل : 


aP 
dx 


يكون ذلك فى نهاية صغرىء فقطء إذا كانت 4 موجبة . إن القطع المكافىء 
مفتوح نحو الأعلى» ols‏ جعل | deel‏ الا ول صفراً يعطينا Ax =b‏ (شكل 5-1). 
فى المضاء ذى الأبعاد المتعددة » ينقلب القطع المكافىء هذا إلى جسم قطع مكافىء 
ولكن يبقى القانون ذاته من أجل 5 ؛ ولتحقيق نهاية صغرى » هناك» أيضأء شرط 
الإيجاب . 


=Ax-b 4 P(x) =1 Ax” - bx 


)1( لدى قناعة أكيدة أن النبات والانسان يتطوران Tiis‏ لمبدأ النهاية الصغرى. Key‏ تكون الحضارة نفسها 
مبنية حسب قانون الفعل الأصغر. إن اكتشاف مغل هذه القوانين يعتبر الخطوة الرئيسية في الانتقال 


من الملاحظات إلى التفسيرات ولابد أن هناك ما يمكن اكتشافه في مجال علمي الاجتماع والحياة. 


اه الجبر الخطي وتطبيقاته 


٦‏ ح إذا كانت A‏ معرفة إيجابياً فان ط× - حم × ! = P(x)‏ يحقق نهايته الصغرى عند 


النقطة | التي يكون فيها م = ×4. عند تلك النقطة يكون BA4 b‏ داع P‏ 


min 


Ax -bx‏ 3 = زيم 


() قطع مكافىء (ب) طاس ذي بعدين 
شكل )1 - 5). النهاية الصغرى لدالة تربيعية P(x)‏ 
البرهان لنفرض أن × هو حل 6 >4 . لأى متجه 6 نيحد : 


(\) P(y) - "د ريم‎ Ay-y'b-! x TAx +x'b 


miy Ay -y Ax + Lathi 


yry A (y-x).‏ 1ه 


لا كانت 4 معرفة إيجابياًء فإنه لايمكن لهذه الكمية أن تكون سالبة أبداً وهى 
تساوى الصفرء فقطء عندما يكون 0= y-x‏ في جميع النقاط الع يكون ر) م 
SI)‏ عد P(x)‏ لذاء فإن النهاية الصغرى تقع عند ×. 


مثال : أوجد النهاية الصغرى للدالة Pijer? a 4 x2-bx -bx‏ 


المصفوفات المعرفة إيجابيا هاه 


المعالحة المألوفة فى حساب التفاضل هى فى جعل المشتقات أصفاراً : 


QP/dx | = 2X = + - b; = 0 
dQP/dx > =-X| + 2X5 - b¬ = 0. 


يكتب الحبر te Gt dm et!‏ ال لنحو (Arab‏ يعين أو PY‏ 
بالصورة 


T 
x-xb 


2 uf 
J2 


5 =l à افع‎ = a 1 T 
0 5 i - 4م‎ 7 Je | tN a) aT 
تقح لنهاية الصغرى حیث‎ i 


(T) P min = L (A'b) A(A'b) - A'b)'b = -1 bA b. 


: 

في التطبيقات x Ax‏ تعني الطاقة الداخلية و pein’‏ العمل الخارجي . النظام 

الفيزيائي يسير بشكل طبيعي إلى cx‏ نقطة التوازن حيث تأخذ الطاقة الكلية P‏ 
فيمتها الصغرى . 

هدفنا الثاني هو إيجاد مسألة نهاية صغرى تكافىء Ax‏ = ×4. إن ذلك ليس أمراً 

سهلاً . لايمكن للدالة التي سنجد نهايتها الصغرى أن تكون مجرد شكل تربيعي» كما 
أن اشتقاقها لن يؤدي إلى معادلات خطية ‏ مسألة القيم الذاتية هي › (dammed) By guys‏ 
ليست خطية . الحيلة هي النظر في نسبة شكلين تربيعيين» والنسبة التي نحتاجها تعرف 
باسم نسبة رايلي Rayleigh‏ : 


نتتقل مباشرة إلى النظرية الأساسية : 
٦‏ ط مبدأ رايلي : تكون النسبة (*) ۸ فى نهايتها الصغرى عند أول متجه ذاتى = × 
× وتكون هذه النهاية الصغرى مساوية ۸ أصغر القيم الذاتية : 


T Tà 
x,;AX, XjA 1X1 | 
> كد‎ i 


T 
XiX] XIX] 


هندسياً» لنفرض أننا ثبتنا البسط عند القيمة )1( وجعلنا المقام أكبر مايمكن. يعرف 
البسط 1= ×4× مجسم قطع ناقص» على الأقل» إذا كانت 4 معرفة إيجابيا . المقام 


R(x) = 


0١1‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


هو ”|| ×ا| = × × وهذا يعني Ll‏ نبحث عن أبعد ikä‏ من مجسم القطع الناقص › 
عن نقطة الأصل_بقول آخر المتجه *هو الأكبر طولاً . نتيجة لوصفنا من قريب لمجسه 
القطع الناقص » نجد أن قطره الأكبر يتجه باتجاه المتجه الذاتي الأول . 

جبرياً» من السهل أن نرى ذلك (دون ضرورة للتعريف الإيجابي). نقطر A‏ 
بمصفوفة قائمة : نجد ۸= 0'40 . بفرض «0 =× : 


LT) 


ا es‏ و 


Ay) y _ Ayi‏ )2 = روم 
(Oy) (Qy) y'y yi‏ 


تقع النهاية الصغرى لهذ | له النسة عتما عند ibadi‏ التي يكون عندها = ,ر yal;‏ 
0= «=..... عند هده النقطة » تكون النسبة مساوية oh‏ وفى أى نقطة أخرى تكون 
النسية أكبر عن ذلك | 


2 2 2. 2 2 2. 
AiO} EYI F oes کو‎ (ALY) + A22 +... + Aggy a) 


إن نسبة رايلي لن POS‏ من lah,‏ تكون أكبرمن OLR‏ نهايتها الصغرى ستكون 
عند المتجه الذاتى × ونهايتها العظمى عند x‏ ات الذاتية الوسطى تمثل Uta‏ 

إحدى النتائج المهمة هى . كل عدد قطري مثل aaa,‏ بين A gh‏ تساوي 
نسبة رايلى2 bed‏ نختار المتجه (1,0,.....,0) x=‏ . 


مبادىء أصغر النهايات العظمى المتعلقة بالقيم الذاتية 

الصعوبة في النقط السرجية هي Lil‏ لانعرف فيما إذا كان (x)‏ #تقع فوقها أو 
تحتها . هذا يجعل إيجاد القيم الذاتية الوسطى «,........2 صعباً. فى التطبيقات يوجد 
Jute Le‏ فخلا ۽ هو مبدأً النهاية | لصغرى أو العظمى . لذاء فإننا نبحث عن مثل هذا 


المصفوفات المعرفة إيجابيا oN\V‏ 


المبذأ واضعين تضب أعيننا أن النهاية الضغرئ أو العظمى ستتحقق عند المتجه الذاتى + 
i‏ > , | = ال 


)\( | 
. الفكرة الرئيسية تنبع من خاصة أساسية للمصفوفات المتناظرة : + متعامد مع 
بقية المتجهات الذاتية . 


كي لن تزيد النهاية الصغرى ل Ra)‏ الخاضعة لشرط واحد0 = 7× ٠»‏ أبداً على 
A,‏ . إذا كان ج هو المتجه الذاتى الأول» عندتذء تكون هذه النهاية الصغرى المقيدة ل 
R‏ مسأو به A,‏ 
5 
A» 2 min R(x)‏ )2( 


x7 = 0 


Aa = max 
r. 


min R(x) 
x'z=0 


هذاهو «مبداً النهاية العظمى) AS‏ إنه يعطينا طريقة لتقدير القيمة الذاتية الثانية دون 
معرفة القيمة الأولى . 


مئال : لو استبعدنا السطر الأخير والعمود الأخير من أى مصفوفة متناظرة : 


عندئذ » تفوق القيمة الذاتية الثانية للمصفوفة A‏ أصغر قيمة ذاتية ل 8. (فى هذا 
المثال» العددان هما ۲و١).‏ أصغر قيمة ذاتية ل 4» وهي 0.6 2-۷2 أقل من أصغر 


قيمة ذاتية ل 8. 


البرهان : إن نسبة رايلي ل 8 تتطابق مع نسبة رايلي ل ۸ عندما ( 0, x=(x x‏ . هذه 
ھی 


+ 


)١‏ إن هذا الموضوع خاص بعض الشيء ؛ وإن إيجاد النهاية الصغرى ل (×) ۲ و Ra)‏ هو ماترتكز عليه 
طريقة العنصر المحدود. ليس هناك أي صعوبة بالتحول إلى البند (6-5). 


المتجهات المتعامدة مع (0,0,1) »z=‏ ومن أجل هذه المتجهات» Ax =x Bx : NIA‏ 

. النهاية الصغرى على القيم *« هذه » هى أصغر قيمة ذاتية (B)‏ ۸. لايمكنها أن تقل 

عن أصغر قيمة ذاتية ل 4 لأنها النهاية الصغرى على قيم × . إلا أن (B)‏ 2 سوف 

تكون أقل من القيمة الذاتية الثانية ل.4. السبب : هو أن أحد التر اكيب الخطية للمتجهين 

الذاتيين الأولين ل 4 يتعامد مع 2. إذا عوضنا ذلك التركيب الخطى فى نسبة رايلى 

فإننا نحصل على عدد أقل من (4) STA‏ من (B)‏ ۸ . لذاء A (A)ZA (B) OP‏ . 
الصورة الكاملة هي حصر القيم الذاتية : 


(0) قروو‎ A, (B)S 42 (A)S 22(B)S «.. S gs (BS Ag (Ad. 


هندسياً» لهذه المتراجحات تفسير طبيعي . لنفرض أن مجسم قطع ناقص فطع 
بمستو مار من نقطة الأصل » سيكون المقطع مجسم قطع ناقص عدد أبعاده أقل بواحد 
عن عدد أبعاد الأصلي . لايمكن أن يزيد طول المحور الكبير لهذا المقطع عن طول المحور 
الكبير للمجسم الأصلي : A)‏ 2< (8) ۸ . إلا أن المحور الكبير للمقطع هو على 
الأقل» مساوياً طول المحور الثاني للمجسم الأصلى : A ESLA)‏ بشكل 
مشابه» المحور الصغير للمقطع أصغر من المحور الثاني الأصلي وأكبر من المحور 
الصغير الأصلي : (1,)4(527,)8(513)4 . 

في إحدى الحالات الخاصة» عندما يكون المستوي القاطع متعامدا مع المحور 
الكبير الأصلي› يكون A (B) =A (A)‏ . بشكل cole‏ إذا كان المستوي القاطع هو 
المستوي الأفقى 0= cx‏ فاننا نتوقع متراجحة . المتجه العمودي على هذا المستوي القاطع 
هو (0,0,1) z=‏ » وقد استبعدنا السطر الأخير والعمود الأخير من 4. 

يمكننا أن نرى الشيء ذاته في الميكانيك : ليكن لدينا نظام اهتزاز مكون من 
نوابض وكتل» لنفرض أن إحدى الكتل أجبرت أن تبقى في حالة سكون. حينئذ . 
يتزايد التواتر الأصغرء لكنه لن يزيد على ,3 . أما التواتر الأعظم فانه يتناقص ولكنه 
لن يقل عن 3 . 


minor axis of cross section 
minor axis 


١ 3‏ ف 
Wks! Nn‏ ( 
سم | | 
١‏ 


ra 


5 major axis 


% 1/ Vay ie 


~" 


middle axis “سر‎ 


i major axis of cross section 


شكل( 2-5). مبدأ النهاية العظمى وأصغر النهايات العظمى 23 > pi > 12 S2‏ > 3.1 . 


حان الوقت لندور حول هذه النظريات كي نصل إلى مبد أ أصغر نهاية عظمى . 
يعني ذلك أن fad‏ نسبة رايلي في نهايتها العظمى» ثم» يز النهاية الصغرى الممكنة 
لهذه النهاية العظمى . 

هناك عدد من الطرائق للمعالحة يتعلق كل منها بالقيمة الذاتية التي نريدها. 
لإيجاد أكبر قيمة ذاتية od‏ نجعل SRO)‏ نهايتها العظمى فنحصل عليها. لكن؛ 
لنفرض أننا نريد البقاء مع A,‏ . لما كانت نسبة رايلى تساوي : 


2 2 2 
FL 202 For FY 


فإن طريقة الحصول على ,2 كنهاية عظمى هو أن نتطلب y - ......=« =0 OS‏ . هذه 
القيود التى عددها 2 - ۸ تترك فضاء ذا بعدين فقط » إنه الفضاء الجزئي المولد بالمتجهين 
الذاتيين الأولين . على هذا الفضاء cd Stl‏ البعدين» تكون النهاية الصغرى للنسبة 
(x)‏ ۸ ھی 2-لكن المتجهان الذاتيان x gx‏ جزء من هذه المسألة و هما غير معلومين . 


ish! | rl oy `‏ وتطبيقاته 


عندما حصلت هذه ا حالة AL‏ النهاية العظمى» كانت الفكرة الأساسية هى 
السعى إلى النهاية الصغرى تحت قيد واحد هو) = x’ z‏ . لذا Sli‏ هذه الفكرة 
وسعى ب R(x)‏ نحو نهايتها العظمى على فضاء جزئي اختياري ذي بعدين . لايمكننا 
أن نعرف ما إذا كان هذا الفضاء الجزئي حاوياً أي متجه ذاتي ؛ t Sod SUS I‏ بعد 
الاحتمال. على الرغم من ذلك» توجد متراجحة تتعلق بالنهاية العظمى . لقد كانت 
النهاية الصغرى سابقاً تحت القيد) = < "× » أصغر من ,۸ ؛ والآن ستكون النهاية 
الصغرى على الفضاء الجزئي أكبر من ,2 . إذا كان ,5 أي clad‏ جزئی ذی بعدين من 
عو Ob‏ : 

max R(x)< A» 

البرهان إذا كان د متتجهاً من الفضاء الجزئي ومتعامداً مع المتجه الذاتي الأول ox‏ فمن 
لمعلوم» من أجل هذا المتجه ×الخاص» أن ROZA,‏ ينتج عن ذلك مبدأ أصغر 
النهايات العظمى مباشرة : 
5ك إذا جعلت () في نهايتها العظمى على كل فضاء جزئي ممكن ذي بعدين 
6S,‏ فان قيمة أصغر النهايات العظمى هي ,1 : 


03) 


6 A, = min | max R(x) 
CV) سادا إلى‎ a, لايمكن للكمية ا موجودة ضمن الحاضنتين أن تكون أصغر من‎ 
A, وتكون من أجل الفضاء الجزئى الخاص المولد بالمتجهين الذاتيين الأولين مساوية‎ 
ننهي هذا البند بملاحظتين . أتمنى أن يدرك حدسكم أنهما صحيحتان دون براهين‎ 
يتوسع مبدأ أصغر نهاية عظمى من فضاء جزئي ذي بعدين إلى فضاء جزئي‎ ١ ملاحظة‎ 

i 2 وينتح‎ EPI دی‎ 


المصفوفات المعرفة إيجابيا o1‏ 


A. = min 
(A) © g 


| 


max R(x) 


Ss في‎ X 
جميع المبادىء ذاتها‎ cAx=AMx ملاحظة ۲ نبقى» في مسألة القيم الذاتية المعممة‎ 
=×ووضعنا‎ 5z عن +د. إذا عوضنا‎ LS عو‎ x Mx صحيحة إذا جعلنا مقام نسبة رايلي‎ 
تتبسط إلى الصورة‎ R(x) المتجهات الذاتية للمصفوفة 84 في أعمدة ؟» فان‎ 
(4) Rix) = X Ax عد اي‎ eee 


ee ? 2 
x Mx Zi +... +Z, 


لقد كانت هذه النقطة هي تقطير المصفوفتين 4 و ١‏ معا في البند (7-5). كل 


من الشكلين التربيعيين أصبح مجموع مربعات كاملة وكانت A = min R (x)‏ مثلما 
كانت Rix)‏ مره A‏ بالفعل 6 bue‏ حعلنا فی نظام jl‏ دي LNI‏ : 


من الكتلتين ساكنة» فان التواتر الأصغر قد ازداد وتناقص التواتر الأعظم . 


el olz] Tä 
-1 gal x2 | | O 
021 21| اع‎ ]4 


أنشىء الشكل التربيعي المقايل oP (x X)‏ أحسب المشتقات |الحزئية 


. وحقق أنها تنعدم عند الحل المطلوب‎ hen 

X; 

co lia P Ax -xb = 1%‏ هو 
2 


-A` b ie. (x -A `b ) + const Y-2-1 
ملأن الحد الذى قبله لايمكن أن يكون سالباً. (لماذا) ؟‎ 


١-8-5‏ أو A>‏ النهاية الصغرى 3 إذا و حلت +y- 3y Jg‏ لا = مول 


4-5-م 


sho pdl‏ 8و د تطبيقاته 


1 3 م SS‏ 
P= “al - 3y‏ ماهى المصفوفة الموافقة ل فو 


Q(x) =- | Ax - bll? => x ATAx-x'A'b+ > b'b. 


قارن © مع باهمال الثابت pl oP’‏ المعادلات التي تصل إليها 
عند نهاية O‏ الصغرى ؟ ماذا كانت تسمى هذه المربعات في نظرية 
المربعات الأصغرية ؟ 

لكل مصفوفة متناظرة» احسب النسبة (×) ۸ من أجل الاختيار الخاص 
x = )1.....1(‏ . ماهي العلاقة بين مجموع العناصر ‏ »مع ۸و ۸؟ 
من أجل المصفوفة | ار A=‏ أوجد اختياراً × daa‏ أصغر قيمة 

usw R(x) J‏ ينتح الحد 2 عن pole‏ القطر . ما هی القيمة 
الأصغرية ل R(x)‏ 

إذا كانت 8 معرفة إيجابياً» برهن» انطلاقاً من نسبة رايلى» أن أصغر 
قيمة ذاتية ل 8+ 4 أكبر من أصغر قيمة ذاتية ل 4 . 

إذا كانت 2 أصغر قيمة ذاتية ل 4و aoiu‏ قيمة ذاتية ل eB‏ برهن أن 
أصغر قيمة ذاتية IO‏ 8+مهي. على الأقل» أكبر من 4+ ۸ . (جرب 
المتجه الذاتي المقابل × في نسبة رايلي . ) 

تنبيه : يكن أن يكون هذان التمرينان أكثر نموذجية وأهم ماينتج عن 
مبدأ رايلي بسهولة » لكن ذلك ينتج بصعوبة من معادلات القيم الذاتية 
ذاتها . 

إذا كانت 4 معرفة إيجابياً » برهن انطلاقاً من مبدأ النهاية الصغرى 
للنهاية العظمى (VY)‏ أن القيمة الذاتية الثانية في الصغر تزداد 
باضافة A (A+B)>A (A) :B‏ . 


ق 


۱١-٤-٦ 


Hefi 


iyi- 


t-t] 


١ة-4-+‎ 


المصفوفات المعرفة إيجابيا ام 


إذا حذفت عمودين من 4» ماهى المتراجحة التى تتوقعها بين أصغر 
قيمة ذاتية در للمصفوفة الباقية والقيم الذاتية الأصلية GA‏ 
أوجد القيم الأصغرية لكل مما يلي : 


2 2 2 | 37 
RaT ~A 149 + X94 Rix) =! - د + دل رچ‎ 
E od = e a 

X] + دخ‎ 2x] + Xa 


برهن » انطلاقاً من (۳) أنه لايمكن Stal‏ (×) ۸ أن يكون أكبر من القيمة 
الذاقة A‏ 
مبدأ النهاية الصغرى للنهاية العظمى المتعلق بالقيمة الذاتية ذات الترتيب 


Aj = min 
5, 


max R(x) 


x In S. 


)1( ذا كانت À‏ موجبة » استنتج ال كل S‏ يحوي متجها × يحقق 
0< (ع )8# . 


ت - 


a. a 1 | =. . عب‎ ; 

wilt (y)=y c ACy /y'y>0 

(ج) استنتح أن القيمة الذاتية ال زللمصفوفة ec AC‏ انطلاقاً من مبدأ 
UU‏ الضغرى للنهاية العظمى » موحتبة أيضا - تيرهن بذلك أيضا 
قانون العطالة (أقدم شكرى حامعة مينيسوتا (Minnesoto‏ 

برهن أن أصغر قيمة ذاتية CAX= AMI SK‏ ليست أكبر من النسبة aL‏ 
لعنصري الفرنتين . 

يعطي القيمة الصغرى ,3 ؟ بعبارة أخرى» على أي ,5 تكون النهاية 


العظمى ل R (x)‏ مسأو ,4 TA,‏ 
1-2-1\ بدون حساب للقيم الذاتية. فرر عدد الموجب والسالب والصفرى من 


القيم الذاتية للمصفوفة 


0 1 
0 2 
0 l 


> - 0 طريقة العنصر المحدود 
لقد حوى البند السابق فكرتين أساسيتين : 

. في نهايته الصغرى‎ P(x) = Ax- a'h يكافىء جعل‎ 4× =٥ حل النظام‎ )١( 

(۲) حل النظام ١‏ مه يكافىء جعل ×× / ×۸× = ) R(x‏ في نهايته الصغرى . 
ريد OV‏ محاولة Oly‏ كيف يكن تطبيق هاتين الفكرتين . 

القصة طويلة» OY‏ هذا التكافؤ معروف قبل AST‏ من قرن. في بعض المسائل 
التقليدية » في هندسة البناء والفيزياء» مثل التواء صفيحة معدنية أو الحالات الدنيا 
للذرة (القيم الذاتية والدوال الذاتية) » كانت هذه النهايات الصغرى تستخدم للحصول 
على تقريبات ضعيفة الدقة للحل . فى بعض OV‏ يضطر قبولها؛ كانت الأدوات 
الوحيدة المستخدمة هي القلم والورق وآلة صغيرة. لقد كانت المبادىء الرياضية 
موجودة ولكنها غير مطبقة . 

من الواضح أن الحواسيب الرقمية أدت إلى ثورة» لكن الخطوة الأولى لهذه 
الثورة كانت إهمال مبادىء النهاية الصغرى ؛ بدعوى أنها قديمة جداً وبطيئة جداً . لقد 
قفزت إلى الأمام طريقة الفروق المحدودة»ء GY‏ كان من السهل معرفة كيف يعطى 
لعادلة تفاضلية شكل منفصل . لقد رأينا سابقاً في البند )۷-١(‏ كيف عوضت كل 
مشتقه بنسبة فرقين . غطيت المنطقة الفيزيائية بشبكة وفي كل نقطة من خلية الشبكة 
كان =hf‏ »- »280+ »- . تمثل هذه المسألة بالمعادلة Auf‏ واهتم التحليل العددي 


المصفوفات المعر فة y ۵ lols)‏ ۵ 


في الخمسينات من هذا القرن بتطوير طرق سريعة لحل أنظمة ضخمة ومتناثرة. 

الشيء الذي لم ندركه تماماً هو أنه حتى مسائل الفروق المحدودة» تصبح معقدة 
بصورة لاتوصف من أجل مسائل هندسية فعلية مثل إجهاد طائرة أو التوتر الطبيعى 
لحمجمة إنسان . الصعوبة ا حقيقية ليست في حل ا معادلات بل بت Lage‏ . هن أجل 
منطقة غير منتظمة» نحتاح إلى شبكة غير منتظمة مقسمة في وقت lee‏ إلى مثلثات 
أو رباعيات أو رباعيات وجوه ثم نحتاج إلى طريقة نظامية لتقريب القوانين الفيزيائية 
الأساسية . بقول آخرء لايكتفي الحاسوب بالمساعدة في حل مسائل منفصلة بل يساعد 
أيضاً بصياغتها . 

بامكانك أن تخمر: كيف حدث ذلك . لقد عادت الطرائق القديمة من جديد 
ولكنها باسماء جديدة وافكار جديدة . الاسم الجديد هو طريقة العنصر المحدود 
والفكرة الجديدة جعلت من الممكن استخدام قدرة الحاسوب SYI‏ بصورة واسعة- 
بتكوين تقريبات منفصلة وحلها واظهار النتائج -مثل أي تقنية أخرى في الحسابات 
العلمية . النقطة الأساسية . هي أن تظل الافكار الرياضية الأساسية بسيطة $ ومن الممكن 
أن تكون التطبيقات معقدة . انتقل تضخم هذه التطبيقات بعيداً من تصميم طائرة إلى 
دراسة OLA‏ مفاعل 6503 ويجرئ OI‏ نقاش عنيف لتهديد ذلك إلى ميكانيك 
السوائل. من أجل مسألة من هذا المستوى» الصعوبة غير المتنازع فيها هي الكلفة ‏ 
شيء رهيب ! بلغ التقدير المتحفظ للانفاق حتى الآن بليون دولار. نأمل أن يهتم 
بعض القراء باتقان طريقة العنصر المحدود وأن يضعها فى الاستعمال الصحيح . 

لتوضيح هذه الطريقة ننطلق من مبدأ رايلي - ريتز Ritz‏ - «هذءاده#التقليدي e‏ 
ثم» ندخل فكرة العناصر المحدودة الجديدة . يمكننا أن نعمل على المعادلة التفاضلية 
ذاتها uP =f (x)‏ - بشروط البدء نفسها 0= ou (O) =U (I)‏ وقد درست من قريب 
بالفروق المحدودة. هو امقروق أن هذه ULM‏ ذات لاتهاية هن الأبعاد» حي 
استعيض عن المتجه 5 بدالة #وعن المصفوفة SALA‏ ”×4 /”4- . إلا أنه يمكننا أن 


Oy‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 
نعمل بصورة مشابهة » ونظهر الشكل التربيعي الذي يطلب جعله فى نهايته الصغرى › 
وذلك بتعويض الجداء الداخلى بتكامل : 

i] 


[ 
ve) Cv" (Dax - | vO) S de. 


5 


O) Pw)=lvTAv-v™ =! 
2 


على هذا التكامل أن يسعى إلى نهايته الصغرى على كل دالة «تحقق شروط الحدود» 
والدالة التي تعطي النهاية الصغرى التي ستكون ا حل » . لقد حولت المعادلة التفاضلية 
إلى مبدأ نهاية صغرى وبقي علينا أن نكامل بالتجزئة : 


l 
1 
v(- v") dx -| (Vv) dx - lS 
() 


P(v) =} | 00“ dx-] vfdx لذا‎ 


() 
0 
0 


الحد vv‘‏ يساوي الصفر عند حدي التكامل وذلك oY‏ 0-م هناك . التكامل w)*‏ | 


متناظرء مثل cx Ar‏ بالاضافة إلى كونه the ye‏ لقد ضمنا OV‏ نهاية صغرى. 

كيف وجدنا هذه النهاية الصغرى ؟ حسابها بدقة يكافىء LE‏ حل المعادلة 
التفاضلية بدقة» إن هذه المسألة لانهائية الأبعاد. ينتج مبدأ رايلى - ريتز مسألة ذات n‏ 
عدا باختيار n‏ دالة تجربة» فقط ۷.....«=۷ =« . يقبل كل تركيب من الصورة 
e V=y V(t) taty V (x)‏ ثم يحسب الت ركيب U ltl‏ الذي يجعل P(v)‏ في 
نهايتها الصغرى . لنعيد : الفكرة هي السعي إلى النهاية الصغرى على فضاء جزئي 
Le so‏ عن جميع الدوال « الممكنة» وجعل الدالة التي تعطي النهاية الصغرى ‏ بدلا 
من 4. 

إذا وضعنا ۷ عوضاً عن ov‏ يأخذ التكامل الصورة : 


] 
ظ‎ | 1 
(Y) P(V) si (yi V'} +. +4 ENY dx - (y, Vy ae +y,V, JF dx. 
| Pr E 0 5 Ps | = 
. + a ; 1 1 a : 7 i 3 يس‎ =< “Y | الد‎ | AS 


oYY المصفوفات المعرفة إيجابيا‎ 
التربيعية‎ ENSS YI بظهر بأحد‎ P(V)= zy Ay -y'b فان‎ (VY donne cg Hlasy 


Spin yy فى معاملات‎ oA اعتدناها . عتاضر المضفوفة‎ oS 
= i~ j 5 8 ij = 


E v. fa i Er 
حتما إيجاد‎ ES. y وهو معامل‎ | 7 piss |, x 


النهاية الصغرى ل Sy"Ay-y"b‏ ؛ إن ذلك يكافىء حلط Ay=‏ . بناء على 
(Y)‏ حساب المعاملات (Y) cb yA‏ جل النظام Ay=b‏ و (é)‏ طبع jl‏ 
التقريبى 7لا + ...+ Uayt‏ 

كل شيء يتعلق بالخنطوة الأولى . إذا لم تكن الدوال ۷ بسيطة جداًء op‏ 
الخطوات الأخرى ستكون فعلاً مستحيلة . إذا لم يكن تركيب للدوال le BV‏ من JH‏ 
الصحيح cu‏ فان هذه الخطوات لا نفع فيها . المسألة هي تركيب الحساب مع AB‏ 
والفكرة الأساسية ‏ جعل طريقة العنصر ا محدود ناجحة هي استخدام كثيرات ا حدود 
قطعة فقطعة كدوال تجرية V‏ . 

أبسط العناصر واكثرها استخداماً هو كثيرة الخطوط الخطية . lis‏ بوضع عقد 
فى النقاط ۸۸ = ,+ .... , 27 LUE - hr‏ مثل ما فعلنا سابقاً من أجل الفروق . فى 
النقطتين النهائكن E0 E‏ × تستدعي شروط eea‏ أن تكون كل دالة ds gha V‏ 
للصفر . لذاء فإن الدالة ۷ هي als‏ سقف وهى تساوي الواحد عند العقدة × والصفر 
عند بقية العقد (شكل 1-1 (4)). إنها متكائفة فى فترة صغيرة حول عقدتها وهى 
تساوي الصفر في أي موضع آخر . يجب أن يساوي كل تركيب VV +....+« V‏ 
القيمة y‏ عند العقدة cj‏ لان بقية الدوال ۷ اصفار» op IU‏ بیان هذا التركيب سهل 
الرسم (شكل 5-5-ب). 


OVA‏ ا حبر الخطي و د نطسقاته 


هذاينهي الخطوة الأولى. بعدذلك» نحسب المعاملات "T VAM‏ 


ij 


فى (مصموفة الصلابة» 4 . اليل ۷ يساوى 1/١‏ فى الفترة الصغيرة الواقعة عن 
í 1‏ 0 
a‏ × ويساوي ۴ - في pols pall‏ 7 الامر ذاته صحيح من أجل An‏ شرب 


(a) (b) 


شكل( )٦ - ٦‏ الدوال العليا وتركيباتها الخطية . 


عقدتها × وإذا لم يكن بين هاتين الفترتين اشتراك فإن ا جداء ۷ ۷ يطابق الصفر . 
يقع هذا الاشتراك» فقط» عندما يكون : 


أو 


| PF dx = 


eri <4 98 
Lioliai y Jejai 
ل‎ p * 


وعندئذ تكون مصفوفة الصلابة ثلاثية الأقطار فعلا : 


المصفوفات المعرفة إيجابيا 005 


يظهر هذاء SLE‏ مثل حالة الفروق ! لقد أدى ذلك إلى ألف نقاش حو ل العلاقة بين 
هاتين الطريقتين . كثير من مسائل العناصر المحدودة المعقدة كثيرات حدود من درجات 
عليا عرفت على مثلثات أو على رباعيات وجوه من أجل معادلات تفاضلية جزئية - 
(Lal col‏ مصقوفات معبائرة ELK: A‏ أن rad‏ أن طريقة olin!‏ الحدودة 

يقة نظامية لإنشاء معادلات فروق دقيقة على شبكات غير منتظمة » بحيث تقع طريقة 
العناصر المحدودة في تقاطع طريقة رايلي ‏ رايتز وطريقة الفروق المحدودة. الشيء 
الأساسي هو بساطة طريقة كثيرات الحدود قطعة فقطعة ؛ على كل فترة جزئية من السهل 
إيجاد الميول ومكاملاتها. 

إن مركبات في الطرف الأيمن جديدة . a ge‏ عن قيمة x; Lef‏ التى هي فرق 

محدود» أصبحت OYI‏ متوسط /حول هذه النقطة : fide‏ ۷ | -5. ثم نحل في 
الخطوة CY)‏ النظام الثلاثي الأقطار Ay=b‏ الذي يعطي المعاملات في دالة التجربة 
الخاصة ۷ taty‏ ۷ « = 10 التى انهيت إلى نهايتها الصغرى . أخيراء بالوصل بين 
هذه القيم العليا ‏ بخط منكسر» نجد رسماً للحل التقريبي U‏ 
مثال 2=“ - بشرط بدء 0-(0,:)1-(0)+ » الحل هوأ ×-×=» . سيستخدم التقريب 
ثلاث فترات ب + =۸ ودالتي سقف . المصفوفة 4 قد كونت من قبل» ويحتاج المتجه b‏ 
إلى تكامل دالة السقف مضروبة ب عدة مرات . با أن ۴=2» فإن ذلك ينتج ضعفي 
المساحة الواقعة نحت السقف : 


جل 6 - ترم هو )= y=)‏ . للا فإن أفضل U‏ هو A‏ فى هذه الحالة . 


oY.‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


يتمق هذا ا حل مع ا حل الصحيح > glu =x “tee.‏ )= - ) في نقطتي العين . 

في أمثلة أكثر تعقيداً. لن تكون التقريبات صحيحة عند العقد» 
ولكنها قريبة بصورة ملاحظة . النظرية الأساسية مشروحة في كتاب للمؤلف An:‏ 
«Analysis of the Finite Element Method‏ الذي كتب بالاشتراك مع Georges Fix‏ 
(Printice Hall 1973 )‏ . تعطى كتب أخرى تطبيقات هندسية وأنظمة حاسوب . لقد 
أصبح مو ضوع العناصر المحدودة جزء Lage‏ من التعليم الهندسي ؛ وقدعولج 
بتوسع ابيز فى كتابي الحديد Introduction to applied Mathematics‏ 
Wellesley __ Cambrdge Presse 1986 )‏ ( . كما gil‏ ناقشت هناك معادلات تفاضلية 
> 645 عندما جاءت الطريقة Wed‏ بضورة مستقلة . 


مسائل القيم الذاتية 

إن فكرة رايلي _رايتز التي تستدعي السعي إلى النهاية الصغرى على مجموعة 
من الدوال ۷ ذات عدد منته من الأبعاد» عوضاً عن جميع الدوال المقبولة د مستخدمة 
في مسائل القيم الذاتية مثلما كانت مستخدمة في معادلات الحالات الثابتة . فى هذه 
ا لمرة ستكون نسبة رايلي هي التي تسعى نحو نهايتها الصغرى . نهايتها الصغرى الحقيقية 
هي التواتر الأساسي ۸ء وستزداد نهايتها الصغرى التقريبية ۸ عندما نقصر صنف 
دوال التجربة dev‏ الدوال ۷. ستكون المسألة المنفصلة سهلة الانقياد من جديد» 
Sey‏ فعلاء للمبدأ أن يطبق» وذلك فقط عندما تكون الدوال ۷ سهلة الحساب . 
ومع ذلك فان المرحلة التي أخذ فيها بهذا المبدأء خلال الثلاثين سنة الماضية» كانت 
طبيعية LU‏ وحتمية : تطبيق أفكار العنصر المحدود الجديدة على هذا الشكل التحولى 
لسألة القيم الذاتية الذي توطد منذ زمن طويل . 

أفضل مثال لذلك هو التالى وهو الأكثر بساطة : 

u (0) =u (1) =0 ب‎ -u" =u 


المتجه الذاتى الأول هو u = sin IX‏ « المقابل للقيمة الذاتية ham‏ . تعطى الدالة 
v = sin mx‏ النهاية السغرى فى daw‏ زايلى المقابلة. 


1 l 
T| 2 aly | vv") a | a 
ي‎ On 7-2555 


فيزيائياً» تلك هي النسبة بين الطاقة والقدرة الحركية » وهي متوازنة مع المتجه 


الذاتي . عادة» يكن أن يكون هذا المتجه الذاتي مجهولاً. ولتقريبه» نقبل» فقطء 
الدالة المرشحة لذلك Vay Vi + ... + Yn Va‏ 


| (vy, Vy حك‎ TA A a dx 
0 


نواجه OV‏ مسألة إنهاء النسبة Gale ly Ayy My‏ الصغرى . إذا كانت M‏ 
مصفوفة الوحدة. فان ذلك يؤدي إلى مسألة القيم الذاتية المعتادة Ay=Ay‏ . لكن» 
يكن لمصفوفتنا أن تكون ثلاثية الأقطارء وهذاهو الوضع الذي ظهرء Wad‏ في مسألة 
القيمة الذاتية ا معممة . قيمة النهاية الصغرى 8 هي أصغر قيمة ذاتية للنظام Ay=AMy‏ 
$ ستكون قريبة من . المتجه الذاتي المقابل « سيعطي تقريباً إلى الدالة الذاتية : = U‏ 


مثلما هو في مسألة الإحصاء. يمكن تلخيص الطريقة بأربع مراحل )١(‏ اختيار 
۷ ) حساب 3A‏ 11 ؟ AMy J>)‏ د )٤( t Ay‏ إظهار =U 3A‏ لاأدري لاذا تبلغ 
الكلفة Atla‏ 


ory 


١-0-5 


عدم 


Paa 


استخدم ثلاث دوال سقف ب = ۸ لحل 2 w=‏ 4 يقر هبو 

u (0) =» (1) - 0‏ وتحقق من كون التقريب يتفق مع" x‏ + - » عند العقد . 
حل ×= “» - بفرض أن 0 - (1) »= (0) » » ثمء حلها بالتقريب بدالتين 
سقفيتين وب > - . أين يقع الخطأ الأكبر ؟ 

نفرض أن -u“=2‏ بشرط بدء 0= )1( + ,0 -(0)» . الشرط المفروض 
(arb) ur le‏ ولا يفرض على دوال التجربة. ب he‏ سيكون 
هناك دالة نصف - سقف ,۷إضافية تتحول من 0 إلى 1 بين =×و »× 


sl 


Ta | ar: 
من أجل‎ Ay=b وحل‎ = | 2V3 dx 9 arl (V ) dx لحسب‎ 


حل العنصر المحدود و ا ان 
حل 2= -u‏ بدالة سقفية واحدة ولكن Mae og‏ 3 =× بدلا 


es 
ra a 


0« قارن تقريب الى war)‏ المحدود مع الحل الصحيح “د - برد نا . 
تنطلق Sle ax b‏ كن oles Galerkin‏ تفاضلية (SF jee)‏ 
بادلا من الس بالكل التربيعي 7 إلى نهايته الصغرى . يبقى 


= × (ارسم هذه الدالة AV‏ بالشوط الابتدائى = (1) u )0( = u‏ 


¥ الفرق بين »و متعامدامع كل‎ [at 


CIV" aa es- PaVa) Vy de= | J Vide 


ی 


المصفوفات المعرفة إيجابيا ayy‏ 


كامل بالتجزئة لتصل إلى | =« مثبتاً بذلك أن طريقة 4 غاليركين تعطي A‏ 
و ١‏ نفسه كما في طريقة hh‏ - ريتز . 


P(y) = y Ay - y! y= SY - Å |b) "A0 A 'b) - ib Ah 


النهاية الصغرى المطلقة ل هي b‏ 4 - «. النهاية الصغرى على الفضاء 
الجزئي لدوال التجربة هي «الأكثر قربا من 4'٠‏ لأن ذلك يجعل الحد 
الأول .من الطرق الأمن صغيراً بقدرالأمكان.. (هذاهو lel‏ تقارب 
لانحو Cu‏ . إذا كان 4-1و (1,0,0)-<5» فماهو مضاعف eV=(1,1,1)‏ 
الذي يعطى أصغر قيمة ل fP‏ 


= 3 Lae oe | ا = ا‎ e. ` ki ig i, 
a= | dx من اجل دالة سقف واحدة متمركزة عند - = احسب‎ 


A=A/ اء‎ XI تعطي مسألة القيمة الذاتية ذات النوع‎ m= | ede 
Cham هل هذه القيمة هى أكبر أو أصغر من القيمة الذاتية الحقيقية‎ 1 
x=2h= Eya =h=— من أجل دالتي السقف ۷ , ۷ المتمركزتين ¢ عند‎ 
3ق وجل‎ ١ مصفوف الكتل ذات النوع‎ =| ۷, dx اس‎ 
ONYT) الواردة في التمرين‎ Ar - Amy مسألة القيم الذاتية‎ 
أجل «دالة سقف‎ em = | 7,9, dx ماهي مصفوفة الكتل‎ 


ب )1+ hn=1/(n؟‏ 


gre) ن‎ 


حسابات بالمصفوفات 


۱-۷ تهید 

لقد كان هدف هذا الكتاب تفسير بعض الأجزاء التطبيقية من نظرية المصفوفات . 
بمقارنة ذلك بالنصوص المعتادة للجبر الخطي النظري» نلاحظ أن النظرية الأساسية لم 
تتغير بصورة جذرية ؛ هناك نقطة من أهم النقاط المتعلقة بهذاالموضوع» هي أن الجانب 
النظري أساسى Lae‏ من أجل التطبيقات . الاختلاف الوحيد هو تغير النقاط التي 
يجري ابرازها وفق وجهة نظر جديدة . يُظهر الحذف أكثر من طريقة لايجاد أساس 
لفضاء الأسطرء كما أن طريقة غرام-شميدت لم تعد مجرد برهان : لكل فضاء جزئي 
أساس نظامي متعامد . نحن» فعلاًء بحاجة لهذه الطرائق كما أننا بحاجة لوصف 
ملائم لعمل العلاقتين ATLAS OR‏ 

سيقدم هذا الفصل مزيداً من الخطوات في الاتجاه ذاته . نعتقد أن هذه الخطوات 
محكومة بالضرورة الحسابية» أكثر من الاناقة بالتعبيرء ولا ندري ماإذا كان من 
الضرورى الاعتذار عن ذلك . إن ذلك يجعلها تظهر سطحية ولكن ذلك خطأ . إننا 
لانزال نتعامل مع أقدم وأهم المسائل الأساسية للموضوع .Ax=b yAx= AE‏ مع ذلك 
لايزال لكل من هاتين العلاقتين تقدير فعلي من قبل جيل الرياضيين الحالي. يوجد 
UE‏ في التحليل العددي نوع من انتقاء الأصلح» ونريد هنا وصف بعض الأفكار 
التي لاتزال حية حتى OV‏ . إنها تقع في ثلاث فئات : 


oyo 


o۳٦‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


١-تقنيات‏ لحل Ax =b‏ الحذف طريقة متازة للحل إلا من أجل بعض المسائل 
الخاصة التي لها خواص استثنائية كما يحصل غالبا لأي مسألة . سنركز مناقشتنا على 
الخاصة التناثرية حيث أكثر عناصر ۸ أصفار وعلى توسيع طريقة التكرا AST‏ من 
الطرائق ا مباشرة وذلك لحل النظام 6 = »4 . إحدى الطرائق التكرارية هي «التصحيح 
الذاتي» التي تكرر التصحيح مرة بعد مرة . لن نصل أبداً إلى الجواب الصحيح 6 ولكن 
هدفنا سيكون التقرب منه بسرعة أكبر من سرعة طريقة الحذف وسيكون ذلك USE‏ 
بعض المسائل ؛ في كثير من المسائل الأخرى» سيكون الحذف أكثر سلامة وإحكاماً 
فيما إذا استغل وجود الاصفار. لاتزال هذه المناقشة بعيدة عن نهايتها وسيكون هدفنا 
الأول تعيين الشروط التي تضمن لنا التقرب من الحل الصحيح Db‏ فر وما يتحكم 
سرعةاذلك.. سنطبق بعد ذلك هذه الشروط على طريقة زيادة الاسر اء وغيرها مد 
قواعد التكرار وذلك في البند .)٤-۷(‏ 

-١‏ تقنيات حل النظام × = ×4. تعد مسألة القيم الذاتية إحدى أروع إنجازات 
التحليل العددي» فقد عرقت بوضوح واصبحت أهميتها جلية . لم يتمكن قبل زمن 
قليل أحد من معرفة حلها. لقد اقترحت عشرات الطرائق Leg‏ لاشك فيه أنه لا يكن 
ترتيبهاء من حيث الافضلية» ترتيباً صحيحاً؛ الأمر كله يتعلق باتساع المصفوفة A‏ 
وخواصها وبعدد القيم الذاتية التي نبحث عنها . بقول آخر» من الخطير جداً أن نطلب 
إلى مركز حسابات برنامجاً جزئياً للقيم الذاتية دون معرفة أي شىء عن محتواه. 
eb)‏ آمل أن لانحتاج إلى التحقق من كل تعبير من تعابير فورتران). لقد اخترت 
فكرتين أو ثلاثا حلت محل كل ماسبقها تقريباً : طريقة RO‏ وجماعة طرائق القوى 
والطريقة التي تجعل مصفوفة متناظرة ثلائية الأقطار . 

الطريقتان الأوليان تكراريتان والثالثة مباشرة . تقتضي مهمتها عدداً منتهياً من 
الخطوات ولكنها لاتنتهي بالقيم الذاتية ذاتها وإنما بمصفوفة أكثر تبسيطاً تستخدم في 
خطوات التكرار . 


۴-العدد الشرطي لمصفوفة . سيحاول البند (۲-۷) قياس حساسية ا حل : 
إذا تحولت 4و بصورة طفيفة فما حجم تأثير ذلك على 405 - x‏ قبل الانطلاق فى 
هذه المسألة» نريد أن نظهر عقبة (من السهل التغلب عليها) . لقد وجدت طريقة لقياس 
التغير 84 وتقدير حجم 4 نفسه . لقد عرف سابقاً طول متجه ونحتاج الآن إلى تعريف 
نظيم مصفوفة > ثم العدد الشرطى وحساسية 4 الذين ينتجان مباشرة عن نظيم ۸و A‏ 
. إن مصفوفات هذا الباب مربعة . 


Y- V‏ نظيم المصفوفة وعددها الشرطي 
الخطأ والتخبط أمران مختلفان . الخطأ غلط بسيط من المحتمل أن يقع فيه رياضي 
أو حاسون عتازان: الفط اکم ghee‏ رة واک مد جت AT‏ . عتدما يدور خاس تبت 
عددا إلى المرتبة الثامئة cay pall‏ متلا فان ذلك ti‏ ولكن عندما تكون المسألة شديدة 
الحساسية بحيث أن خطأ التدوير هذا يغير الحل LLS‏ فمن المؤكد أنه ارتكب تخبطاً. 
سيكون هدفنا في هذا البند تحليل تأثير الخطأ بحيث يمكننا عندئذ تحاشي التخبط . 
ستتابع الآن المناقشة التي بدأناها في الفصل الأول مع  :‏ 


0001 | 


ali | 


i” -|| pa |‏ | 
تتطلب أن تكون '4 حستة الشروط Oly‏ لاتكون بضورة خاضة» حساسة لأخطاء 
التدويرء إلا إذا طبق GALI‏ بطريقة سيئة» فان المصفوفة تصبح عندئذ» شديدة 
الحساسية . من التخبظ قبول 0001. أول محور وعلينا أن نصر على اختيار أكبر وآمن 
وذلك بمبادلة بين سطري AS‏ غندما نجري «امحورة جتزكية» فى طريقة BIL‏ فان 
الحاسوب يبخث بصورة آلية عن المخور الكبيرء وعندثذء لايمكن للمقاومة الطبيعية 
لأخطاء التذوير i Gp Ol‏ 


o۸‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


كيف نقيس هذه المقاومة الطبيعية ونقرر متى تكون مصفوفة حسنة الشروط ومتى 
تكون سيئة الشروط ؟ إذا حصل تغيير طفيف في أو في 4 فما هي ضخامة التغيير 
الذي يضيب الل Gx‏ 

نبدأ بإجراء تغيير على الطرف الأيين وذلك من ٠+8 Sb‏ . يكن لهذا الخطأ 
أن يكون LEL‏ عن معطيات التجربة أو عن التدوير ؛ يمكئنا أن نفترض أن 85 صغير 
ولكننا غير قادرين على معرفة اتجاهه . يتغير الحل بالمقابل من + إلى ×ة +× : 


A (x) = ðb بالطرح‎ JANIS +ع) 4م‎ bx) = b+ 5b 


هذه الحالة» بصورة خاصة» سهلة؛ نعتبر db‏ ممثلة لجميع الاضطرابات. تقدر 
الاضطرابات الناتجة عن ذلك ب 8x = 4 Sb‏ . سيكون هناك تغيير كبير فى الجواب 
LRA OSG Lee‏ 84ا3 تقر ا وسیک هذا i perl‏ بضورة CALE‏ كيرا 
عندما يكون اتجاه التزايد 80 بحيث يتضخم كثيراً بوساطة 4 . 


للبدء؛ نفرض أن A‏ متناظرة وقيمها الذاتية موجبة ۸> کک glo].‏ 
متجه 85 سيكون تركيباً خطياً فى المتجهات الذاتية الواحدية المقابلة Ox eek‏ وإن 
أسواً الاخطاء هو خطأ في اتجاه المتجه الذاتي الأول ×. المعامل gue‏ أن WS‏ من Bb‏ 
و Ox‏ صغير . 
إذا كان بم op B=‏ كك - بق )01 
1 


يتضخم ا خطأ ذو الطول || 5|| با معامل .1/3 الذي ه وأكبر قيمة ذاتية للمصفوفة "۸ 
. سيكون التضخيم أكثر كب رأًعندما تكون ,۸ قريبة من الصفر فتكون المصفوفة القريبة 
من الشاذة هى الأكثر حساسية . 

هناك عائق واحد لقياس هذه الحساسية» وهو عائق خطير . لنفرض أننا ضربنا 
جميع عناصر 4 بالعدد ٠٠٠١‏ . فان ,2 تضرب بالف» أيضاًء ويمكن. عندئذ e‏ أن 
بدو Jal a panel‏ شترا te Of‏ هذا الشريم LA td‏ غير قافر على عل 


مصفوفة سيئة الشروط مصفوفة حسنة الشروط . صحيح أن ×ة قد صغر بمعدل ٠٠٠١‏ 
ولكن الحل 4785 - + سيكون كذلك . أما الخطأ النسبي || *|| 7 || ×ة|| فسيبقى كما 
كان قبل . العامل || ×|| الموجود في المقام يسوي المسألة مقابل تغيير تافه في سلم القياس . 
بالوقت ذاته» توجد تسوية مقابلة من أجل 8 : مسألتنا هى مقارنة التغير النسبي 
| 5|/ || ذة| با خطا النسبي | :«||/ || M‏ 

تظهر أسوأ حالة عندما يكون البسط || ×ة|| كبيراً يقع الاضطراب في اتجاه 
المنجه الذاتي ×-وعندما يكون المقام || ×|| صغيراً. سيكون الحل غير المضطرب × 
صغيراً بقدر الامكان مقارنة ب 5 غير ا مضطرب . وهذا يعني أن ا مسألة الأصليةط= Ax‏ 
قد تكون في الوضع الأقصى الآخرء في اتجاه المتجه الذاتي الأخير × : 


(Y) ورك‎ E O" 


إن هذا التركيب بين +ع -+8 و ×= م سيجعل الخطأ النسبى كبيراً. هذه هي 
ا لحاللات القصوى فى المتراجحات التالية : 
7 -ألكل مصفوفة معرفة إيجابياًء يحقق الحل "4= + والخطأ 89" 4 = xr‏ دائما 


اداي : 


ol b=x, إذاكان‎ 


أ > i Jal‏ افا > رما 0 


لذلك يكون الخطأ النسبى محدوداً كما يلى : 


5 Jaxl < 2. انها‎ 
اما‎ Ay Tal 


تدعى النسبة 2 73 =A‏ 7./12- بالعدد الشرطي للمصفوفة A‏ 


maxX min 


o£.‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


مال ١-‏ القيمتان الذاتيتان للمصفوفة : 


هما بالتقريب A = 10°72 » A=2‏ . لذا يكون عددها الشرطى مقارباً sda‏ 
ce = 4.10'‏ وعلينا أن نتوقع تغييراً فاضحاً في الحل LA‏ عن تغيرات عادية جداً في 
المعطيات . لقد قارنا فى الفصل الأول. المعادلتين Ax =b‏ و Ax =b‏ : 
u+ ve? : gy =A‏ 
u+ 1.0001v=2; w+1.0001v = 2.0001.‏ 
لقد تغير الطرف الأيمن بالمقدار“10-||88|] »فقط. فتحولالجواب 
مخ red‏ لجع إلى Harl‏ هناك خطأ نسبى : 


b| ا‎ axl _ len 1l 2 
"= = ا‎ 


2. 10" l ELA 
l2, of 2 


lb 


بدون القيام بأي اختيار للاضطراب ( × و db‏ يصنعان زاوية قدرها ٠٤٥‏ مع 
الحالاات الخاطتة . gil‏ تعتبر من أجل العدد 2 الضائع. واقعة بين *2:10و الأمكان 
الأقصى '0-4.10 ).2 فقد حصل تغيير ضخم في الحل . 

لنلاحظ أن العدد الشرطي ءلم يتأثر مباشرة بضخامة المصفوفة ؛ إذا كانت = ۸ 
١‏ أو حتى 1/10 4» فان العدد الشرطي هو 1- c= 2 A‏ بالمقارنة» نتجد أن 
المحددة مقياس رهيب لسوء الشروط e‏ وذلك لأنه لاتتعلق» فقط » بتدريج المقياس 
بل بالمرتبة ۸ أيضاً؛ إذا كانت 71/10 4 فان محددة 4 هي "3.10 الحقيقة» هذه 
الصفوفة شاذة تقريا عرلكنيا جدة الشروط قدو OIA‏ 


حسابات بالمصفوفات ١ه‏ 


مثال ۲ لننظر في مصفوفة الفرق المحدود ذات النوع nxn‏ 
Dis‏ 
| - 
z l‏ 
|2 1- 

إن أكبر قيمة ذاتية لهذه المصفوفة تقارب 4 - ^ وأصغر قيمة ذاتية لها تقارب ۳/۸ =۸ . 
لذاء فإن عددها الشرطي يساوي تقريباً cay cc = Ln‏ هذه المرة» ستكون علاقة 
العدد ء بكبر ۸ حقيقية . الافضل أن نقرب =f‏ “»- بزيادة عدد المجاهيل » والامر 
الصعب» هناء هو حساب القيمة التقريبية . إنها لاتكتفي بازدياد الطول بل سيزداد 
3b‏ ها بالتدوير : عند بعض نقاط التصالب. تؤدي الزيادة في en‏ فعلاً» إلى جواب 
-KEN‏ 

لحسن حظ المهندسين» يظهر هذا التصالب عندما تكون الدقة في الاصل» إلى 
حد ماء جيدة . قد يقع حاسوب نموذجي.ء إذا كان يعمل في حالة دقة فريدة» في خطأ 
تدوير من رتبة 10 . إذا استخدم التقريب 100 = من المجاهيل» فان 5000 c=‏ 
وعندها يتضخم مثل هذا الخطأ برتبة لاتزيد على 10° »وهو مع ذلك» أكثر دقة من 
أي قياس معتاد . ولكن قد يقع اضطراب مع عشرة ألاف مجهول أو مع تقريب فروق 
محدود لمعادلة تفاضلية من مرتبة عالية مثل ed "Wade fa)‏ حيث يكبر» من أجل 
ذلكء العدد الشرطى حتى الرتبة ١‏ 

لم يستخدم LLLE‏ حتى الآن» سوى المصفوفات المتناظرة ذوات القيم الذاتية 
الموجبة . يمكننا بسهولة حذف كونها موجبة أو استخدام القيم المطلقة ؛ يصبح عندئذ 
العدد الشرطي c=max IA l/min 12.١‏ . لكن أهمال فرضية التناظر» كما نريد أكيداً 
فعله» يؤدي إلى تغيرات رئيسية . من السهولة رؤية ذلك على المصفوفتين : 
)0( 


o‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


كل قيمة ذاتية لهاتين المصفوفتين تساوي الواحد. لكن من المؤكد إن التغير النسبي في 
د محدود بالتغير النسبي في Ob‏ أمر غير صحيح ؛ لايعطى العدد الشرطي بالعلاقة 
A fh =l‏ . لنقارن الحلين : 


min 


ol [100 a |100] 
م‎ w=] I] عدا‎ =") 


مقابل تغير قدره /.١‏ في 0 حصل تغير يساوي مئة ضعف في × : معامل التضخيم هنا 
يساوي 100° . لما كان pec‏ الحد الأعلى للتضخيم» فان عليه أن يكون على الأقل . 
سافنا 0 . الصعوبة التي تكمن في هاتين المصفوفتين هى كون وجود عنصر 
ضخم غير قطري في 4 يؤدي إلى وجود عنصر fle‏ في الضخامة في 4-الامر 
المخالف للتوقع الحدسي الذي يفرض أن على "۸ أن تزداد صغراً عندما تزداد ASA‏ 
لإيجاد تعريف خاص للعدد الشرطي» علينا أن نعيد النظر في المعادلة .)١(‏ 
لقد جربنا جعل x‏ صغيراً و Ax‏ = ط كبيراً. (تظهر الحالة القصوى عند المتجه الذاتي 
د عندما تكون النسبة Ax‏ مساوية فعلاً 3). الشيء الوحيد المختلف» عندما 
لاکن أن 0455 A‏ مصفوفة متناظرة» هو : قد توجد النهاية العظمى للنسبة 
yell x ]7 |× |‏ أجل متجه × لايساؤي متجها ذانياً. تبقى هذه القيمة العظمى : 
مع ذلك» قياساً ممتازاً لحجم المصفوفة 4 ؛ يسمى هذا العدد نظيم المصفوفة ويمثل 
بالرمز || A‏ 
۷ ب نظيم المصفوفة A‏ هو العدد المعرف كما يلى : 


5 jall = max اسا‎ 


اع ”** 
بقول آخرء || 4|| يحدد «قوة تضخيم» المصفوفة : 
llall > liali [lal‏ لكل متجه × (v)‏ 
تتحقق المساواة من أجل قيمة غير صفرية واحدة + على الأقل . 


حسابات بالمصقوفات o‏ 


سيكون للمصفوفتين 4و "4 الواردتين فى المعادلة )0( نظيمان واقعان بين ٠١٠١‏ و 
181 . بعد قليل » ستحسب ذلك بالشبطء لكن نريد: أولاء أن تههى من الترابط 
بين النظيم والعدد الشرطي . لماكان ×4 = مو 4585 -+ة فإننا LE‏ مباشرة من التعريف 
(9). أت : 

(A) lall > lla “|| loll و‎ loll > Wall lel. 
إن ذلك تعويض للعلاقة (3) » عندما تكون 4 غير متناظرة؛ في حالة التناظر يكون‎ 
مطابقاًل 1/3 . التعويض الصحيح للنسبة‎ A "|| مطايقاً .< و‎ [A || العدد‎ 


+ هو AT]‏ .|| 4 - الذي هو العدد الشرطي . 


۷ج العدد الشرطى للمصفوفة ههو || !|| |All‏ = ء ويحقق الخطأ النسبى : 


(4) lax < 5 | ab|| 


Ix) Mell 


إذا احدثنا اضطراباً فى المصفوقة 4 عوضاً عن اضطراب الطرف الأيمن b‏ » فسيكون 
Jaxl < laal‏ 57 


lx+ all lall 


المتراجحة )9( صحيحة لكل ( ولكل 85 وهى» LE‏ جداء المتراجحتين الواردتين في 
)8( . يلاحظ أن العدد الشرطى نفسه يظهر فى (10) » عندما تكون المصفوفة ذاتها 
مضطربة : إذا كان (A +84 ) (x + 6x) - 6 gsAx=b‏ فانه ينتج بالطرح 


Ax = -A (QA) + و (جت‎ AQ + dA(x + ax) = ) 


الق اف 5A‏ يضخم أي متجه Le‏ لايزيد على النظيم | lled‏ لذاء فإن الضرب 
اقيق رر وای ا ‘ey‏ 


ogé‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


lall > lla lÎ llaall llx + axl. 


axl < lla] laal] = -loal 


|x + öxl Tal 

تعنى هاتان المتراجحتان أن لخطأ التدوير مصدرين : الأول هو ال حساسية ا معتادة 
للمسألة التي تقاس بالعدد » . والثاني هو الخطأ الواقعى «ة أو 54 . لقد كان ذلك 
أساس تحليل الأخطاء لويلكينسن Wilkinson‏ . لما كانت طريقة الحذف تنتج 
»عادة» عاملين تقريبيين هما “1و CUS‏ ا ا 
DU"‏ ا 1[ = 4 . لقد برهن أن المحورة 
اخزئية كافية لكى تبقى 84 تحت ال مر اقبة - انظر كتابه Rouinding Errors In Algebraic)‏ 

. الشرطي © يتحمل خطأ التدوي ر كاملا‎ ote! فإن‎ IU _ (Processes 


قانون BU‏ للنطيم 

يقيس نظيم 4 أكبر تضخيم يصيب متجهاً (متجهاً ذاتياً أو غير ذاتي) بوساطة 
صرب مصهوفي : ) | |A | = Max ( | Ax | / |x‏ . نظيم مصفوفة الو حدة يساوي 
الواحد . لحساب «معامل التضخيم» هذاء بصورة عامة» نربع الطرفين : 


)1١١( Ax || 2 ا‎ 
max lA K — n EE - 
lll? tx 


يعيد ذلك إلى الذاكرة تناظر dabei sy ATA‏ بها . 


لاد نظيم 4 هوالجذر التربيعى لأكبر قيمةذاتيةللمصفوفة ATA‏ 
Lae .||A || =2 ATA)‏ تكون +متاظرة قان 4 = 44 ويكون عتذكذ 


النظيم أكبر قيمة ذاتية (بالقيمة المطلقة) : 2 max‏ = || 4||. في كل ole‏ يكون 
المنجه الأكثر تضخماً هو المتجه الذاتى للمصفوفة 44 المقابل لذلك : 


: 1 
x A Ax 3 X (Amat) 


T T 
A X X X 


ملاحظة ١‏ ليس من المعتاد حساب a)‏ لنظيم والعدد الشرطي لصفوفة (A‏ في المسائل 
العملية» بل يقدر تقديراً. ليس هناك وقت لحل مسألة قيم ذاتية من أجل 
A OAR)‏ 


mm 


han = lAl 
= A max = AJ. 


ملاحظة Y‏ يطبق العدد الشرطي على المعادلة النظامية 4٥‏ = ×۸4 في مسألة المربعات 
الأصغرية. العدد الشرطي (424) 0 هو مربع لقاع pts dd‏ تكوين Le AA‏ 
سليمة إلى أخرى معيبة» وسيكون من الضروري استخدام إما طريقة غرام ‏ شميدت 
أو التحليل وفق القيمة الشاذة EQ‏ 0 -4 . 

ملاحظة co ٣‏ عناصر المصفوفة القطرية ٠<‏ هي القيم الشاذة للمصفوفة 4 وستكون 
مربعاتها هى القيم الذاتية للمصفوفة 44 . لذلك سيكون 2 0= | 4|| قانوناً آخر 
للنظيم. تحافظ المصفوفتان © و,0 القائمتانعلى الأطوال في 
ox |‏ 10,2 = || حهلاء لذا فان أكبر معامل تضخيم هو أكبر الأعداد 6. 
ملاحظة ٤‏ لايؤثر خطأ التدوير فى المعادلة ط = ×4 فقط بل يؤثر أيضاً في المعادلة Ax=‏ 
. إن ذلك يثير سؤالاً جديداً : ماهو «العدد الشرطى لمسألة القيم الذاتية» ؟ الجواب 
الذي يتبادر للذهن te be‏ ليس هو العدد الشرطي للمصفوفة نفسهاء بل هو 
العدد الشرطي للمصفوفة المقطرّة 5 الذي يقيس حساسية القيم الذاتية . إذا كانت م 
قيمة ذاتية للمصفوفة £ + ۸ فإن بعدها عن إحدى القيم الذاتية للمصفوفة 4 هو : 


(\Y) ju — Al > ااا‎ ls] lal] = cts) lel) 


o£‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


في الحالة التي تكون فيها S‏ مصفوفة قائمة © تكون مسألة القيم الذاتية حسنة 
الشروط تماماً : ee (QI‏ وإن الفرق 2 - م بين القيمتين الذاتيتين لن يكون أكبر من 
التغير GE‏ المصفوفة 4.. يحدث ذلك عندما تكون المتجهات الذاتية نظامية متعامدة_ 
إنها أعمدة 5. لذلك تكون SVU pail‏ عندما تكون 4 متناظرة أو بصورة أعم 
عندما يكون AA =A A‏ . أي عندما تكون المصفوفة 4 نظامية» ومقطرتها S‏ مصفوفة 
قائمة ©(البند 5 -1) وقيمها الذاتية حسنة الشروط LE‏ يمكنك أن ترى وجود 5 فى 
قانون الاضطراب بصورة منفصلة؛ في كل قيمة ذاتية : إذا كان × العمود ذا الرقم » 
في 5و «السطر الرقم »في '5 فان : 
A «‏ : 
حد من مرتبة || CVT) 1 - A =y Ex + [E‏ 
عملياء فإن y Ex‏ تقدير وافعي جيد لتغير القيمة الذاتية. هدف أى طريقة 
جيدة هو أن تبقى مصفوفة E Und‏ أصغر ما يمكن ‏ عادة ‏ يحصل دلك بالإصرار. 
كما تمعل OR‏ في البند التالي على المصفوفات القائمة فى كل من خطوات التكرار . 


١-۲-۷‏ إذاكانت 4 مصفوفة قائمة Q‏ برهن أن 1 = || @|| وكذلك 1= (0)ء 
. المصفوفات القائمة (وكذلك مضاعفاتها (a0‏ هي وحدها المصفوفات 
الحسنة الشروط بصورة كاملة . 

۲-۷ ماهوالمتراجحةالشهيرةالتيتعطي 
Bx |‏ + || عها| < || × ( 8 + 4)||؟ ولماذاينتج عن (6) أن : 
|B|‏ + اها < إقعمل؟ 


۳-۲-۷ فسرلمذا||*|| || JABx || > | 4 || ||B‏ واستنتج من 6) 


jegy 


أن || -AB || > JA ||. [B‏ برهن أن ذلك يؤدي» Lal‏ إلى 
.c(AB) > c(A).c(B)‏ 

احسب من أجل المصفوفة المعرفة إيجابياً 
lA || =a, dail = 17a,‏ 2/< (4)ء . أوجد طرفاًأيمن b‏ 
وافسظراما Lg Fgh hy‏ أسوا ءاقن 
lax l/l l= ells Io]‏ 

برهن أنه إذا كانت ۸ أيقيمة ذاتية للمصفوفة 4 وكان Ax‏ = ×4 فإن 
A < |4 |‏ 

أوجد النظيم الحقيقي للمصفوفتين الواردتين في (5) . 

برهن » انطلاقاً من التمرين )0-1-0( أن |" 4| = || 4| وذلك 
بالمقارنة بين القيم الذاتية للمصفوفتين "4۸ و AA‏ أن JA || = AT‏ 
لكل مصفوفة 4 معرفة إيجابياً» يكون تفريق شولسكي هو = LDL‏ -4 
۴ حيث 57 5/- 8. برهن» منطلقاً مباشرة من (OV)‏ أن العدد 
الشرطى للمصفوفة ۸ هو الجذر التربيعي للعدد الشرطي . ينتج عن ذلك 
أن طريقة غاوس لاتحتاج إلى مبادلة بين الأسطر في حالة مصفوفة معرفة 
إيجابياً؛ إن هذا الشرط غير سيء لأن (۸) CA) =C(R (٥‏ 

برهن أن (وحتى 21 marl‏ لست نظيماً مر ضياً» وذلك بايجاد مثال 
معاكس من النوع 22 من أجل AtB) SA )4(+ 2 (B‏ ۸ 
(ومن أجل A AB) SA (ADA (BY)‏ 

ری of‏ || غا تقر من الطول الاقلييق 142( كن عه 67 إلى 
«النظيم الاعظمي» أو «النظيم Je). bl co = maxl x | : (E‏ 
ذلك 2 = ||(2,1-,1)||) . احسب نظيم المصفوفة المقابل : 


<l 


k‏ 2| =4 كلا من 


ofA‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


axl.‏ 20 = ااا إذا كان | ب 


= k 


13 
|3 4 


۱۱-۲-۷ 


B =‏ هما sto‏ القيمتان الشاذتان 


¥ 0 
BO > ازشاد‎ AJ 

٠۲-۲-۷‏ (أ)هل ل 4و 4 العدد الشرطى » نفسه ؟ 
(ب) بصورة موازية للحد الأعلى (9) es‏ برهن أن الحد الأدنى 


هو : 

axl 4 i= | 

L. Ay =D + Lees” ‘b =x (أنظر‎ . —— 
a Poe 2 م‎ [el 


لاتوجد طريقة مفضلة لحساب القيم الذاتية لمصفوفة. لكن »توجد »حتماً 
» بعض الطرائق الرهيبة التي لم تجرب أبداً. كما توجد بعض الأفكار التي لاتزال 
تستحق مكانتها الدائمة . سنبدأ بوصف واحدة منها تتميز بكونها تقريبية جداً وجاهزة 
٠ foal‏ إنها طريقة القوى التي تمتاز OL‏ خواص تقاربها سهلة الفهم . سنتحرك بهدوء 
نحو طريقة متطورة جداً تنطلق من جعل مصفوفة تناظرية ثلاثية الأقطار » وتنتهي بان 
Jat‏ منها مصفوفة قطرية . لقد قدمت مرحلتها الأخيرة من قبل غرام شميدت» وقد 
عرفت بالرمز OR‏ 

تعمل طريقة القوى العادية استناداً إلى مبدأ معادلة الفروق . تنطلق من تخمين 
أولى oad u‏ تكوان على التوالى =Au,‏ و ,ان ري وبصورة عامة؛ 40 = „u‏ 


تكوكن كل خطوة من ضرب مصفوفة بمتجه. وبعد k‏ خطوة» ينتج » cu =A‏ رغم أن 
المصفوفة “4 لن تظهر أبداً. فى الحقيقة فإن الأمر الاساسي في ذلك هو أن يكون الضرب 
بالمصفوفة 4 سهلاً_إذا كانت هذه المصفوفة كبيرة فانه من المفضل نثرها (جعل كثير من 
عناصر ها أصفاراً)_إذ أنه كثيراً مايكون التقارب نحو المتجهات الذاتية بطيئاً جداً . إذا 
فرضنا أن للمصفوفة مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية ×..... × » فان المتجه u‏ 
يعطى بالقانون المعتاد لمعادلة فروق : 


k k 
Uk SOYA XT +. FO AG Mo 


لنتصور أن القيم الذاتية قد رقمت وفق قيمها المطلقة المتزايدة ولنفرض أن القيمة 


الذاتية العظمى وحيدة وهذا يعنى أنه لاتوجد قيمة عظمى من القدر ذاته Oly‏ 7 غير 


مكررة» IAT SIAL > .....> ۱۸ | gl‏ لذا مادام التخمين الاصلى يحوي إحدى 


i 
: فان هذه المركبة ستصبح بالتدريج مهيمنة‎ cc #0 أن‎ sl z3 مر كبات المتجه الذاتي‎ 


k 
X] Forre + A 


| A, 


i‏ ع 
*n- [ ١ o‏ 
fa Xn- Cnn:‏ 


=C]‏ د 


ak 


(\) Hk pi 


يتقرب المتجه » بدقة أكثر فأكثر نحو اتجاه x‏ ويكون معامل التقارب هو 
النسبة | ۸| IZ‏ ۸= + . إن ذلك مشابه LE‏ للتقارب نحو الوضعية الثابتة التى 
درسناها من أجل عمليات ماركوف» باستثناء كون القيمة الذاتية العظمى ١‏ لايمكنها. 
هناء أن تساوي الواحد. في الحقيقة» نحن لانعرف معامل القياس 26 في (1) ! 
لكن» لابد من إدخال معامل قياس في هذه المعادلة ؛ من ناحية أخرى يكن ل »أن 
يصبح كبيراً جداً أو صغيراً جداً وفق ال حالتين 1 < | ۱۸ آو IAT > ١‏ يمكننا عادة أن 
نقسم مباشرة كل »على مركبته الأولى » قبل أن نقوم بالخطوة التالية ؛ بتغيير القياس 
البسيط هذاء تصبح طريقة القوى من الصورة » / SAU‏ 0 ؛ وتتقارب نحو مضاعف 


.00 الجبر الخطي وتطبيقاته 


مثال (من كاليفورنيا) حيث » متقارب من المتجه الذاتي ka‏ 
لقدكانت مصفوفة انتقال السكان al A A‏ ؛ 


yu, =| 247 
4 .253 | 


التحديد الأكثر أهمية واضح في هذا المثال : إذا كان ١‏ قريباً من الواحد فان 
التقارب سيكون بطيئا . في كثير من التطبيقات › يكون 9 > ضرح وهذا يعني أننا نحتاح 
إلى AST‏ من ۲١‏ من التكرارات لتخفيض (AVA)‏ بمعامل يساوي عشرة . (فى المثال» 
كان 7. = ٣‏ ولقد كان بطيئاً جداً) . Leb‏ . إذا كان = or‏ فذلكيعني أن da Talal‏ 
ولايمكن عندئذ للتقارب أن يقع أبداً. هناك العديد من الطرائق للوصول إلى جوار 

(0) طريقة قوى الكتل تعمل على عدد من المتجهات فى أن واحد» بدلاً من 
متجه واحد u,‏ إذا انطلقنا ب ممن المتجهات المتعامدة النظامية وضربنا AS‏ منها 
بالمصفوفة 4 Ta‏ طبقنا طريقة غرام - شميدت لحعلها. من جديدل» متعامدة_ هذه 
خطوة واحدة من الطريقة_فستكون النتيجة تصغير نسبة التقارب إلى ré‏ 
38 12 -. علاوة على ذلك» سنحصلء في وقت Les‏ على تقريبات للقيم 
الذاتية ال م المختلفة ولمتجهاتها الذاتية . 

(۲) طريقة القوى العكسية تعمل على ' 4 عوضاً عن 4. خطوة واحدة من 

xia i {ee ified: EE aw هد ل‎ age 
«ه(ونحافظ‎ =v تعني أن علينا أن نحل نظاما خطيا‎ « =A Y: معادلة الفروق‎ 
. على العاملين 1و 17 !). النظرية هنا تضمن تقارباً نحو القيمة الذاتية الصغرى‎ 


۸. يتقارب عوامل التدرج , © أيضا ؛ إنها تقرب‎ (O) 


شرط أن يكون معامل التقارب 12.١‏ 12.17 - “,أصغر من الواحد . كثيراً ما تكون في 
التطبيقات» القيمة الذاتية الصغرى هي المطلوبة» لذاء يكون التكرار المعكوس هو 
الاختيار البدهي . 

4 - طريقة يقة القوى العكسية المحورة هى أفضل من كل ذلك . لنفرض أن نه‎ (Y) 
لذا فان جميع القيم الذاتية ۸ قد تحولت بالمقدار » ذاته كما أن‎ A Pon E فل‎ 
إذا اختير»‎ or“ =1A-ol/12,-cl معامل التقارب للطريقة العكسية قد قول إلى‎ 
بحيث يكون تقريباً جيداً ل ۸ فان ““+ سيكون صغيراً جداً ويتسارع التقارب بصورة‎ 
وستكون معادلة‎ )4 - 0 ee , هائلة . كل مرحلة من هذه الطريقة محل النظام‎ 
: الفروق هذه محققة ب‎ 


Ej X | 62-6 2 Canën 
+ +... + = 


a, : (A> - a)" | (An - 0( 


إذا اشترطنا » قريبة من 6A‏ فان aut the ene‏ 
لذاء فإن خطوة أو خطوتين تكفيان fad‏ الحد الأول مهيمناً . بصورة خاصة » إذا حسبنا 
۸ مسبقاً بطريقة أخرى (مثل EE‏ » ستكون هذه القيمة المحسوبة . الطريقة 
القياسية هي ble‏ 4-07 إلى ald dees r‏ ا = Ux‏ بالتعويض التراجعي . 
إذا لم تكن ۸ قد قربت مسبقاً بطريقة de‏ مستقلة » فان الطريقة المحورة ستو جد 
اختيارها الخاص ل »-أو » با أنه يمكننا تحويل التحوير فى كل خطوة إذا أردنا ذلك» 
فانه يجب اختيار »الداخلة في sw‏ «(4-07). إن أبسط إمكان هو العمل مع 
عامل القياس الذي يعيد كل « إلى حجم معقول. لكن» هناك طرق أخرى 
أفضل من هذه. فى حالة التناظر 4= cA‏ يبدو أن أدق اختيار هو نسبة رايلي : 


)١(‏ يظهر أن ذلك سيء الشروط جداًء » لأن نمه - 4 قريبة جداً من أن تكون شاذة وبامكاننا اعتبارها 
كذلك . الحسن الحظ الخطأ قريب جداً من ols!‏ المتجه الذاتي . بما أن كل مضاعف لمتجه ذاتي هو 


Lal‏ متجه ذاتی »› فان علينا أن نرب الحساب فى هذا الاتجاه فقط 
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T 
5 Ww AW, 
Cr = R(w, ) — س‎ - 


a 
R لقد عرفنا سابقاً أن لهذه النسبة نهاية صغرى عند المتجه الذاتي الصحيح  مشتقة‎ 
تساوي الصفر وبيانها يشبه أسفل قطع مكافىء. لذا فان الخطأ » - » في القيمة‎ 
الذاتية» يساوي تقريباً مربع الخطأ في المتجه الذاتى. لقد تغير عامل التقارب‎ 
an eal 9 دا‎ ae باك بي كل راء‎ a 1/1 A,- اه‎ 

التيجة الأخيرة» نسبة رايلى هذه الحورة من pe 0 l} e‏ 


Hessenberg E قطار وأشكال نفيسئير:‎ YI isy 
تعد طريقة القوى معقولة في حالة مصفوفة ضخمة ومتنائرة . عندما يكون معظه‎ 
عناصرها غير صفرية » يكون اختيار هذه الطريقة أمرأً خاطئاً . مع ذلك نتساءل ما إذا‎ 
كانت توجد طريقة سهلة لإيجاد أصفار ضمن هذه العناصر . إن ذلك هو هدف البند‎ 

gis 

يمكننا oJ gall‏ مند البداية : بعد حساب مصفوفة مشابهة U AU‏ تحوى 
eTa‏ 4 فإننا لن نعود إلى طريقة القوى ومسي ووو و يو 
وإن أفضلها طريقة OR‏ . (سيكون لطريقة القوى العكسية المحورة مكانها في النهاية 
عندما نريد إيجاد المنجهات الذاتية . ) في كل الاحوال» ستكون أول خطوة هي إيجاد 
أكبر عدد تمكن من الاصفار وأن يجري ذلك بالسرعة الممكنة . إن القيد الوحيد للسرعة 
هو استخدامنا التحويل الواحدي (أو القائم) الذي يحافظ على التناظر والطول . إذا 


= Th 


( التقارب الخطي يعني أن في كل خطوة يضرب الخطأ بعامل ١ > 1 Cob‏ . التقارب التربيعى 
يعني pw‏ آنا اا ی براقي كل حط ماق gta‏ ر w HI‏ وماك دی مين bel‏ 
حل 0 = ( *) /. التقارب التكعيبي يعني أن الخطأ يتكعب فى كل خطوة منتقلاً من ٠١‏ ' إلى 


= إلى»‎ ١ : 


كانت 4 متناظرة فان UAU‏ كذلك ولن يصبح بعض العناصر كبيراً بصورة خطرة . 

JL‏ من 4 إلى 0ة 17ء موحد على MI‏ 6 إمكانان وكسيا : يكنا 
IS‏ منهما أن نوجد صفراً واحداً فى كل خطوة (مثل طريقة الحذف) » أو يمكننا أن 
نعمل بعمود كامل دفعة واحدة. من أجل صفر واحد يكفي أن نستخدم دوراناً مستوياً 
كما هو موضح بالمعادلة (V)‏ أدناه؛ يقع 8 ءه» و 0 sin‏ في الكتلة ذات النوع 22 . لذا 
يمكنناء بالتنقل خلال جميع العناصر الواقعة تحت القطرء أن نختار في كل خطوة 
دوراناً مناسباً بحيث نحصل على صفر ؛ هذا هو مبدأ طريقة جاكوبي . لسوء الحظ . 
سيتضاء ل إمكان تقطير 4 بعد عدد من الدورانات وذلك لأن الأصفار التي أنجز إيجادها 
فى الخطوات J NI‏ یکن آن pes‏ عليها عند إيجاد آصقار آغری فما بعد. 

للمحافظة على هذه الاصفار والتوقف عند ظهورهاء علينا أن ننهى» على 
الاقلء WKS‏ مثلثياً واحداً؛؟ نقبل قطراً واحداً غير صفري تحت القطر الرئيسي . هذا 
مايسمى شكل هيسنبرغ Hessenberg‏ . إذا كانت المصفوفة ca Blas‏ فان على الجزء 
المثلثي العلوي أن يكون نسخة مطابقة للجزء المثلثي السفلي وستكون المصفوفة ثلاثية 
الأقطار . 

للحصول على كل من هذين الشكلين نستخدم سلسلة من الدورانات في 
المستوي الملائم . إنها فعالة جداً. ولكن هاوسهولدر Householder‏ قد dea‏ طريقة 
جديدة للقيام بهذا الأمر بصورة كاملة . تعطي فكرته «الخطوة التحضيرية ta‏ ية | oR‏ 

. حويل هاوسهولدر أو العاكس الأولي» هو مصفوفة من الصورة : 


2 vv 


lul? 


)١(‏ قدترغب تحاشى هذا التحضير والذهاب مباشرة إلى طريقة ۸© . هذا التحضير هو حاجتا؛ 
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فى الغالب: ينظم المتجه V‏ ليصبح متجه وحدة | u =v» / || v‏ وعندئد» اخ 

المصفوفة H‏ الصورة س2 -1. فى هاتين الحالتين تكون H‏ متناظرة و قائمة معاً : 
2uu") =] - 4uu' + 4uu uu’ =1.‏ - ايوج - HTH = J‏ 

وهكذايكون HEH EH‏ فى الحالة المركبة» تكون المصفوفة المقابلة ”س2 I-‏ 
بالوقت cal‏ هرميتية وواحدية . إن مخطط هاوسهولدر هو إيجاد أصفار بوساطة 
هذه المصفوفات» ويتعلق نجاح هذا المخطط بالمتطابقة التالية : 
۷ ھے إذا SET‏ ج المتحه العمود -)1,0,...0( 9 | |x‏ = 6و 02+ ×=۷» Ola‏ 
.Hx=-6z = (-6 ,0 ....,0(‏ 


البرهان : 


(Y) T pate ae ee 
Hy =x- YY > =x - (x + oz) لس شه‎ E 
lv (x + Oz) (x + oz) 
=x-@+oz) wr=0 OY) 
= - Oz. 


يمكن استخدام هذه المتطابقة مباشرة . ننطلق من العمود الأول من 4 ونتذكر أن الشكل 
عامة). لذاء فإن häi en-1‏ من العناصر الواقعة حت القطر ستستخدم : 


(Y) 82 - ى‎ 
x= “al ; Hx = 0 f 
Ant 0 


o>‏ هذه ihal‏ | : فة هاوسهولدر مرتبة تساوي | rae dhin-‏ فإنها وافعة فى 


القرنة اليمنى Lawl‏ من المصفوفة ذات الحجم الكامل U‏ 5 


O60 


a = eS 
=O T FF بد‎ 
-1 | - 1 
U, AU, = )( * * * * =U, . 
)( * * * # 
QO * * * # 


بسبب كون العدد )1 واقعاً في الزاوية اليسرى والعليا للمصفوفة U,‏ » فإنها تترك 
العنصر , » كما هو_والأهم من ذلك أنها EY‏ الأصفار التي تظهر في (7) . بذلك 
تكون الخطوة الأولى قد تمت وحصلت U AU‏ على العمود الأول المطلوب . 

المرحلة الثانية مشابهة : + يتكون من العناصر ال 2 -2 الأخيرة من العمود 
الثاني» 2 هو المتجه الأحداثي الواحدي و ٣1,‏ من المرتبة ۸-2 . عندما توضع هذه 
المصفوفة في U,‏ فانه ينتج : 


— oO & + Y% 
DODO * * # 
+ + + + ¥ 


E # & ¥‏ + 
+ * عد £ عد 


0 
| 
0 Hz =U, U3'(U{'AU,)U2 =| ا‎ 
0 
0 


apes‏ تهتم المصفوفة U,‏ بالعمود الثالث» ومن أجل مصفوفة من النوع 5 69 ينتهى 
هنا شكل هيسنبرغ . بصورة عامة تكون U‏ جداء المصفوفات , UU‏ ل ويكون عدد 
العمليات الضروري لحسابها من مرتبة ۸ . 

مثال : 


يوضع U SH‏ تكون النتيجة مصفوفة ثلاثية الأقطار : 
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U AU‏ مصفوفة مستعدة لاظهار قيمها الذاتية ‏ طريقة OR‏ مهيئة للابتداء ‏ ولكننا 
سننحرف عن الموضوع لفترة لنقدم تطبيقين آخرين لتحويل هاوسهولدر . 

)1( التحليل 0۸ = 4 . لقد كان ذلك اختزالاً لطريقة غرام ‏ شميدت الواردة 
فى الفضل SIU‏ . يكن OV‏ تنفيذ ذلك يبساطة أكثر وثبانت أكبر. لتذكر آن #كانت 
مثلثية عليا ‏ لم يعد بامكاننا قبول عنصر إضافي غير صفري واقع تحت القطرالرئيسي 
لأنه لن يكون هناك ضرب من اليمين بمصفوفات من الشكل U‏ أومن الشكل 4 (كما 
في (UA‏ الامر الذي كان يؤدي إلى حذف الأصفار التى أوجدت سابقاً. لذلك» 
فإن المرحلة الأولى في تكوين © هو العمل مع العمود الأول من 4 كاملا : 


dy 
2 
a> () | VV 
i= l i= A, رج‎ - 2 a 
4 ا‎ 
dnl 0 | 


العمود الأول من H A‏ مطابق تماما لما هو مرغوب ويساوي z‏ || *||- ؛ عناصره الواقعة 
تحت القطر الرئيسي أصفار» وهو العمود الأول في ۸. المرحلة الثانية تتعامل مع العمود 
الثاني من eee (HA‏ ونحو الادنى» فینتجح 1,1۸ التى نحوى أصفاراً 
تحت المحور . (الطريقة كاملة تشبه» LOE‏ طريقة الحذف وهي بالفعل بديل بطيء 
وهزيل لها. ) تعطي نتيجة ۸-1 من الخطوات من جديد» مصفوفة مثلثية عليا ۸« 
ولكن المصفوفة التي تمثل هذه المراحل ليست مثلثية دنيا bck‏ هي» الجداء- 0 
. 1...1 الذي يمكن تخزينه بهذه الصورة التحليلية والتي لم تحسب أبداً بصورة 
صريحة . وهذا ماينهي طريقة غرام ‏ شميدت . 

(0) التحليل وفق القيمة الشاذة AQ =E‏ © . سيبين الملحق كيف يعطى هذا 


حسابات بالمصفوفات oov‏ 


التحليل الحل الأمثل × لأى مسألة مربعات أصغرية  .‏ مصفوفة قطرية من شكل A‏ 
نفسه» عناصرها (القيم الشاذة) هي الجذور التربيعية للقيم الذاتية للمصفوفة 44 . لم 
كانت تحويلات هاوسهولدر قادرة» فقط » على التحضير لمسألة القيم الذاتية » دون أن 
تحلهاء فانه لايمكننا أن نتوقع منها إيجاد المصفوفة النهائية < . عوضاً عن ذلك» فانها 
تنتج مصفوفة بقطرين جميع عناصرها أصفار» عدا عناصر القطر الرئيسي والذي فوقه . 
Leb‏ هذه المقدمة للعملية مستقرة حسابياً OV‏ المصفوفة #قائمة . 
الخطوة الأولى مطابقة لما هي في 0# الواردة أعلاه : pax‏ العمود الأول في A‏ 
ومركبات × 8 الواقعة تحت المحور أصفار . الخطوة التالية هي الضرب من اليمين 
بالمصفوفة SH‏ ستنتج أصفاراًء كما ذكرناء على طول السطر الأول : 
ع + fee‏ )£( 


EES‏ ا 


)( # * * 


HAH =|0 * » * |.‏ جب 


| i | i | y ane 


وهكذاء فإن اثنين من محويلات هاوسهولدر تنهيان الموضوع : 


~ ]|* *00 * * 00 
H H AHH” = 0 k ok 0 5 H H AH” = 0 E k $ 
0 0 * * (00 * * 


وهذه هي المصفوفة ثنائية القطر التي نريدها وهي توضح» من جديد» الطريق السريع 
الذى يمكن به تكوين أصفار بتحويللات هاوسهولدر . 
OR iù‏ 
هذه الطريقة سهلة بصورة سحرية» فهي تنطلق من المصفوفة ,4 محللة 
بطريقة غرام شميدت إلى الشكل OR,‏ ومن ثم تعكس وضع العاملين: A‏ 
2 -. هذهالمصفوفةالجديدة مشابهةللمصفوفةالأصلية. 
«Do Ao Qo = Do (QoRo) Qo = 4‏ وتتابع الطريقة دون أي تغيير بالقيم الذاتية : 


OOA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


(0) Ak+iı =RyQy ومن ثم‎ Ak =O, Ry 
غير المحورة التى هى طريقة متقاربة فى الحالات العامة‎ OR تصف هذه المعادلة طريقة‎ 
المللائمة : 4 تتقارب من شكل مثلثي › لذلك» فان عناصرها القطرية تتقارب من‎ 
(\) 1 49 55 
. A القيم الذاتية لمصفوفة البدء‎ Lal » قيمها الذاتية التى هى‎ 
يبدو أن هذه الطريقة جيدة ولكنها ليست جيدة جدآً. لجعلها متميزة تحتاج إلى‎ 
عمليتى تهذيب : )1( علينا أن نأخذ بعين الاعتبار تغيرات نقطة الاصل ؛ (ب) علينا أن‎ 
. سريع » حقاً »فى كل مرحلة‎ OR نضمن أن التحليل‎ 
)5( من قيمة ذاتية فان الخطوة‎ Ly Fa, الطريقة المحورة . إذا كان العدد‎ (Í) 
: ستتحور مباشرة إلى‎ 
CV) ربمق‎ =RyQK + Oy! ومن ثم‎ Ay - &1=O, Ry 
: 4 فاق کلت کون . لك مشابهة ل‎ 


AOL =O OR, ODOC Aka 


الامر الذي يقع عملياً هو أن العنصر (kk)‏ من 4 الواقع في الزاوية godly il‏ = 
سيكون أول عنصر يتقرب نحو قيمة ذاتية . لذاء فإن هذا المدخل هو أبسط وأكثر 
+O mpal le gtd Lier VI‏ يكون wb sale‏ دلك انتاج تقارب تربيعي. كين 
الحالة التناظرية » سيكون تقارباً تكعيبياً نحو أصغر القيم الذاتية . قد تبدو المصفوفة A‏ 
بعد ثلاث أو أربع خطوات للطريقة المحورة مشابهة للمصفوفة ش 


)1( 4 تعنی | لمصفوفة التى ابتدأت بها المصفوفة 08 . إذا كان هناك عدة طرق للحصول» عن طريق 
سيق قات اور i g‏ كل ثلاثي الأقطار. فان A‏ مرتبطة بالمصعوفة الاصلية 
بالعلاقة U AU=A‏ . 


نقبل القيمة المحسوبة “7 كتقريب جيد للقيمة الحقيقية ۸ . لايجاد القيمة الذاتية ASW‏ 
als‏ الطريقة OR‏ بالمصفوفة الصغرى ( 3 × 3 في التوضيح السابق) الواقعة في القرنة 
العليا اليسارية . لقد اختزلت عناصر قطرها الجزئى قليلا بتأثير الخطوة الأولى من OR‏ 
وإن خطوتين أخريين كافيتان لايجاد A,‏ . إن ذلك يعطي طريقة نظامية لايجاد جميع 
القيم الذاتية . في الواقع » أصبحت الآن طريقة OR‏ معروفة LL‏ . بقى علينا فقط أن 
نتو صل إلى المتجهات الذاتية_إن ذلك خطوة قوة عكسية فريدة والاستفادة من الاصفار 
التي أوجدتها طريقة هاوسهولدر . 

(ب) الهدف من تحويلات هاوسهولدر التحضيرية التي تضع ,4 بصورة ثلاثية 
الاقطار أو بشكل هيسنبرغ . هي جعل كل خطوة من خطوات OR‏ سريعة chs i>‏ 
طريقة غرام ‏ شميدت » عادة؛ (التى هي طريقة ۴ ) إلى (n)‏ 0 عملية . ولكن ذلك 
يصبح » من أجل مصفوفة هيسنبرغ » ( 0)۸ ومن أجل مصفوفة ثلاثية الاقطارء O(n)‏ 
فقط . بدون هذه التحسينات» ستكون هذه الطريقة بطيئة بصورة لاتطاق» وإذا لم 
تكن كل مصفوفة جديدة الك مصموفة هيستبرغ أو ذات أقطار ثلائة» فان التحسيتات 
ستطبق فقط فى الخطوة الأولى وستكون غير مفيدة . 

لحسن الحظ » هذا الامر لايقع . لتوضيح أن ل ,4 شكل ,4 نفسه. انظر إلى : 


| >] of # 
| Ok يه‎ e g 
Qo بل | مان ف ع‎ y 
Ei 2 


+ اد * عد 
qj) fe @ 1#‏ 
ee,‏ _= 


کنات أن ISLS‏ بسهو )4 أن الضرب يبقى فی 0 اللاصمار الثلاثة التى كانت فى 
4 ذاتها؛ تظهر ,0 بشكل مصفوفة هيسنبرغ . لذا تتكون ,4 بعكس ترتيب العاملين : 


Bt.‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


kok k XK kok] 
A, > وني وا‎ = () () * + | sk k 
( * | Rk 


وكذلك تظهر هنا pla Vi‏ الثلاثة نه نمسها من جديد فى حاصل to pall‏ تكون A‏ 
مصفوفة ated‏ د نوق USA,‏ . الحالة التناظرية أفضلء =O‏ ۸ 
40 تبقى متناظرة : 

Ai 264 006: [* SO Ao =A1. 


بهذه المحاكمة التي انهيناهاء يظهر أن 4 مصفوفة هيسنبرغ أيضاً . لذاء بسبب كون ۸ 
ee tae Ss) oe, Lylli ee ee‏ 
Jee piai ya js paljbi‏ 
أي أن كل خطوة من خطوات SOR‏ بمصفوفة ثلاثية الأقطار . 
النقطة الأخيرة التى سنوضحهاء هي التحليل ذاته الذي يوجذ ,0 و ,8 من 
المصغوفة الاصلية sQ DA‏ #من كل csla‏ فى الحقيقة . من (1 06 = 4) ). فكتنا 
أن نستخدم طريقة هاوسهولدر من جديد ولكنء من co be Vl‏ جعل كل عنصر في 
القطر الجزتئى صفراًء على التوالي» بدوران في المستوي . الأول منها هو : 
(Y)‏ 


Pa Ao = 


y 0 5 12  F# 
cos O -sin@ Aj 
sin @ cos @ iy FF 


العنصر )2,1( فى هذا الجداء هو 6 دمع ca sin@ +a‏ وعلينا أن نختار الزاوية 6 
بحيث يكون هذا التركيب صفراً. ثم» نختار م بطريقة مشابهة وذلك بجعل العنصر 
(3,2) من ,ك4 p A‏ قرا بعد ۸-1 من هذه الدورانات الأولية » تكون النتيجة الأخيرة 
هى المصفوفة المثلثية العليا ۸ : 


حسابات بالمصفوفات 0 


(A) Ko =Pon-1 --- P32P?21A0- 


هذا أقصى مانقدر قوله في هذا الامر هناك أشياء أخرى فى كتب الجبر الخطي العددي 
حول واحدة من أهم الطرائق في الحسابات العلمية . 
نشير إلى واحدة lg‏ طريقة Glad _Lanezos‏ بالمصفوفات المتناثرة . إنها تقوم 


ماله Krylov‏ 3 شی Ax seen‏ نك Cx,‏ و شی واردة فين المراجع á‏ 
ا 


كك 


4-۳-۷ 


hi as f lak we c =‏ 
طبق من أجل المصفوفة | 5 mak‏ 
h=3‏ طريقة القوى r = Aut‏ ثلاث مرات انطلاقاً من التخمين الأول 


gh =1 (ql; 


Su ماهو المتجه الحدي‎ . u = | x | 


)1( ثلاث خطوات في طريقة القوى العكسية . 


fd, + [ =A ت أ‎ H lik +, 


(Y)‏ خطوة محورة فريدة (A - al) u‏ = » حيث Ui, Au /uo u‏ دين 
المتجه الحدي » هو الآن مضاعف المتجه الذاتي الأخير (1,1). 

برهن أن أى أختيار «- ×=« لمتجهين مختلفين من طول واحد 

| ا = bell‏ يودي إلى واحد من تمويلات هاوسهولدر مثل Hea y‏ 


. Hy=x $ 


من اجل : 


1ق 


qty 


yy 


A-Y -V 


4_1 


ea | “i 
[4] * LP 


أحسب =||x | ,v=x+oz‏ 0 ومصفوفة هاوسهولدر #7 المقابلة. BEF‏ 
من أن 2 - = Hx‏ . 
باستخدام e ٤-۳-۷‏ أوجد المصفوفة ثلاثية الاقطار ALU AU‏ عن 


| 

A =13 

4 
برهن انه إذا انطلقنا من =۸ فان الطريقة غير المحورة © e‏ 
فخ أ edt‏ وي E‏ 3- 14 |1 — 
فقط التحسين المتواضع 6 JE‏ = 1 


طبق مرة واحدة he OR‏ : 


cos Û sin 0 
sin Û 0 


بالتحوير silasa,‏ يعنى فى هذه الحالة دون تحوير „a =0 OY‏ 
برهن أن العناصر غير القطرية تتحول من 6 Jus € - sin” @ ga sin‏ 
برهن أن المصفوفة الثلائية الأقطار l‏ ©| - 4 لاتتغير gh‏ مرحلة من 
مراحل الطريقة COR‏ لذاء فهى واحد Gol)‏ من الأمثلة المعاكسة 
للتقارب . تتحول من جديد بادخال محوير اختياري . 
برهن بالتراجع (بالاستقراء) وبدون ost‏ أن : ( 0...... 0,2) 
F‏ 5 و iia 14 mE k+l ba E ME‏ 
PUR RR)‏ فعلا» OR [le‏ للمصفوفة 4. تربط هذه المتطابقة 
OR‏ بطريقة القوة وهى تؤدي إلى تفسير لتقاربها؛ إذا كانت 
TAI‏ ج CIAL > IAL‏ فان هذه القيم الذاتية ستظهر بالتدرج. 
بتر تیب (dole‏ على القطر الر ئ يسو ل 4. 


/ - 5 الطرائق التكرارية لحل Ax=b‏ 

خلافاً للقيم الذاتية» عندما لم يكن هناك خيار » لم نكن حتماً بحاجة إلى طريقة 
تكرارية لحل النظام Ax=b‏ تنتهي طريقة الحذف إلى العدد ۸ بعل عدد منته من 
ا لخطوات» ومادام هذا العدد معقو لا فليس هناك مشكلة . من ناحية ثانية » عندما يكون 
العدد 73 ضخماء فإنه يمكننا أن نعتمد قيمة تقريبية ٠×‏ ويكننا أن نحصل عليها 
بسرعة ‏ وهذا غير مستخدم لاجتياز جزء من الطريق » خلال الحذف» ثم التوقف . 
هدفنا تقديم طريقة تنطلق من أي قيمة تخمينية أولية ,× لانتاج تقريب محسن ,. « من 
تقريب سابق + ويمكن إنهاء ذلك عندما نريد . 

يكن ابتكار مثل هذه الطريقة بسهولة وذلك بتجزئة المصفوفة A‏ إذا كانت = A‏ 
S-7‏ فإن المعادلة Ar=b‏ مطابقة للمعادلة 7+٥‏ -+5. لذلك» Ke‏ أن تختبر 
التكرار : 


(\) Siting SPX +b. | 


cab‏ لايوجد مايؤكد أن هذه الطريقة جيدة كما أن تتابع التجزئة يحتاج إلى تحقيق 
i af \ ett Ga \ )‏ . لزلا 8 Ç A og i‏ 
)١(‏ أن يكون المتجه الجديد ,. «سهل الحساب . لذلك» يجب أن تكون S‏ 
مصفوفة بسيطة (وقابلة للعكس !) ؛ يمكن أن تكون قطرية أو مثلثية . 
)1( على المتتالية ×أن تتقارب نحو حل صحيح oe‏ إذا طرحنا التكرار (1) من 
المعادلة الصححة Sx = Tx + b‏ فان ELJI‏ قانون يتضمن الخطا × ×= 26 فقط : 
Se = 12+‏ 
هذه معادلة فروق فعلية تنطلق من خطأ أولى . © وبعد k‏ من cl abl‏ يتكون الخطأ 
الجديد .e =) S'T) e‏ مسألة التقارب هي LE‏ مثل مسألة الاستقرار : 


. © (0 غا‎ lake بو‎ x 
— —- 


۷ و تكون الطريقة التكرارية (1) متقاربة إذا وإذا فقط كانت كل قيمة ذاتية + للمصفوفة 
ST‏ محققة للعلاقة 1 > Glan . AT‏ معدل تقاربها بالقيمة العظمى ل SIAL‏ 
تعرف باسم نصف القطر الطيفي ل 7 ؟ : 


0 pS 'T) = max|A, 


) Cee ae ee وا‎ 
: pre = Te, للمعادلة‎ Los of لا‎ ol للد کر‎ 


(£) e Se KRE سايم‎ 

من الواضح أن العدد الأكبر من ۸١‏ اسيكون فعلاً مهيمناً وسيكون متحكماً بمعدل 
تقارب » نحو الصفر . 

لتطلبي التكرار نطاق تعارض . في حالة قصوى أولى» يمكننا إنهاء تقارب مباشر 
د 5-4و T=0‏ 4 الخطوة الا ولي والوسصيدة للتكرار ستكون Ax =b‏ في هذه الحالة. 
ستكون مصفوفة الخطأ 77 5 elie‏ قيمها الذاتية ونصف قطرها الطيفى أصفارء 
ومعدل التقارب (المعرف عادة ب م log‏ -) مالانهاية. طبعاًء قد لايكون من السهل 
كس SHA‏ وعذاهو Cdl‏ الأساسى Bj)‏ . مایت النظر koiaa‏ 
ل 5S‏ يؤدي إلى مجاح باهر» وسنناقش ثلاثة امكانات : 

١‏ - 5 - مصفوفة جزء قطري من 4 (طريقة جاكوبي) 

-Y‏ 5 = مصفوفة جزء plio‏ من 4 (طريقة غاوس - سايدل) 

7- 5 = تركيب ل ١‏ و ۲ (زيادات متتالية من الاسترخاءات 508 ). 
تدعى 44K S‏ مسقا وإن اختيارها حاسماً في التحليل العددي . 


مثال -١‏ (جاکوبی) 


حسابات بالمضصفوفات 5 


إدا کات مو S‏ رهما ev, w‏ فان خطوة جاكوبى ۶ Faa‏ ي : 


v 
W 


— 


k + | 


ci 


Oly] [h] ع‎ Weer خياد‎ 
wW |k 2Wk+1 =Vk + 2 


tlga] 2 


ا -| 


| اعت eit Ati Tt . s 1 a E Th wale “Woo ed‏ ف فا ي 
للمصفوفة الحاسمة T‏ 5 القيمتان OSIM‏ ± 5 الامر الذي يعني أن الخطأ قد انخفض 


إلى النصف (رقم ثنائي إضافي يصبح صحيحاً) في كل خطوة . فى هذا المثال الذي هو 
أصغر من أن يعتبر ثموذجياًء يكون التقارب سريعا. 

إذا حاولنا تصور مصفوفة 4 أكبر من ذلك» فستكون هناك صعوبة عملية حقيقية 
في التكرار الجاكوبي . يتطلب ذلك ba‏ الاحتفاظ بجميع مركبات «حتى الانتهاء من 
حساب ,, *. هناك فكرة مألوفة أكثر من ذلك تتطلب» فقط » مالايزيد عن نصف 
التخزين» هي أن ننطلق مستخدمين كل مركبة للمتجه الجديد , * عندما ننتهي من 
انها , #ديأخذ مكان × مركبة من كل مرة. لذاء فإنه يكن ل Ole,‏ يختفي 
بالسرعة ذاتها التي يوجد فيها ,. × . إن ذلك يعني أن المعادلة الأولى تبقى كما سبق : 


تعمل الخطوة التالية مياشرة مع هذه القيمة الحديدة ل E‏ 
Gan Xa )k + b2-‏ -... - وذدووك + d2 (X2)k +1 =a pea‏ 
ستسخدم المعادلة الأخيرة من خطوة التكرار قيماً جديدة Í nao‏ 


Ann ربع( وخا‎ = (RIX OG “cee * Egy es (Fy lea) f Bi. 


تدعى هذه الطريقة طريقة غاوس ‏ سايدل Gauss - Seidel‏ « رعم PH‏ لم تكن کل 
مايظهر 6 معروفة من قبل غاوس ولم ينصح بها سايدل . لدذكر pail‏ عندما تتحرك 
جميع الحدود ‏ «نحو الجهة اليسرى» فان المصفوفة 5 ستكون› کا ا جزء السفلي 
ا مثلئي للمصفوفة A‏ . تقع في الطرف الاين » مصفوفة التجزئة الأخرى» وهى مصفوفة 


مثال ۲ (غاوس ‏ سايدل) 


خطوة واحدة من خطوات غاوس - سايدل تدخل المركبتين TE ELR‏ 


() : E TT Í 21 وبع‎ =WE +O 
ر ا ا‎ 2Wk+l SUk,+| +22 


القيمتان الذاتيتان للمصفوفة حاسمتان وهما 1/4 و 0 . يقسم Ld‏ على أربعة في كل 
pe‏ 68 و فإن خطوة غاوس ‏ سايدل واحدة تعادل pil‏ من خطوات 
ارس LIS cals UL.‏ الط يعن تطلس العنةاتفسة من العملياك La‏ اس 
منذ قليل» القيمة الجديدة عوضاً عن القديمة التى هى حالياً فى المخزن ‏ فان طريقة 
غاوس_سايدل أفضل . 

هناك» مع ذلك» طريقة لجعلها أفضل من قبل . لقد اكتشف خلال فترة 
الحاسبات اليدوية (ولعل ذلك كان صدفة) أن التقارب سيكون أكثر سرعة فيما إذا 
تجاوزنا تصحيح غاوس — سايدل ا . نقول بصورة مجملةء إن الطريقة المعتادة 
تتقارب برتابة ؛ تبقى القيمة التقريبية * بالجهة ذاتها بالنسبة للحل *. مع ذلك» فمن 
الطبيعى أن نحاول إدخال عامل زيادة استرخاء « وذلك لتتحرك بقرب أكثر من 


(١)هذه‏ القاعدة صحيحة في عدد كبير من التطبيقات » ومع ذلك فمن الممكن تكوين أمثلة تكون 
فيها طريقة جاكوبى متقاربة» بينما تفشل طريقة غاوس - سايدل (والعكس). حالة التناظر هي 
kell =‏ : إذا كان 0< . »فان طريقة غاوس_سايدل تتقارب إذا وإذا فقط كانت 4 معرفة 
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ا لحل . إذا كان 1 -ه فاننا نعود إلى طريقة غاوس ‏ سايدل؛ أما إذا كان 1< @ فان 
الطريقة تدعى »عندئذ» الاسترخاءات المتتابعة (SOR)‏ الاختيار المفضل ل © يتعلق 
(CY) sal Sd jy oS, lg ILLL‏ ع وكير Lyle OGL‏ 14 
bi ode 5 el‏ ةةة le poy 2518) pra‏ شرق UL DON‏ على الترئيب: 
المصفوفة القطرية والجزءان المثلثيان الأدنى والأعلى بالمعنى الدقيق (بدون القطر) 
للمصفوفة 4. (ليس لهذه التجزئة أى علاقة بمصفوفة الحذف 0ا12 = 4» وبالفعل. 
فان لدينا هنا 1 +( +2 = 4). فى طريقة جاكوبي» يقع د = 5 في الطرف الأيسر 
ces‏ 
ا - 1 - -7 في الطرف الأيمن» في حين أن طريقة غاوس - سايدل تختار التجزئة 
=L‏ 5 و ن - - 7 . والآن» لتسريع التقارب نتقل إلى العلاقة : 
[D+ øL]xk,ı =|(1- @)D- @U|x, + wb‏ )0( 
sid‏ أنه من أجل 1=« » لايوجد تسارع ونعود عندئذ إلى طريقة غاوس - سايدل . 
لكن بصرف النظر عن co‏ فان المصفوفة الواقعة في اليسار مثلثية دنيا والمصغوفة الواقعة 
في الطرف الأيمن مثلثية عليا. وهكذا يكن ل ×أنيحل محل ox‏ مركبة مقابل 
مركبة» مباشرة بعد حسابها؛ إليك خطوة تموذجية : 
AQ Xq dy + bi)‏ عه - Bath ia = aii (Xi), + 0 )- ai Kj eee AG. Kiko] ++ GX]‏ 
صادف أن الاختيار القديم × منطبق على الحل الصحيح cr‏ فان الاختيار الجديد × 
. يبقى نفسه وإن الكمية الموجودة داخل الحاضنتين ستنعدم . 


مثال ۳ من أجل المصفوفة | ^ - 4ذاتهاء فإن كل خطوة من ASOR‏ 
ül _| 2)1 = @) w | )‏ 2 
ed 2 j k1 -| 0 2)1 - w) 0 FaR‏ 


إذا قسمنا على ow‏ فان هاتين المصفوفتين تصبحان 5 و OT‏ التجزئة tA=S-T‏ 
; ظ 05 ETS‏ + ع dy‏ ن 
ol Sells ge‏ إلى +b‏ حت Sx‏ 8 وهكذا نجد أن المصفوفة ااه T‏ 5 التى تتحكم 


01۸ الخبر !> ses‏ وتطبيقاته 


l-0 Lw 
-0 2 0 2)1 - @) ii w(l— @) “م ل +ه -ا‎ 


2 parm 00 


l 
2 


الاختيار المفضل J‏ هو ذلك الذي يجعل القيمة الذاتية العظمى للمصفوفة L‏ 
. (بقول آخر نصف قطرها الطيفي) أصغر ما يمكن . إن الغرض الكلى من زيادة 
الاسترخاء هو اكتشاف هذه القيمة ا مفضلة ل © . جداء القيم الذاتية يساوي المحددة_ 
وإذا نظرنا إلى المصفو فتين المثلثيتين التين جداؤهما يساوي ٠1‏ نلاحظ أن المحددة 
الأولى تساوي 1/4 (بعد القلب) والمحددة الثانية تساوي )@ -4)1. لذاء فإن 


Lids = daig =U- “زم‎ 


هذه قاعدة عامة» وهي أن المصفوفة الأولى (D+ ol)!‏ تسهم في det DD”‏ 
وذلك لأن L‏ تقع تحت القطر Oly‏ المصفوفة الثانية تسهم في 0( -1) U OY det‏ تقع 
فوق القطر. جداؤ cles‏ في الحالة cn Xn‏ هو "(ه -1) - عل . (إن ذلك يفسر 
ماقلناه سابقاً من أننا لن نتتخطى 0-2 أبداً . يكون جداء القيم الذاتية كبيراً جداً بقدر ما 
تسمح به كل العلاقات ١‏ > 1< ا ويمكن للتكرار أن لا يكون متقارباً. ) . لقد حصلنا 
على مفتاح لاكتشاف سلوك القيم الذاتية وهو : عند 1=« تكون القيمتان الذاتيتان 
في طريقة gle‏ - سايدل هما 0 و 1/4 6 وإذا ما زادت « فان إحدى هاتين القيمتين 


L a a i a‏ ر الثانية غد (t) Tal 2 al ١ down all‏ تكون هاتان | لشم أن تساو بتع وتساويان 


(\) P | N 
ذلك لكى يكون جداؤهما مساوياً قيمة المحددة . من السهل حساب قيمة ده‎ cw- 1 


a ge ) \)‏ على ذلك» إذا ازدادت © OF‏ الميمثين الذاتتن تصبحان عددين مر كبين مترافقين ‏ 
یحقق كل منهما ۵-1 ALS‏ وبالتالى» يبقى جداؤهما مساوياً )0-1( وتزداد قيمتهما المطلقة 
aS les‏ 


' +j i 5 ل‎ Sie Sel الك‎ 5 T Sega 
CL القطر (أثر‎ pole هل وذلك لآن مجموع لقيم لذاتية يتطابق دوما مع مجموع‎ 
: وهكذا يتعين أفضل وسيط « بالعلاقة‎ 


P 
= 


(1) Ay FAs ع‎ Wom - 1) + Wom - 1) ع‎ 2 - Woy + + Mom - 

4 

تعطى هذه المعادلة الترسعية 1.07 = V3)‏ ا ‘lad. QO,‏ تساوي الفيمتان 
الذاتيتان المتساويتان تقريباً 07.= 1 -0» وذلك اختصار كبير لقيمتى ye gle‏ سايدلءة 
,1⁄4 = عند wa]‏ . فى هذا المثال الاختيار المفضل ل © قد ضاعف من جديد معدل 
التقارب. ذلك OY‏ 07.= )1/4( 

لقد ظهر اكتشاف هذا التتحسين بصورة سهلة جدأً تكاد أن تكون سحرية» وكانت 
نقطة الانطلاق لعشرين سنة من نشاط ضخم في التحليل العددي . كانت المسألة الأولى 
هي إظهار وتوسيع نظرية الاسترخاء» وقد حوت رسالة 8 التى ظهرت عام ١9405٠١‏ 
الحل وهو قانون بسيط يعطى م المفضلة . كانت الخطوة الرئيسية فى هذه الرسالة هى 
إيجاد الرابطة بين القيم NANI‏ للمصفوفة L‏ والقيم الذاتية T‏ لصفوفة جاكوبي 
الأصلية ( U‏ -: -)' 2. يعبر عن هذه الرابطة بالمعادلة : 

(y) Q+ -i siw u. 


إن ذلك صحيح من أجل صنف واسع من مصفوفات الفروق المنتهية» وإذا اخترنا 
w=!‏ (طريقة غاوس ‏ سايدل) فان ذلك }62 إلى Li PERT sl ai‏ . 
لقد تأكد ذلك بالمثالين السابقين O)‏ )1( 6 حيث — ed . ۸ =0,1= 9 wat‏ 
إن هذا الوضع نموذجيء CL‏ للعلاقة الكائنة بين طريقة جاكوبي وطريقة غاوس - 
سايدل : جميع مصفوفات صنف يونغ تقبل u‏ قيمة ذاتية تظهر بالاشارتين زائد 
ناقص» وبذلك» تبرهن العلاقة (۷) أن قيمتى ١‏ الموافقتين هما 0و س . باستخدام 
القيمة التقريبية الاخيرة ل ox‏ نكون قد ضاعفنا معدل التقارب . 

الامر المهم هو العمل بصورة أفضل أيضاً؛ نريد أن نختار ۵ بحيث تصبح القيمة 
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الذاتية الكبرى 2 أصغرية . لحسن الحظ» قد حلت هذه المسألة سابقاً. ليست معادلة 
يونغ سوى معادلة ميزة لمثال من المصفوفة امن النوع 2 » وقد كانت أفضل قيمة 
لد 2 تلك التى et‏ الحذريقخ ulak‏ 6-1 . اما كباق (5)حبت کان w=‏ 
4 . يؤدى ذلك إلى : 


Al -V 


چ 
e 1) + = 1)=2.-20 +1 @".‏ او ) ا 
u?‏ 


w= 


نقطة الاختلاف الوحيدة أنه» في حالة مصفوفة ضخمة» يجب أن يتكرر هذا 
النمط لعدد من الأزواج المختلفة tH‏ ويمكننا أن نقوم باختيار «bas ced‏ ل ۵. 
يعطي أضخم هذه الأزواج قيمة جاكوبي الذاتية العظمى dusen‏ أيضاًء PE‏ 
العظمى ل ده وكذلك من أجل 20-1 . «SU‏ ولما كان هدفنا جعل ‏ « أصغرما 
T:‏ فان الزوج الأقصى هو الذي يعين الاختيار المفضل O‏ 

9 2(1 -V1 - max ( 
Ane SU OT فى‎ [aaa 
ل‎ max 

هذا هو قانون يونغ لمعامل زيادة الاسترخاء المفضل . 

من أجل مصفوفة الفروق المنتهية A‏ بعناصرها 1-,1,2- الواقعة على الأقطار 
الرئيسية الثلاثة» يمكننا أن نحسب التحسين الذي تقدمه ». في مثالناء كانت المصفوفة 
من النوع 22 ؛ لنفرض الآن أنها من النوع ”× on‏ تقابل عين شبكة عرضها/1 h=‏ 
(n +1)‏ . إن قيمة جاكوبي الذاتية العظمى الملائمة للتمرين OPEV)‏ هي = لم 
cos mh‏ . لذاء فإن القيمة الذاتية العظمى » حسب غاوس -سايدل » هى COS‏ = لل 
th‏ ونستخرج القيمة العظمى الذاتية لطريقة SOR‏ بالتعويض في (A)‏ 


y  _ 2- singh) _, _ -sin rh)” _ 1-sin ah 
mie Å maea حا ال‎ ig SS ia a EE ae 


2 7 : : 
cos” ah cos” mh 1 + sin zh 


يكن إدراك ذلك بمثال . لنفرض أن 4 من المرتبة »)7١(‏ وهى مرتبة معتدلة جدآء لذا 
يكون 99. = ۸۸ SS .۸ = 1/22 , cos‏ 60 عندئذ» طريقة جاکوبی بطيئة ؛ إن = cos th‏ 
98 يع أن طريقة غاوس_سايدل les Lal‏ الكرارات اقليرة: لكر U‏ كان 
sin nh - 1/02 =.14‏ » فانه سيكون لطريقة زيادة الاسترخاء المفضلة معامل 
التقارب : 


® opr = | + حيثث 1.75 = عدم‎ A vine = LA = 


by,‏ الخطأ معدل /.٠١‏ في كل خطوة وإن خطوة واحدة من 50۸ تكافىء ثلاثين 
خطوة من خطوات جاكوبي : 75. = 99( . 

إن ذلك نتيجة مدهشة [el‏ هذه الفكرة البسيطة . تطبيقاتها ا حقيقية ليست في 
المسائل ذوات البعد الواحد (معادلات تفاضلية عادية) ؛ لقد أصبح حل نظام ذي ثلاثة 
أقطار أمراًسهلاً . موضعها فى أبعاد أكثرء من أجل المعادلات التفاضلية الجزئية. 
حيث زيادة الاسترخاء أكثر أهمية . إذا استعضنا عن فترة الوحدة | > 01 بمربع الوحدة 
0<x, 0‏ وانتقلنا من المعادلة w =f‏ إلى المعادلة -u > u =f‏ فان الفرق المحدود 
الطبيعى هو «مخطط خمس نقاط» . تتركب العناصر 1-,1,2- الواقعة على محور ×مع 
العناصر 1-,1,2- الواقعة على المحور « لتعطي قطراً أساسياً بالعدد 4+ واربعة عناصر 
غير قطرية ب 1- . لكن» لم يعد للمصفوفة عرض حزام يساوي 5 . لم يعد هناك 
سبيل لتعداد ال ١‏ من نقاط عين الشبكة في مربع » بحيث تبقى كل نقطة قريبة من 
النقاط الأربع المجاورة . 

إذا حصل الترتيب على سطر في كل مرة» فان على كل نقطة أن تنتظر على طول 
سطر كامل من الجوار يقع فوقها وذلك لكي تتحرر_١‏ ويكون لمصفوفة النقاط الخمسة' 
حزام من العرض × : 


oVY‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


لقد استرعت هذه المصفوفة كثيراً من الاهتمام وهوجمت من طرق مختلفة ai‏ 
من أي معادلة خطية أخرى = ×4. اعتقد أن الإتجاه OV‏ خلفي إلى الطرائق المباشرة 
القائمة على أفكار Golub‏ و Hockny‏ ؛ يمكن لبعض المصفوفات الخاصة أن تقع جانباً 
عندما تهبط الطريق الصحيح . (يشبه ذلك تحويل فوريه السريع . ) قبل أن يصل ذلك 
إلى طرائق التكر ارلا نجاهات بديلة » حيث التقسيم يفصل المصفوفة ذات الأقطار الثلاثة 
في اتجاه دعن الأخرى المتعلقة باتجاه cy‏ وقبل أن نصل إلى زيادة الاسترخاء» بسبب 
كون قيمة جاكوبي الذاتية 0575# - .ل مساوية ماكانت عليه في مسائل البعد 
الواحد. وكذلك الأمر من أجل معامل زيادة الاسترخاء .0 . في كل حالة» تكمن 
الصعوبة في الانتقال من مسألة نموذجية إلى المسائل الواقعية» ولكل من هذه الطرائق 
امكاناتها الخاصة للعمل بنجاح مع معادلات أكثر عمومية من -u =f‏ »-» وأكثر 
عمومية» من الناحية الهندسية» من المربع . l‏ 

لايمكننا أن ننهى هذا ا موضوع دون أن نذكر طريقة التدرجات ال متوافقة التي 
اعتبرت ميتة ولكنهاء في الدراسة» لاتزال Dade‏ » حية؛ إنها أكثر مباشرة من التكرار 
لكنها أقل من الحذف حيث يمكنها أن تتوقف في أي جزء من الطريق . ليس من الضروري 
أن نزعم أن على فكرة جديدة أن تبقى ظاهرة ومستهواة . لكن يظهر أنه من الجميل 
القول أن التحول من 99. إلى 75. كان Hd‏ فوري فى حل Ax =b‏ 


باج =\ 
¥= 
۷= 


ذات القيم الذاتية 2,2+۷2, 2-۷2 » مصفوفة جاكوبي نا -.1 -) D`‏ 
pod y)‏ الذاتية ET‏ قاوس Lgady(D+L) 2 E‏ 
الذاتية وكذلك العددين ٠ gh‏ «المتعلقين ب 508. لست بحاجة 
لحساب المصفوفة L‏ 

من أجل المصفوفة ذات الشكل Xn‏ 


صف مصفوفة جاكوبى J ED (-L-U)‏ برهن أن المتجه 

(sin Th , sin Arh sinn nh (‏ = × متجه uela‏ للمصفوفة J‏ متعلق 

i À = cos Th =cosR/ (n +1) بالقيمة الذاترة‎ 

من أجل المصفوفة A‏ داتهاء بر هن ان المتحه : 

x, = (sin k Th, sin 2k TA ..... , sin nk Th ) 

downs‏ داتي . اضرب x,‏ بالمصفوفة 4 لتحصل على القيمة الذاتية المقابلة 
Git .»‏ م٠‏ أنه فى حالة مصفوفة من النوع 3×3 » تكون القيم الذاتية 
0. تحقق من أنه في حالة مصفوفة من النوع 33 6 تكون القيم الذاتية 


لاس ع ساع 


rel‏ ا لخطي وتطبيقاته 


2402 ,2 وده . 
ملاحظة : القيم الذاتية لمصفوفة جاكوبى A‏ 1 - 1 - ( تا - .سا -) 1/2 - ل 
هي i pa 1 - 5 o = cos k wh‏ تظهر هذه القيم أزواجا بزائد yas‏ 


وتكون A‏ مساوية nh‏ 205 . 
التمارين التالية تتطلب «نظرية دائرة» Gershgorin‏ : كل قيمة ذاتية 
للمصفوفة 4 تقع »على الاقل » داخل دائرة واحدة من الدوائر ©......., € 
؛ حيث يقع مركز © في موضع العنصر القطري . » ويساوي نصف 
قطرها | ١ا‏ <= cr‏ مجموع القيم المطلقة لبقية عناصر السطر 

الموافق . 
البرهان : ١‏ = ده يؤدى إلى : 


(A - زنك‎ = > 45%}. i a Š dii S > cij 


1 1 #1 lxil 


إذا كانت المركبة العظمى للمتجه ×هي فإن النسبة الأخيرة تكون 


أصغر أو تساوي الواحد وهذا يعنى أن A‏ تقع في الدائرة ذات الرقم 


Ama | Sr ti 
11 1 


تدعى المصفوفة : 


فسيطرة قطريا ‏ ذلك لأن كل م la b>‏ برهن أنه لايمك: للصفر أن 
يقع في أي دائرة من الدوائر واستنتج أن المصفوفة 4 غير شاذة . 

استخرج مصفوفة جاكوبي J‏ لهذه المصفوفة المسيطرة قطرياً A‏ وأو جد 
دوائر جير شغورين الثلاث المتعلقة بالمصفوفة ل . برهن أن جميع أنصاف 


حسابات بالمصفوفات 9۷0 


أقطارها تتحقق 1 > ۲ » وفسر لماذا يكون تكرار جاكوبي متقارب . 

ا لحل الصحيح للنظام ط = ×4 مختلف قليلاً عن حل الحذف لط = LUx‏ 
§ الك ق قا تالدوم SUG Yi sol.‏ هو foe‏ کا 
شيء BL‏ ثنائية » لكن الطريق الافضل والاسرع هو تنقية تكرارية : 
احسب متجهاً واحداً فقط ×4 - 5 ١=‏ بدقة ثنائية» حل LUy=r‏ » ثم 
اجمع التصحيح Sy‏ ,« . مسألة : اضرب «+ ×= ×ب LU‏ واكتب 
الناتج بشكل مجزأ Sx = Tr tb‏ وفسر DU‏ 7صغيرة جداً. هذه الخطوة 
الفريدة تنقلنا دوماً وتماماً نحو Lx‏ 

من أجل مصفوفة عامة من النوع 2X2‏ 

a A 


A= 
cd 


أو جد مضفوقة تكرار جاكويى AAM gaS T=- U)‏ ر 
ر do sl‏ اقا yad OL U yeda aa‏ الذاية 1 


=p OWI LL) Bs 


FEX PLA 


rn) yee 


البرمجة الخطبة ونظرية اللعب 


۱-۸ المتراجحات الخطية 

جرت العادة أن ينظر للفرق بين bl‏ والتحليل على Sail‏ حد ماء مثل 
الفرق بين المعادلات والمتراجحات . ولقد بدا الخط الفاصل بينهما واضحاً بشكل دائم . 
ولكن». تحقق لي أخيراً أن البرمجة الخطية تمثل مثالا معاكساً ule td sig:‏ 
بالمتراجحات ولكنهاء بدون نزاع » جزء من الجبر الخنطي . إنها مفيدة جداً ‏ تلائم 
البرمجة الخطية قرارات الاعمال أكثر من المحددات والقيم الذاتية . هناك ثلاث طرائق 
لمعالجة الرياضيات الاساسية : إما بطريقة حدسية من خلال الهندسة أو بطريقة حسابية 
بوساطة الإفراد أو جبرياً بالاعتماد على نظرية الثنوية . سنوضح هذه الطرائق في هذا 
البند والبندين ۲-۸ و ۳-۸ . وستكون الفقرة ٤-۸‏ متعلقة بالمسائل التى حلولها أعداد 
صحيحة مثل مسألة الزواج . وفي النهاية» سنوضح نظرية أصغر النهايات العظمى 
(minimax (‏ ونبين علاقتها بنظرية الثنوية في البرمجة الخطية . 

توجد بعض الاشياء الجديدة في البند ۲-۸ من هذه الطبعة الثالثة . لقد أصبحت 
الآن طريقة الإفراد في منافسة مفعمة بالحياة مع طريقة مختلفة جدأ باسلوب التخمين» 
إنها تدعى طريقة كارماركار Karmakar‏ . لقد نالت هذه الفكرة كثيراً من الدعاية OY‏ 
التقرير الأولي يدعي أنها أسرع بخمسين مرة من طريقة الإفراد. الادعاء لايزال قائماًء 


OY 
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ولكن هذه الطريقة لم تطبق في جميع المسائل . يظهر أن الطريقة الجديدة فعالة فى 
المسائل الكبيرة غير Lae AS‏ تكوق IGA Ui pial‏ بنية ملائمة , لكن ظريقة 
الإفراد تبقى في القمة من أجل كثير من المسائل الأخرى . الأمر ليس بعد واضحاً بصورة 
«dlls‏ فالنظام لايزال قيد الدرس والتطوير في مخابر AT&T Bell‏ ولايزال سرياً. 
(البرمجة الخطية واسعة الانتشار وذات أهمية كبيرة وذات وضع تجاري خطير إن 
ذلك وضع غير موجود في الحساب العلمي). لحسن e BH‏ إن مبادءها الاساسية 
أصبحت مشاعة ويمكننا توضيح مبادىء طريقة كارماركار في البند (Y-A)‏ 


شكل )8,١(‏ . معادلات ومتراجحات . 


كان من الممكن أن SL‏ هذا الفصل في أي مكان بعد الفصل الثاني . إنه يحوي 
مصمو فات مستطيلة e‏ إلا أنه ليس كل شيء هو معادلات خطية . فى (SRSA!‏ إحدى 
أسس هذا الباب كامنة في فهم المعنى الهندسي للمتراجحات الخطية تقسم متراجحة 
فضاء ذا ” بعداً » إلى نصفي فضاء تكون المتراجحة فى أحدهما محققة ولاتكون 
Wis‏ في الآخر . كمثال od pt‏ على ذلك نأخذ المتراجحة 4 < 2 + ×. الحد 
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eT (\) eee 
.يقع فوق هذا المستقيم نصف‎ xt 22-4 الفاصل بين نصفي الفضاء هو المستقيم‎ 


الفضاء المظلل في الشكل )١-/(‏ ؛ يقع تحته نصف الفضاء المقابل حيث المتراجحة غير 
محققة . ستكون الصورة فى الفضاء ذي الا بعاد الثلاثة sable‏ فالحد الفاصل هو مستو 
مثل 2-4 +20 +:ء يكون فوقه نصف الفضاء 4 < 2 +27 x4‏ وفي فضاء ذي هنا 
سنستمر بتسمية الحد الفاصل الذي ote‏ أبعاقة 48-1 هويا 

بالاضافة إلى متراجحات من هذا النوع» هناك قيود أساسية في البرمجة الخطية : 
تطلب من المتغيرين « × أن يكونا غير سالبين هذا القيد ذاته مكون من متراجحتين < y‏ 
0و 0 < × . وبذا فان هناك نصفي فضاء آخرين يقع حداهما على المحورين 
الاحداثيين. جميع النقاط الواقعة على المستقيم 0 - + وعن يينه » تحقق المتراجحة< × 
0. أما نصف الفضاء الآخر الذي يحقق المتراجحة 0 < «فمكون من LUE‏ المستقيم y‏ 
0 - والنقاط الواقعة فوقه. 


المجموعة الملائمة ودالة التكلفة 

تتف تقطدوة الآولى إلى تحمقيق القراجحات القلاك ASV‏ 
آنياً: 0 < بر,0< 24x‏ 2+ ×. من ناحية هندسية » تتركب هذه المتراجحات الثلاث 
Le‏ لتنشىء المنطقة المظللة في الشكل (/-7). يمكنك اعتبار هذه المنطقة انصاف 
فضاء الثلاثة» إنها ليست نصف فضاء لكنها هي ما جرت العادة على تسميتها في 
البرمجة الخطية ا منطقة ا ملائمة وبصورة ced gl‏ يكن القول إن المنطقة الملائمة مكونة 
من مجموعة ال حلول AVI‏ لمجموعة متراجحات خطية . 

يصف النظام =b‏ × ذو ال معادلة وال « مجهولاً» تقاطع m‏ من المستويات 
المختلفة ‏ مستو واحد لكل معادلة . (عندما يكون =١‏ ”وتكون المستويات مستقلة› 
فاق تقاطدها سرن نقطة واسده ففل أل : te‏ هدم) . بصورة مشابية يتكون نظاء 
مثل b‏ < ×4 من ” متراجحة يمثل تقاطع #” من انصاف فضاء» وإذا اشترطنا فوق ذلك 


شكل )1 - ۸) . المجموعة الملائمة ودالة التكلفة +3y‏ 28 . 
أن تكون جميع مركبات «غير سالبة (وهو مانعبّر عنه بالمتراجحة المتجهة 0 < (x‏ 
فان ذلك يضيف إلى ماسبق » من أنصاف الفضاء نفسه . وكلما كثرت الشروط التي 
نفرضها كلما صغرت المنطقة الملائمة . 
من الممكن أن تكون المنطقة الملائمة مجموعة محدودة أوحتى خالية . فاذا حولنا 
مثالنا إلىى نصف الفضاء 4 > 2y‏ + × مع المحافظة على 0 < ×و 20 درء فإننا نحصل 
على الثلث 048 . يتركيب المتراجصتين 4 < Leet 2y 24 gxt2y‏ تعقلضص 
المجموعة إلى مستقيم ستيب ah‏ تین الشرطين hone‏ یدیا معأ إلى ay A‏ . وإذا 
اضفنا شرطاً مناقضاً مثل 2- > 2y‏ + فان المجموعة الملائمة تصبح خالية . 
إن جبر المنتراجحات الخطية (أو المجموعات الملائمة) هو جزء من موضوعنا. 
مع ذلك» يوجد في البرمجة الخطية أمر آخر اساسي : إننا لانهتم بججموعة النقاط 
ا ملائمة بقدر مانهتم بتلك النقطة التي تجعل «دالة تكلفة» أعظمية أو أصغرية . نضيف 
إلى مثالنا 0 < ر,0 < ×,4 < ox+2y‏ دالة التكلفة (دالة الهدف) ر3 ++2. diy‏ 


)\( لائ ta Sol io‏ کار قف الشف م 2-< x+2y‏ وبين الربع الأول 0 < Ta? y‏ 
(المترجم) . 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب مه 


تكون المسألة الحقيقية في البرمجة الخطية هي إيجاد النقطة x,y‏ التي تقع في ا مجموعة 
ا ملائمة وتجعل التكلفة أقل مايمكن . 

المسألة موضحة هندسياً بالشكل (Y-A)‏ إن جماعة التكاليف 2x+3y‏ تقابلها 
جماعة من المستقيمات المتوازية وعلينا أن نجد أصغر تكلفة» بقول آخرء أول مستقيم 
يتقاطع مع المنطقة الملائمة . ومن الواضح أن هذا التقاطع يحصل عند النقطة B‏ 
حيث 0= ×و 2= «وتكون التكلفة الاصغرية مساوية 35-6 + +2. يدعى المتجه 
)0,2( متجهاً ملائماً لأنه ينتمي للمنطقة الملائمة» وهو الأمثل لأنه يجعل دالة التكلفة 
أصغرية » وهذه القيمة التي هي 6 تدعى خبرة البرنامج . سنميز المتجه الامثل بنجمة 
تعلوه . 

LS‏ أن تلاحظ أن ا متجه الأمثل يظهر عند أحد رؤوس ا منطقة ا ملائمة . يتأكد 
ذلك هندسياء إذ أن المستقيمات المقابلة لذالة التكلفة of)‏ المستويات Lease‏ يكون عدد 
المجاهيل أكبر) تتحرك إلى أن تتقاطع مع المنطقة الملائمة . ينبغي أن يحدث أول تماس 
عند الحدود . تبقى طريقة الإفراد » على هذه الحدود» متنقلة من قرنة من المنطقة الملائمة 
إلى التي تليها إلى أن تجد القرنة التى تكون فيها التكلفة أخفض ما يمكن . بالمقابلء 
تتقرب طريقة كارماكار من الحل الأمثل من foto‏ المجموعة الملائمة . 
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شكل(8-7). OY‏ خاصة : النقاط من ۸ إلى8 تصغر tx + 2y‏ قيمة 2y‏ - × الصغرى هي . 


OAY‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


ملاحظةقد لايكون التقاطع » من أجل دالة تكلفة أخرى» نقطة واحدة : فلو كانت 
دالة التكلفة هى «2+ cx‏ لكانت نقاط الضلع الذي يقع بين و 8 هى نقاط تقاطع في 
وقت معاء وسيكون هناك عدد غير منته من المتجهات المثلى على طول هذا الضلع. 
الشكل (۳-۸). تبقى قيمة البرنامج وحيدة ( 20 + + تساوي + لكل هذه المتجهات 
المثلى ) ويكون لمسألة القيم الصغرى جواب محدد . من ناحية أخرى» ليس لمسألة 
القيمة العظمى حل ؛ ففى منطقتنا الملائمة» يكن LU‏ 
وهكذاء فان التكلفة العظمى غير منتهية . ويمكن النظر لذلك بطريقة أخرى» مع البقاء 
ضمن مسائل الاصغرية» وذلك OL‏ نعكس إشارة التكلفة لتصبح «2 r-‏ فتكون 
القيمة الصغرى 00 - كما هو ظاهر في الشكل (THA)‏ ولايوجد» حينئذ» حل . تقع 
أي مسألة برنامج خطى في واحد من اصناف ثلاثة : 

)1( الجبموعة للدم هالية.. 

iga p Let W de gerd على‎ LS Ts (Y) 

)1( للتكلفة نهايةصغرى (أو عظمى) على مجموعة التكلفة . 

الحالتان الأوليان غير مألوفتين من أجل مسألة حقيقية في الاقتصاد أو الهندسة . 


فة أن تزداد بدون حدود» 


المتحولات المتراخية 

توجد طريقة سهلة لتغيير قيد على شكل متراجحة إلى معادلة» وذلك بإدخال 
ا متغير ا متراخي 4- «2 + wax‏ يتحول القيد القديم 4 < «2 ++ إلى 0< وهو شرط 
يلائم القيود الأخرى 0 < «,0 < × . وستبدأ طريقة الإفراد» LE‏ على هذا النحو 
مستخدمة متغيراً متراخياً لكل متراجحة» وذلك لكي نحصل على معادلات» فقط» 
وقيود بسيطة تجعل المتغيرات غير سالبة . تصبح المسألة الاساسية في البرمجة الخطية : 

جعل cx‏ في نهايته الصغرى خاضعاً ل Ax=b‏ و0 < × 
المتجه السطري يحوي التكلفة ؛ في مثالنا | 3 2 c=‏ يحوي المجهول ×المتغيرات 


الاضلية والمتغيرات المتراخية.. يسحب الشرط 0 < ×المسألة إلى المنطقة غير السالبة فى 
فضاء دی Abon‏ وتتداخل هده المتراجحات a‏ الحذف CH3 w glall‏ الضرورى 
إيجاد طريقة جديدة LU‏ 


تفسير المسألة ومرافقتها 

نريد أن نعود إلى مثالنا الاصلى» حيث دالة التكلفة هي 2x+3y‏ » لصياغته 
بالكلمات . إنه توضيح لمسألة الحمية في البرمجة الخطية حيث يتوفر مصدران للبروتين 
مثلاً اللحم وزبدة الفول السوداني . كل رطل من الزبدة يعطى وحدة من البروتين 
وكل رطل من اللحم يعطى وحدتين . ويتطلب من الوجبة أن تحتوي على أربع وحدات 
من البروتين على الاقل . فاذا كانت الوجبة تحتوي على Wh yx‏ من الزبدة و :زرطلا 
من اللحم فانها تكون مقيدة بالشروط الاتية : 
4 < بر2+ءر ,0 < رو 0 < + (لايكننا أن نحصل على كمية سالبة من اللحم أو 
الزيدة) . هذه هى المجموعة الملائمة» والمسألة هى البحث عن التكلفة الاصغرية . إذا 
كان ثمن رطل الزبدة دولارين وثمن رطل اللحم ثلاثة دولارات فإن تكلفة الوجبة 
الكاملة هي ٠‏ ر3 dors‏ الحظء فإن الوجبة المثلى هي اللحم : 2 - ر 0= ×. 

لكل برنامج خطيء بما في ذلك ال مثال السابق » برنامج مرافق . إذا كانت المسألة 
الاصلية هى البحث عن الاصغر فان البرنامج المرافق يبحث عن الاعظم . حل إحدى 
هاتين المسألتين يؤدي مباشرة إلى الأخرى . في الحقيقة» يجب أن تكون القيمة 
الاصغرية فى البرنامج الاصلي هي القيمة العظمى للمسألة المرافقة . وهذه» فعلاء 
هى النتيجة الاساسية في نظرية البرمجة الخطية؛ وستتضح في البند (۳-۸). سنبقى 
الآن مع مسألة الحمية وسنحاول تفسير مرافقتها . 

Le ge‏ عن أن يبحث الشاري أمر الاختيار بين اللحم والزبدة ليحصل على كمية 
البروتين المطلوبة بأقل تكلفة» فإن المسألة المرافقة تواجه صيدلياً يبيع بروتيناً صناعياً . 


OAs‏ الجبر الخطي و تطبيقاته 


إنه يعتزم منافسة اللحم والزبدة . سنقابل مباشرة هذين المركبين فى مسألة برمجة خطية 
نموذجية : إنه يريد الخحصول على del‏ سعر م ولكن هذا السعر خاضع لقيود خطية . 
VI‏ يجب على البروتين الصناعي ألا يكلف أكثر من بروتين الزبدة (الذي هو دولاران 
للوحدة) أو بروتين اللحم (الذي هو ۳ دولارات للوحدتين) . بالوقت نفسه» يجب 
wll Os VI‏ مالا أو أن الصيدلي لن يبيع . لما كانت الوجبة تتطلب أربع وحدات 
من البروتين فإن دخل الصيدلي هو «4. والمسألة المرافقة هي فعلاً ما يلي : إيجاد 
iod‏ عظمى للدالة م4 ا خاضعة للقيود : 3 > م22 كا روا lia .p2‏ كال SS‏ ن ف 
DLA‏ المرافقة أسهل حلا من المسألة الاصلية. فهي ذات مجهول واحد . من الواضح 
أن القيد 3 > 2p‏ هو الوحيد الفعال وسيكون السعر الأعلى للبروتين الصناعي هو 
دولار ونصف ؛ وبذلك يكون الدخل 56 - 4p‏ 

cts‏ التكلفة الدنيا للمسألة الاصلية ست دولارات وسينتهي الشاري بدفع 
المبلغ ذاته سواء من أجل البروتين الطبيعي أو البروتين الصناعي . إن ذلك يعني أن 
نظرية الثنوية هي : النهاية العظمى تساوي النهاية الصغرى . 


تطبيقات نموذجية 

سوف نولي اهتمامناء في البند التالي» حل البرامج الخطية . وقد حان الوقت 
كي نستعرض بعض ال حالات العملية التي ينبثق منها السؤال الرياضي المهم الآتي : 
إيجاد النهاية الصغرى أو العظمى لدالة تكلفة خطية خاضعة لشروط خطية . 
)١(‏ تخطيط الانتاج. لنفرض أن شركة جنرال موتورز تربح ٠١٠١‏ دولار عند بيع 
سيارة شفرولية و 5٠١‏ دولار لكل بويك و ٠٠١‏ دولار لكل كاديلاك. تستهلك هذه 
السيارات غالوناً لكل عشرين De‏ ۱۷ ميلاً» 4 ١‏ ميلاً على التوالى . ولكن الكونغرس 
يشترط أن يكون المعدل هو VA‏ ميلاً لكل غالون . تقوم الشركة بتجميع سيارة شفروليه 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب SAO‏ 


واحدة فى كل دقيقة وسيارة بويك في كل دقيقتين وسيارة كاديلاك في كل ثلاث دقائق . 
ماهو أعظم ربح للشسركة خملل بوم دې A‏ سباعاتت € 
ا مسألة : أوجد القيمة العظمى للدالة 4002+ :200+ ×100» ضمن الشروط ج بر × 


: 0 


(Y)‏ اختيار سندات. نفرض أن هناك ثلاثة أنواع من السندات : سندات اتحادية 
تعطى ربحاً قدره 0./ ويمعدل (A‏ سندات إدارة محلية تعطى 1 ./ معدل 8 » وسندات 
شركة اليورانيوم تعطي 4/ وبمعدل ©. يمكننا أن نوظف في ذلك على الترتيب 2× 
بحيث لايزيد المجموع على 1000005 . المسألة هي إيجاد النهاية العظمى للربح تحت 
القيدين : 

. لايمكن توظيف أكثر من 5 20000 في اليورانيوم‎ )١( 

)1( يجب أن يكون معدل الانواع المختلفة على الاقل 8 . 
HLL‏ + أوجد النهاية العظمى ل 492 6y‏ ++ غت الشروط : 


x =y+z < 100,000 , z =20,000,z Sx,x, yz 20 
تمارين‎ 


١-١-8‏ خطط المنطقة الملائمة الخاضعة للقيود 
x +2y 26,2x +y 26,x 20,y 20‏ . ما هي النقاط الواقعة في فرنات 
هذه المجموعة . 

م-١1-؟‏ (ينصح به) فى المجموعة الملائمة السابقة 6 ماهي القيمة اللاصغرية لدالة 
التكلفة xt y‏ ارسم المستقيم » = ر + × عندما يمس المجموعة الملائمة 
لأول مرة. 


۸٦ 


۷-۱-۸ 
8-1-4 


الخبر الخطي و تطبيقاته 
ماهي النقاط التى تجعل دالة التكلفة ر+×3 أو ( - :دفي نهايتها الصغرى؟ 
برهن أن المجموعة الملائمة المقيدة بالشروط التالية مجموعة خالية : 
1 - 2 بر8+ 23,-3x‏ بر5 + 202% x‏ 


برعم أن السالة Les AS‏ ولك PE‏ لذ فليس 
لها حل أمثل : اجعل « ++ فى نهايتها العظمى تحت القيود : 


x20,y 20, +-3x+2y S-l,x -y > 


tI 


Ld sl‏ واحذا على شكل مغر اجحة إلى 20 20,y‏ ست 
لامحوى المجموعة الملائمة سوى نقطة واحدة . 

ماهو شكل المجموعة الملائمة 2-1 +2ر+:+, 20.220 20,y‏ بي 
ales‏ القيمة العظمى لدالة التكلفة 32 +:ر2 ++ ؟ 

خل مسألة الستدات الواردة قبل هذه التمارين : 

فى المجموعة المواتية لشركة جنرال موتورز. نجد أن الشرط 0 < xyz‏ 
يبقى من الفضاء الثلاثي ثمنه (الثمن الموجب) . كيف يقطع هذا الثمن 
من قبل المستويين الناشئين عن القيدين وماهو شكل المجموعة المواتية ؟ 
كيف تبين قرنات هذا الشكل أن الحل الامثل يتضمن» تحت هذين 
القيدين» نوعين فقط من السيارات . 

مسألة النقل : لنفترض أن تكساس ء كاليفورنيا وألاسكا تنتج كل منها 
مليون برميل من البترول وأن شيكاغو التى تبعد عن أماكن الانتاج هذه 
عدار Ve‏ هيل se dee ٢‏ »ميل LF Spl de‏ إلى 
۰ آلف برميل Oly‏ نيوانغلند التي تبعد عن اماكن الانتاج بمقدار 
V0‏ پل ۲۹ TV he fee‏ سل على القوالي» عام إلى 
TT ees‏ برميل .قرفا ف قل البرميل الو Lb sal‏ ميل Joly‏ 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب o AY‏ 


يكلف دولاراً Lely‏ فماهو البرنامج الخطي المتضمن خمس معادلات 
فيود والذى يجب حله كى تكون تكلفة النقل الاجمالية أصفر ما يكن . 


8 - ۲ طريقة الإفراد وطريقة كارماركار 

يتعلق هذا البند بالبرمجة الخطية التي يساوي عدد مجاهيلها ” وعدد القيود 
يساوي om‏ لقد كان في البند السابق 8-2 و1 -” » وكان هناك متغيران غير 
سالبين وقيد وحيد هو 4 < «2 ++ . ليس من الصعب شرح الحالة العامة وإن كان 
حلها ليس New‏ حقاً. 

إن أفضل طريقة هي وضع المسألة في الشكل المصفوفي مباشرة . لدينا : 

mXn مصفوفة 4 من النوع‎ )١( 

AS pom ذو‎ ١ متجه عمود‎ (Y) 

. متجه سطر » ذو ” مركبة‎ (Y) 
المتجه الامثل هو المتجه الملائم الذي‎ Ax <5 على المتجه «الملائم» + أن يحقق 0< دو‎ 


(HO‏ أصغر lS‏ = التكلمة هي ...ا Cx‏ = ا 


l UL.‏ الم د الشيسة الصقرئ للدالة cox‏ فسن الوط 
Arb 2O‏ 

تفسير الهندسي واضح . فالشرط الأول 0< ×يقصر المتجه على المنطقة 
الموجبة فى الفضاء النوني ‏ هذه هي المنطقة المشتركة بين جميع انصاف الفضاء 
0< ×. وهي ٠»‏ بالنسبة للفضاء الثنائي» تمثل ربع المستوي› وبالنسبة للفضاء الثلا فى 
قثل ثمنه . بشكل عام للمتجه فرصة واحدة من بين "2 كي يكون غير سالب . أما 
القيود الأخرى التى عددها فهي تنشىء انصاف فضاء اضافية عددها OSS gm‏ 
المتجهات الملائمة هى تلك التى تحقق ال Lb pb mtn‏ إنها تقع في المنطقة 0< × وتحقق› 


في الوقت نفسه» db‏ < ×4 . بقول أخر إن المجموعة الملائمة هي تقاطع انصاف الفضاء 
هذه والتى عددها m+n‏ وهي ربا تكون محدودة أو غير محدودة» وقد تكون ASE‏ 

دالة التكلفة cx‏ ترافق المسألة بجماعة من المستويات المتوازية . أحد pole‏ هذه 
الجماعة هو المستوى الذي يمر بنقطة الاصل 0= هه . إذا Gam‏ × هذه المعادلة فانه يمثل 
متجهاً ذا تكلفة أصغرية . المستويات الأخرى cx cont‏ تعطي جميع التكاليف الممكنة . 
مع تغيير قيمة التكلفة » نجد أن هذه المستويات تمسح الفضاء النوني بأكمله ويقع المتجه 
الامثل »عند أول نقطة تماس مع المجموعة الملائمة . المنجه “دملائم ودالة التكلفة 
عنده مه هي أقل قيمة ESE‏ ضمن المجموعة الملائمة . إنه حل مسألة التصغير في 
البرمجة الخطية . 

اخد Glad‏ .هذا الخد هو Cle‏ .. يكن أن نتوضل إلى ذلك رشن baa‏ 
المبدأ) بإيجاد جميع قرنات المجموعة الملائمة وحساب التكلفة عندها؛ تدعى القرنة 
التي تكون عندها دالة التكلفة أصغرية قرنة مثلى . من ناحية عملية يعتبر مثل هذا العمل 
مستحيلا» فهناك بلايين من القرن ولايسعنا حسابها جميعاً . بدلا من ذلك فاننا نلتفت 
إلى طريقة الإفراد التي تعدء بحق» أنجح فكرة في الرياضيات الحاسوبية المعاصرة . 
لقد طورت من قبل 26/14 دانتزك كطريقة نظامية لحل البرامج الخطية» وسواءً كان 
اكتشافها صدفة أو نتيجة عبقرية فانها نجاح مدهش . لقد اجملت خطوات هذه الطريقة 
مورا إلا أثدا ستحاول آولا تسیر cha‏ ثم نصف الطريقة الحديدة المقدمة من قبل 
كارماركار . 


الهتدسة: التحرك على الأضلاع 

اعتقد أن التوضيح الهندسي هو الذي يكشف سر هذه الطريقة . تحدد الخطوة 
الأولى ببساطة إحدى قرنات المجموعة ASW‏ هذه هي المرحلة “١١‏ التي نفترض 
أنها قد تمت . أما لب الطريقة فيكمن في مر حلتها الثانبة التي تنتقل من قرنة إلى قرنة . 
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على أضلاع ا مجموعة ا ملائمة . GS ee‏ من القرتء یکنا أن نختار ضلعاً من بين n‏ 

من الاضلاع التي قد يبتعد بعضها عن القرنة المثلى or‏ بينما يقترب البعض الآخر 
منها. لقد اختار دانتزك السير على ضلع بالاتجاه الذي تنقص عليه التكلفة . يؤدي هذا 
الضلع إلى قرنة جديدة ذات تكلفة أقل وليس هناك احتمال للعودة إلى نقطة ذات 
تكلفة أكبر . وفي النهاية نصل إلى نقطة معينة؛ الاتجاه منها على جميع الخطوط المارة 
منها يؤدي إلى زيادة فى التكلفة» تكون التكلفة عندها أصغرية . هذه القرنة هى المتجه 
الامثل. وتتوقف الطريقة . 


eae ee at 
7 = ald iat ce لسن‎ i 
P ele cae at pert oe Fe | pe ea = x 
N Sas sak brigon AMIAT 5-50 eee ann 
1 Ae Pate es ae = 3 ee Sl 
1 E عي‎ ee لاسن اا‎ ae N : ri, 


r = 1 1 . a oa 7 ; 9 per A f ! 1 
ESTE RNS KE 
ma ix: pet ١ pe ae EGE a 
م اا يي وحم‎ et 
ma : et 
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شكل (8-5 ) . قرنات المجموعة الملائمة وأضلاعها . 


تكمن المشكلة الحقيقية في كيفية صياغة هذه الفكرة بأسلوب الجبر الخطي . في 
البداية» سوف نفسر كلمتي قرنة و ضلع في الفضاء النوني . القرنة نقطة تلاقي عدد 
من المستويات المختلفة» كل منها معطى بمعادلة وحيدة LE‏ كما تتلاقى ثلاثة 
مستويات لتكون نقطة في الفضاء الثلاثي . لنتذكر أن المجموعة الملائمة في البرمجة 
الخطية تتحدد بالمتراجحات 5< :1 التى عددها ” والمتراجحات 0< lx‏ عددها n‏ 
تتولد كل قرنة لهذه المجموعة من نحويل ”من هذه المتراجحات التي عددها mtn‏ إلى 
معادلات » ثم إيجاد نقطة تقاطع المستويات الممثلة لها. بشكل خاص. إحدى 
إمكانات اختيار هذه المعادلاات هي 0= slr =0 nX‏ تتلاقى عند نقطة الاصل . 


cq.‏ الخبر الخطي وتطبيقاته 


كبقية الاختيارات الأخرى » فإن نقطة التقاطع هذه تكوّن نسخة قرنة أصيلة » إذاحققت 
القيود الأخرى وإلافانها لاتنتمى إلى المجموعة الملائمة وتكون مزيفة تماماً. مثال 
ذلك التمرين ١-١-/‏ الذي يحتوي على متغيرين (2 -7) وعلى قيدين t (m=2)‏ 
وهناك ست نقاط تقاطع ممكنة موضحة في الشكل (8 - 54)» ثلاث منها هي 
قرنات فى المجموعة الملائمة ولقد رمزنا لها ب -POR‏ وهي : )6,0( , )2,2( , )0,6( 
. واحدة منها لابد أن تمثل المتجه الامثل Le)‏ لم تكن التكلفة الصغرى هي مه - ) LÍ‏ 
الثلاث الأخر با فيها نقطة الاصل فهي مزيفة . 

بصورة dole‏ هناك (n+m)!/ nim!‏ نقطة تقاطع is‏ ذلك هو عدد الطرائق 
التى يتم بها اختيار giao n‏ یا Ge ope‏ سعويات خددها 9 . إذا كانت المجموعة 
الملائمة خالية» عندئذ» لن تكون أي نقطة من نقاط التقاطع قرنة أصيلة . عمل المرحلة 
اللأولى عر ليناد قرنة أصجيلة أو iste‏ هن آنه مجموعة غالک سرف البعمر شرق 
Ll‏ قد.وجدنا إحدى قرتنات المجموعة. 

والآن إلى ضلع من الاضلاع : لنفرض أن أحد المستويات المتقاطعة التى عددها 
م قد حذف فيبقى La‏ 1-« من المعادلات . ولذاء فهتاك درجة واحذة من الحرية. 
النقاط التي تحقق المعادلات التى عددها 1-: OSG‏ ضلعاً يمر بالقرنة . هندسياًء هذا 
الضلع هو تقاطع المستويات التي عددها 2-١‏ . تجبرنا البرمجة الخطية على أن نبقى 
ضمن المجموعة الملائمة» لذاء فليس لنا اختيار في اتجاه التحرك على طول الضلع . 
اختبار واحد فقط Lede OS‏ إلا أن هناك ” من الاختيارات المختلفة بين الأضلاع 
ومهمة المرحلة الثانية هى إيجاد هذا الاختيار . 

لكي نشرح هذه المرحلةء علينا أن نعيد كتابة المتراجحات 2b‏ × مما يتلائم مع 


)1( إن هذا العدد الكبير يوضح السبب في كون إيجاد جميع القرنات إجراء غير عملى عندما يكون 
cual‏ د كير ١‏ . 
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القيود البسيطة 20 MEN gat‏ هذا هو دور ا متغيرات المت ر wW=Ax-b do!‏ . 


القيود ctl Ax > b‏ عددها m‏ » صح 20 20.30 cw‏ متغير واحد متراخ لكل 
سطر من المصفوفة 4. تأخذ المعادلة ط- ×4= « أو - «- ×4 الشكل المصفوفي BV‏ 


E 1| |= 


Sazi‏ المجموعة الملائمة من خلال المعادلاات التي عددها ” والمتر lem!‏ البسيطة 
w 20‏ ,0> × التى عددها atm‏ لدينا الآن قيود معادلات وقيود عدم السلبية . 

ولكي نجعل التغيير LE‏ سوف لن ندع أي اختلاف يذكر بين المتغير الأساسي 
والمتغير المستحدث «. لن تشهد طريقة الإفراد أي اختلاف بذلك . ولذاء لن يبقى 
ستاك هيرة لل شري : 


z و‎ |4 -1 | 

لذاء فإننا نعيد تسمية المصفوفة الموسعة A‏ وكذلك المتجه الموسع × . تصبح 
— القيود e 4× =b‏ أما المتراجحات البسيطة التي عددها nam‏ فتصبح < × 
0 .يحتاج متجه التكلفة الاصلي للتوسعةء Lal‏ وذلك بإضافة مركبات جديدة 
عددها om‏ جميعها أصفار ؛ تبقى دالة التكلفة eatin‏ حتى بعد إجراء التعديلات 
على ×و » . الأثر الوحيد الذي يبقى للمتغير المتراخي w‏ هو أن المصفوفة الجديدة 4 
قد أصبحت من النوع ol ym × (nt)‏ المتجه الجديد × قد أصبح بمركبات عددها n +m‏ 
. سلحتفظ بهذه الزيادة من الرموز الأصلية تاركين ”و ”دون تغيير لتكون تذكرة ل 
قد حصل . وتصبح ال DEA‏ أوجد القيمة الصغرى cx UW‏ ضمن الشروط : 0< × 

= ×4, . لاحظ أن المصفوفة A‏ مستطيلة . 


)١(‏ من الطبيعي أن يزودنا رجال الاقتصاد أو المهندسون بمعادلات شروط منذ البداية . فى هذه 
الحالة la‏ طريقة الإفراد بالمعادلات ٠‏ =× دوغا حاجة إلى المتغيرات المتراخية . 
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مثال في المسألة الموضحة فى (E-A)‏ بالقيود 6 < ر+ 6.2٨‏ < 2 ++ ودالة التكلفة × 
( + » يكون النظام الجديد . 
kel DFE FI SH. a c=[1 1 0 ül‏ 

بهذا التغير إلى قيود بمعادلات» يمكن لطريقة الإفراد أن تبدأ. تذكر أن المرحلة 
الأولى قد وجدت قرنة من قرنات المجموعة الملائمة التي هى مكان التقاء المستويات 
التى عددها 7: لقد تحولت « من المتراجحات الاصلية 0< دو >b‏ دف (المعروفة بس 
20( إلى معادلات . بقول آخر القرنة هي نقطة تنعدم من أجلها :من مركبات المتجه 
ا جديد ×( + القديمة و «). في نظام المعادلات ( -+ه c‏ هذه المركبات ال 7ل دهي 
ا منغيرات ا حرة» والمتغيرات الباقية التي عددها :هي المتغيرات الأساسية . بجعل 
المتغيرات الحرة» أصفاراً» تعين المعادلات Arab‏ عددها Jim‏ متغيراً أساسياً . 
ندعو الحل الذي نحصل عليه أساساً وذلك لتأكيد ارتباطه التام بهذه المتغيرات . إنه 
الحل الخاص الوارد في البند ۲-۲ . ولسوف يكون قرنة (حقيقية) إذا كانت جميع 
المركبات التي عددها chm pom‏ لذاء فإنها تقع في المجموعة الملائمة . 


Ax ا حلول الأساسية ا ملائمة للنظام‎ LE إن قرنات المنطقة الملائمة هي.‎ TA 
مساوية‎ n tn من مركباته التي يبلغ عددها‎ iS yom م=: يكون الحل أساسياً إذا كانت‎ 
الصفرء ويكون الحل ملائماً إذا حقق الشرط 0< ×. تكتشف الخطوة الأولى من‎ 
بينما تتحرك المرحلة الثانية خطوة خطوة نحو الحل‎ LS طريقة الإفراد حلا أساسياً‎ 
. الامثل‎ 


مثال القرنة م الظاهرة في الشكل E-A)‏ هي تقاطع aex=0‏ 2-6-0 +22 ¢ ولذاء 
فإن مركبتين من مركبات × تساويان الصفر OS My‏ الأخريان تساويان $6 إنه حل 
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لايزال القرار الحاسم بحاجة إلى تكوين : أي قرنة ستكون التالية ؟ لقد وجدنا إحدى 
القرن حيث 2 -:” مركبة من مركبات × موجبة أما الباقى فأصفار . نود الانتقال على 
أحد أضلاع المجموعة الملائمة إلى قرنة مجاورة . حقيقة كون قرنتين متجاورتين تعني 
أن 1 -” من المتغيرات الاساسية التي عددها Gym‏ تبقى أساسية ويصبح متغير 
واحد فقط حرا (صفراً). في الوقت نفسه» سوف يصبح أحد المتغيرات الذي كان 
pain a‏ | اساسا وسوف تزداد قيمته انطلاقاً من الصفرو تتغير قيم المتغيرات 
الأخرى الاساسية التي عددها 1-”» لكنها تبقى موجبة . القرار الحقيقى هو في 
معرفة المتغير الذي يجب استبعاده من المتغيرات الأساسية وأيها يجب ضمه إليها؛ فى 
حالة معرفتنا أي المتغيرات أساسية بالنسبة للقرنة الجديدة» فاننا نحصل عليها بحل 
النظام b‏ = ×4 مع بقاء المركبات الباقية للمتغير × مساوية الصفر . 

مثال لمتغيرات داخلة ومتغيرات باقية 

أوجد القيمة الصغرى للدالة التالية ضمن الشروط الآتية : 


X] + وير‎ + 64 + 2x5 =8 


ag : 8 
وعم بشرط‎ -x4 -3x; ضع‎ 


~ 


Ha‏ قب القرنة التي يكون فيها 8= 9x‏ 9= ×(هذان هما المتغيران الاساسيان) 
و 0=,×= ,×= ». إن القيود محققة ولكن قد لاتكون دالة التكلفة أصغرية. في 
ا لحقيقة » فإن دالة التكلفة هي التي تعين المتغيرات الحرة التي يجب أن تنتقل إلى 
الاساس . إنه من الحماقة أن نجعل ,× موجبة إذ إن معامله يساوي 7+ ونحن نسعى إلى 


تقليل التكلفة . أحد المتغيرين ×أو Ceo‏ وسوف نختار ×لأن معامله 3- أكثر 
سالبية » ا متغير الداخل هو × . 

بإدخال ,إلى الاساس» لابد من اخراج sha,‏ ,:منه . في المعادلة الأولى. 
نزيد من قيمة + وننقص من قيمة + بحيث يحافظ على المعادلة 8 - ×2 + + . وعندما 
تصل قيمة × إلى 4 فإن × يصل إلى الصفر ؛ المعادلة الثانية تبقى = +3x‏ × 
9 هنا يمكن ل ole‏ تتزايد حتى 3 وعندها تصبح 0-,+ ؛ لوتعدت ,+ العدد 3 
لاصبحت ×سالبة . بذاء تكون القرنة الحديدة قد تحددت حيث 3= ,0 -+ » ومن 
المعادلة الأولى نجدأن 2= :. المتغير الباقى هو ,× وتهبط التكلفة إلى 9- . 

ملاحظة : في القيود » خذ نسب الاطراف اليمنى إلى معاملات المتغير الداخل» 
, = . تدلنا النسبة الصغرى على المتغير الذي سيبقى . تأخذ هذه القاعدة النسب 
cd oll‏ فقط. Gre‏ الاعتبار»ء إذ إنه لو كان معامل ax.‏ 5 - بدلا هود oY ewa‏ 
ازدياد قيمة ,× إلى زيادة ,+ في الوقت نفسه (بجعل 10 = x‏ ستعطي المعادلة الثانية = x‏ 
39( ولن يصبح عندئذ × مساوياً الصفر. إذا كانت جميع معاملات ,+ سالبة» وهذه 
مى ULL‏ غير bydi‏ : إن قيمة المتغير قد تصبح كبيرة بقدر ما نشاء تما يجعل دالة 
التكلفة تؤول إلى 2 -. ولكن النسبة الثانية فى هذا ا مثال توحى لنا أن المتغير الثاني 
BOS AD (st‏ 

انتهت الخطوة الحالية عند القرنة 3= ,0 - ×= =2,x =x‏ + . على كل cdl‏ 
Ob‏ الخطوة التالية تكون سهلة إذا كان للمعادلات شكل مناسب_ ببقاء المتغيرات 
HULL‏ على نعو xix cade CISL‏ لذاء dee oA‏ الحورة بحل المعادلة 
الثانية من أجل ,× ونعوض EWI‏ في دالة التكلفة وفي المعادلة الأولى 3x,=9-x,-x,‏ 
وتصبح المسألة الجديدة. انطلاقاً من القرنة الجديدة هي : إيجاد القيمة الصغرى للدالة : 
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صعر 9- 1X3 -X4 - (9 -X2 -X3) =X2 + 8X3 -X4‏ شرل 


X, - 2X7 + 1X4 + ÓX4 - 
3 1 
Ls + Ix, + Ag = 3. 
3 3o 


تعدا لخطوة التالية سهلة . المعامل السالب الوحيد في دالة التكلفة يعني أن,» 
يجب أن يكوت pall‏ الداخل . التسبتان 3/0,276 Lins‏ الطرفان glag Yi‏ 
مقسومان على معامل ,× - تعنيان أن هو المتغير الخارج . القرنة الجديدة هي × 
=x =x =0,x =1/3,x% - 3‏ وقيمة التكلفة هي أ 9 - وهي قيمة مثلى . 

فى مسألة كبيرة» يمكن لمتغير خارج أن يعود ثانية . ولكن بما أن دالة التكلفة في 
تناقص مستمر ‏ ماعدا الحالة المتردية ‏ لذا فانه لن يحدث أن تبقى المتغيرات الأساسية 
(التى عددها (m‏ هى نفسها كما كانت . لن نعود ثانية إلى قرنة سابقة» وسوف تتوقف 
الطريقة عند القرنة المخلى . (أو co ee‏ - إذا كانت دالة التكلفة غير محدودة). Ley‏ 
يلفت النظر سرعة الوصول إلى الحل الا مثل . 

ملخص تحدد الاعداد 3-.1-.7 في القرنة الأولى والاعداد 1-. 1,8 في القرنة 
الثانية المتغيرات الداخلة . (تذهب هذه الاعداد إلى المتجه ٠ ١‏ المتجه الحاسم المعرف 
أدناه . عندما تكون هذه الأعداد موجبة نتوقف) . تعين النسب المتغيرات الباقية . 

ملاحظة حول ا حالة ا متردية تدعى قرنة من القرنات متردية إذا زاد عدد المركبات 
الصفرية المعتادة ل دعن on‏ أكثر من « مستوياً يمر من القرنة فتنعدم بعض المتغيرات 
الاساسية . يتضح ذلك» بعد المحوروة» بظهور صفر في الطرف الأيمن للمعادلات . 
النسب التي تحدد المتغير الخارج قد تتضمن أصفاراً» ويمكن أن يتغير الاساس دون 
مغادرة القرنة ch bi.‏ يمكن أن ندور إلى الأبد فى اختيار الاساس . 

لحسن e BLH‏ هذا الدوران لن يحدث . من النادر جداً أن يجهل ذلك نظام 
تجاري . لسوء الحظ » فإن التردي معتاد بكثرة فى التطبيقات ‏ إذا طبعت التكلفة بعد 


كل خطوة إفراد» فانك سترى أن الإفراد سيكرر مرات عديدة قبل أن يجد الضلع 
الجيد. ثم تتناقص التكلفة من جديد . 
الحدول 

تتضمن كل خطوة من خطوات الإفراد قرارات وعمليات سطرية_إذ يجب 
اتحتيار المتغير ات الداخلة والباقة ol;‏ نجعلها تأتى وتذهب . إحدى الطرائق لتنظيم 
الخطوات هي ملاءمة المعطيات ووضعها في مصفوفة كبيرة أو جدول . لكي نستطيع 
شرح العمليات» نبدأ بإظهارها بلغة المصفوفات بهدف الوصول إلى صيغة لدالة التكلفة 
(وكذلك للتوصل إلى اختبار التوقف الذي يكن أن يتحقق» فقط. عند بلوغ القرنة 
المثلى . ) لدينا المصفوفة 4 والطرف الأيمن b‏ ومتجه WS‏ » والجدول الابتدائى هو 
LS LE‏ يلى : 


الجدول من النوع c (m +l) X (m+n +I)‏ بعمود وسطر إضافيين . في البدء» Ley‏ 
نختلط المتغيرات الاساسية مع غيرهاء وتهدف الخطوة الأولى للحصول على متغير 
أساسي واحد في كل سطر؛ وحينئذ» يسهل اتخاذ القرارات . نعيد الترقيم إن لزم 
الأمرء نفترض أن ...× هي المتغيرات الأساسية بالنسبة للقرئة ASI‏ وأن بقية 
المتغيرات + حرة (أصفار). لذاء فإن الاعمدة ال ”الأوائل من المصفوفة 4 تكوّن 
مصفوفة مربعة B‏ (المصفوفة الأساسية لهذه القرنة)» بينما OSS‏ الأعمدة الأحرى 
مصفوفة ۸ من النوع m Xn‏ . بشكل مشابه» يجزئ متجه التكلفة »كما يلي | بر Cp‏ 
والمجهول × إلى xe xn]‏ وعند القرنة نفسها تجد 0- ×. بازالة المتغيرات BAN‏ 
تأخذ المعادلة Ar=b‏ الشكل 5 - ,×8 وتعين المتغيرات الاساسية ,×. تصبح دالة 
التكلفة ,× ,»= cer‏ ولكي يتم التعامل مع الجدول» فإننا pee‏ موزعاً على النحو 
التالى : 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب OAV‏ 


T = B vd b | 
| CR CN () 


: نظهر المتغيرات الاساسية وحيدة» إذا أمكن الحصول على مصفوفة الوحدة في موضع 
EUS O| B aa Zall‏ يعت : اما خطوات G42)‏ العادية (عمليات سطر ( لنصل 
إلى : 


7 -| / B'N و‎ 


CR CN 0‏ 
المصفوفة التي تحول المصفوفة 8 إلى 1هي 8 بالرغم من أنها لم تظهر بشكل 
g r ' 0000 ۳ 1 = 5‏ دج F‏ 
(فى الحقيقة » لقد قمنا بخطوة غاوس ‏ جوردان ؛ لقد قسمت المحاور لتعط ‏ وحداناً 
على القطر الرئيسي. وقد كونت أصفار فوق القطر كما حدث ذلك تحته . ) ولكى 
لنتهي + نطرح جداء ge,‏ الجزء العلوي من الجزء السفلى : 


1 B`'N B'b 
0 Cy- CgB 'N - لمح‎ / : 


بعتبر الآن الحدول جاهزاً }13 Ln] Le‏ تفسير تخر اضةء a‏ كانت سسالا هی تصغير 
ex‏ خاضعاً ل - »4 ,0< ×. ضربنا المعادلة Ax =b‏ بالمصفوفة "8 لنحصل على : 
ot B Nein HB” b‏ )\( 
وأخذت دالة التكلفة ex,‏ +ى«رء = cx‏ الشكل : 
(Y) eee N a |‏ 
النقطة الاساسية هي أن كل كمية old‏ أهمية تظهر في الجدول . في أقصى الطرف 
الا » جحد المتغيرات x =B h kaala‏ (المتغيرات الحرة هي 0= . أما دالة 
التكلفة الحالية فهي Bob‏ .© -:» وهي موجودة في القرنة السفلى بإشارة سالبة . PY‏ 
الأهم هو أنه LES‏ أن نقرر ما إذا كانت القرنة مثلى » وذلك بالنظر إلى الت ركيب rac‏ 


DAA‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


c B N‏ الواقع في منتصف السطر السفلي . إذا كانت عناصر في r‏ سالىة» فإنه 
يبقى فن الممكرة تخفيض قيمة دالة التكلفة . يمكننا جعل 0> × gr‏ المعادلة (۲) i‏ 
من جهة أخرى» إذا كان 0 < LS BO‏ تكون قد وجدت . هذا هو شرط 
الأمثلية أو اختبار التوقف . 


8 ب إذا كان المتجه =١ -c BUN‏ غير سالب» عندئذ» لايمكننا تخفيض التكلفة : 
تكون القرنة مثلى مسبقاًء والقيمة الصغرى لدالة التكلفة هي B'o‏ ء. لذاء فإن< r‏ 
0 هو اختبار التوقف . عندما يفشل هذا الشرط فان أى مركبة سالبة للمتجه + تقابل 
ضلعاً يكن تنخفض التكلفة عليه. الخطة المعتادة هى اختيار مركبة ‏ الاكثر سلبية . 

مر OLS‏ « هي التكاليف ا مخفضة ‏ ماذا يكلف استخدام متغير حر مطروحاً 
منه ماتوفر . إذا كانت التكلفة المباشرة (في Co‏ أقل من الوفر (الناتح عن عدم استخدام 
المتغيرات الاساسية) فيمكن الدفع من أجل تجربة هذا المتغير الحر. لنفرض أن أقل 
تكلفة سالبة هي 7. لذا يمكن لمركبة ×ذات الرقم :أن تصبح موجبة . إنها ا متحول 
الداخل الذى يزداد من الصفر إلى قيمة موجبة » . 

ماهي for‏ إنها تتعين بنهاية الضلع . لما كانت المركبة + الداخلة متزايدة فإن على 
بقية مركبات * أن تتناقص (وذلك لكي تبقى Arab‏ تصبح المركبة الأولى »التي 
تتناقص إلى الصفر » هي pill‏ الباقي - يتحول من أساسي إلى حر . نصل إلى القرنة 
التالية عندما تصل إحدى مركبات × إلى الصفر . 

عند تلك النقطة» نكون قد توصلنا إلى × جديدة أساسية ملائمة . إنها ملائمة 
لأن 0< ag‏ أساسية إذ أن لدينا من جديد ۸ مركبة مساوية الصفر . إن المركبة : 
للمتجه x,‏ التي تغيرت من الضقر إلى 9 6 سوف JE‏ محل المركبة #للمعجه. ,واي 
تناقصت إلى الصفر . أما المركبات الأخرى للمتجه ,×فقد تغيرت لكنها بقيت موجبة . 
المركبة التي تناقصت إلى الصفر هي التي تعطي النسبة اللاصغرية في Ae. AV)‏ 
نفرض أنها kadali‏ 


wae ون ا ال‎ Tl Rego 


۸ ج لنفرض أن »هو العمود : للمصفوفة N‏ . حيث يكون pall‏ الداخل ‏ قد 
اختير للانتقال من حر إلى أساسي . لذاء فإن مركبته في القرنة الجديدة هي النهاية 
الصغرى للنسبة : 

B bj _ (Bb), 


Û = mi 
(B` 'u) (Bw 


(Y) 


أخذت هذه القيمة الصغرى فقط على المركبات الموجبة للمتجه Bw‏ . إذا لم تكن 
هتاك مركبات موجبة + فان القرنة التالية سوف تكون بعيدة جداً ويمكن جعل التكلفة 
صغيرة إلى أبعد حد» القيمة الصغرى للتكلفة هى 00 - . وإلا فان العمود القدي k‏ 
5 للمصفو فة B‏ سوف يترك اللاساس و يدخل العمود الجديد 4 . 


إن العمودين B b, B u‏ موجودان فى الجدول الأخير AB u)‏ عمود في 
8 وهو موجود فوق العنصر الاكثر سالبية فى السطر الاسفل Cr‏ تتلخص خطوات 
الإفراد بعد مثال وتبدأ عندها الطريقة من جديد من القرنة الحديدة. 
مثال بدالة التكلمة «+×والشرطين 6= -w‏ ر2+×, 6= cpt. 2x +y -v‏ 
وجدناهما من قريب» تحد الحدول الأول : 


نم سم — 
واه 
oreo‏ 
Ona‏ 


إذا انطلقنا من القرنة نفسها م في الشكل (8 - 5) حيث يتقاطع 0= ×مع 
6- «+ +2 (يعنى أن 0= oy‏ فإن المتغيرين الاساسيين هما way‏ . ولكي ننظم 
الأمورع نجري عملية مبادلة بين العمودين الأول والثالث وذلك لكي نضع المتغيرات 
الأساسية قبل المتغيرات الحرة : 


إن عملية الحذف تضرب السطر الأول ب 1 - كي نحصل على محور قيمته واحد» ثم» 
نستخدم السطر الثاني كي نحصل على أصفار في العمود الثاني : 


حس س اسم 
ES‏ 
دع 


ننظ رأولاً إلى | -١ ١‏ ] = + في السطر الأسفل . إنه يحوي عنصراً سالباً. وعلى هذا 
فان القرنة الحالية 6= «= « وكذلك التكلفة الحالية + ليست مثلى . العنصر السالب 
موجودافى العمود الثالث: الذا» فإن المتغير الثالث سرف يدل الأساس. العموة 
الواقع فوق العنصر السالب هو "[2 3] = » 8 ؛ إن نسب العمود الأخير إلى هذا 
العمود هي > 2 وبا أن النسبة الأولى هي الأصغرء لذاء فإن المجهول الأول w‏ 
(والعمود الأول من الجدول) سوف يخرج من الأساس . 

الجدول الجديد يبادل بين العمودين الأول والثالث» وباجراء المحورة بوساطة تطبيق 
عملية LI‏ نحل : 


[ 1 l لي‎ OD 
s U J 2 6 ý 3 : | 
2 1 0 -1 éj=s|0 1 ج‎ <i. 
L O Û | -6 | 0 0 l -4 


أصبح الآن | + 4 |= gle yer‏ غقق اهار الو , ال3 ورور WSS‏ 
lane‏ الى اساوع Ole Lat‏ 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب Tsi‏ 


تنظيم خطوة الوفراد 

لقد انهينا الانتقال من الهندسة التابعة لطريقة الإفراد إلى الجبر من لغة «القرنات» 
إلى «الحلول الاساسية الملائمة». ونحن نعلم OYI‏ أن معرفة المتجه , والنسبة » أمر 
حاسم» ونود أن نعيد النظر في طريقة حسابهما. هذا هو قلب طريقة الإفراد التي 
يكن تنظيمها بثلاثة طرق مختلفة : 

J stow (1) 

LN من 8 العمود :من‎ K بحساب 8 ثم تعديلها عندما نستبدل بالعمود‎ (Y) 

(۳) بحساب 8-187 ثم تعديل هذين العاملين بدلا من تعديل "8 . 

هذه القائمة هي في الحقيقة التاريخ المختصر لطريقة الإفراد. من بعض النواحي. 
كانت المرحلة الباهرة هي الأولى -الجدول الذي كان مهيمناً لسنوات عديدة . لقد 
جلب لأغلبنا هالة من غموض البرمجة الخطية» خصوصاً لأنها تجنبت رموز المصفوفات 
بشكل كامل تقريباً (بالطريقة الماهرة في كتابة المصفوفات كاملة !) إلا أنه» بالنسبة 
للحسابات فان أيام الجدول_ماعدا بعض المسائل الصغيرة في الكتب الدراسية ‏ قد 
انتهت . 

لغرفة السبب+ تذكر آنه بعد Clie‏ «ويعد أن حددت مركيعه ASV‏ سالبية 
وهو العمود الذي سيدخل الاساس» فإنه لن يستخدم أي عمود غير ” . لقد كان 
حسابها مضيعة للوقت . في المسائل الكبيرة» هناك مئات من النقاط التى يجب حسابها 
مرة بعدمرة» منتظرة دورها لدخول الاساس . إن اجراء عمليات الحذف بشكل كامل 
يجعل النظرية واضحة إلا أن ذلك لايمكن تبريره عملياً . 

نحن مستعدون لترك الجدول جانباً. سيكون النظر فى طريقة الإفراد والحسابات 
التي تحتاجهاء فعلاء هو الأسرع وفي النهاية هو الابسط . كل خطوة تبادل بين عمود 
من ۸ وعمود من B‏ وعلينا أن نقرر (من خلال gr‏ 0( أي أعمدة نختار . إن هذه 


E 
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, 
.x =B b الحالي‎ 


جدول ۸ - ١‏ إحدى مراحل طريقة الإفراد 
)١(‏ احسب متجه السطر =١ B”‏ والتكلفة المختزلة arae AN‏ 
(۲) إذا کان 0 < «فاننانتوقف : : الحل الحالي أمشلء Vy‏ 
فإذا كانت ”هي أكثر المركبات سالبية» فاننا نختار العمود :من 77 ليدخل 
الاساس ونرمز Usd)‏ 
(Y)‏ نحسب المتجه ©" 8<« . 
)£( نحسب نسب 58 8 إلى Bou‏ نقبل » فقط » المركبات الموجبة 
للمتجه » 8. إذا لم يكن هناك أية مركبة موجبة فالتكلفة الصغرى هي 00 -. 
LI‏ إذا تكونت النسبة الصغرى عند المركبة فان العمود k‏ للمصفوفة الحالية 8 
سوف يغادر . 
)0( نعد ل المصفوفة 8 (أو ‏ 8) وكذلك الحل x =B”‏ ثم نعود 
للخطوة .)١(‏ 
هذهالخطوات تدعغعىء أحباناء بطريقة الإفراد ا معدلة لتمييزها عر العمليات 
الموجودة في الجدول . إنهاء في الحقيقة» مطابقة لطريقة الإفراد ذاتها إلا أنها 
ننهي هذه المناقشة عندما نقرر كيف نحسب الخطوات CV)‏ و (۳) و(0) : 
A=cpB', v=B'u, 5 x,=B'b.‏ )£( 
الأسلوب الأكثر تداولاً هو العمل مباشرة بالمصفوفة eB‏ حسابها بالتفصيل فى القرنة 
الأولى . وبعدئذ» تكون عملية المحورة عند القرنات المتتالية بسيطة . عندما نعوض 
العموة k‏ مرن ق الوحدة بالعمود cu‏ فإن العمود + من ' 8يعوض v=B us‏ 
. لكي نستعيد مصفوفة الوحدة» يضرب الحذف المصفوفة القديمة LUB‏ : 


(0) 1 V] 0 1 -Vi fp k 
RO = Fk = I/v k 
Va | -Vak | 


يستخدم كثير من أنظمة الإفر اد « الشكل الضربي للمعكوس» الذي يحافظ 
على المصفوفة Ug‏ ع عوضاً عن تعديل ‏ 8 مباشرة . عند الضرورة» يطبق ذلك 
على Ege BO lim slags (tay ogee # * Ley) dal a dc yb‏ 
سيجري تحقيق المعادلة )0( في التمرين CI=Y=A)‏ 

هناك أسلوب جديد يستدعى استخدام الطرائق المعتادة في احبر الخطي العددي 
معتيرين )٤(‏ ثلاث معادلات تشترك بمصفوفة المعاملات 8 : 


wr AB=¢n; Bv=u, Bt, =D 


لذا فان التحليل القياسى B= LU‏ (أو PB=LU‏ مع السماح بتغييرات سطرية 
بهدف الاستقرار). سوف يؤدى ذلك إلى الحلول الثلاثة . یک yL tai‏ ا عوضا 
عن حسابها من جديد . 

هناك أمر آخر : كم عدد خطوات الإفراد التي يجب أن نجريها؟ هذا سؤال 
تستحيل الإجابة عنه منذ البداية . تبين الخبرة أن الطريقة تمس حوالي sim‏ 3⁄2 قرنة 
مختلفة فقط c‏ يعني ذلك أن العملية تحتاج إلى حوالي «“:« خطوة وهو ما يمكن مقارنته 
بطريقة الحذف المعتادة لحل النظام cAx=b‏ وهذا هو السبب في نجاح طريقة الإفراد. 
لكن الرياضيات ثبين أن طول الطريق لا يحد أبداً بأي مضاعف ثابت للعدد m‏ أو أي 
فوة له . يكن لمجموعة ملائمة سيئة أن تفرض على طريقة الإفراد بتجربة كل قرنة . 
حتى الوقت الحالي» لم يكن معروفاًماإذا كانت برمجة خطية واقعة في 
الصنف الجيد P‏ -قابلة للحل بكثيرة حدود زمنية - أو فى الصنف الرهيب NP‏ 


5 ب الجبر الخطي وتطبيقاته 


مثل مسألة البائع المتجول. إن مسائل NP‏ موثوقة ولكن لم يبرهن أن كل الطرائق 
الحتمية تحتاج إلى زمن دالة أسية لتنتهى (وكذلك فى الحالة الاكثر سوءاً) . 

لقد برهنت طريقة 4۸ آنه یکن حل برنامج خطي بزمن كثيرة حدود . 
إنها تبقى داخل المجموعة الملائمة وتفوز JEL‏ من خلال سلسلة مجسمات قطوع 
å‏ نكمشة . لذاء فإن طريقة كارماركار الموصوفة أدناه لم تكن في وضع منافسة 
مع الجانب النظري chii‏ بل مع العملي أيضاً. مع ذلك بقيت طريقة الإفراد» فى كل 
هذا الزمن» تقوم بهذا العمل - بمعدل زمني» برهن حالياًء (من طريقة مختلفة عن 
الطريقة المستعملة) بأنه زمن كثيرة حدود . من أجل سبب ما مختف وراء هندسة كثيرات 
الوجوه ذوات الابعاد الكثيرة» كانت المجموعة الملائمة السيئة نادرة وتبقى طريقة الإف اد 
محظوظة . 


طريقة کار مار کار Karmarkar‏ 

نصل الآن إلى الحادثة الاكثر إثارة في تاريخ البرمجة الخطية الحديث. عرض 
كارمار كار طريقة قائمة على فكرتين بسيطتين تغلبت فى تجاربها على طريقة الإفراد . 
في تجارب أخرى ومسائل أخرى» لم يحصل ذلك . إن اختبار المسألة وتفصيلات 
النظام أمران حاسمان» وسيبقى الجدال قائماً . لكن الافكار الاساسية طبيعية» ab‏ 
وملائمة بصورة تامة لبنية الحبر الخطي التطبيقي . بحيث يمكن شرحها بفقرات قليلة . 
يمكنني الانطلاق ا إضافة الوسيلة التى أجازت لكارماركار أن يبرهن التقارب 


في زمن كثيرة حدود 


)1( عدد العمليات محدود بقوى ل ”7 و n‏ كما هوالحال في الحذف وفي طريقة غرام ‏ شميدت . 
من أجل برنامج كامل وتحليل إلى عوامل أولية» يعلم الكل أن العملية تأخذ طول دالة أسية في 
الحالات السيئة ‏ المسألة الشهيرة UP ± NP -١‏ تثبت أنه فى مثل هذه المسائل لايمكن أن توجد 
طريقة كثيرة حدود. | 
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الفكرة الأولى هي الانطلاق من نقطة واقعة داخل المجموعة الملائمة - 
للفرضن أنها eC deal)‏ ٭- والتجرك في LEYI‏ الذي تنخفض فيه التكلفة . بجا 
أن التكلفة هي cox‏ فان الاتجاه المفضل هو نحو »- . يقودنا AUS‏ عادة» إلى خارج 
المجموعة الملائمة ؛ إذ أن السير في هذا الاتجاه لايحافظ على .Ax=b‏ إذا كان م - Ax‏ 
و Ar =b‏ فإن على -a‏ :- مد أن يحقق 0-حذ ۸ . على ا خطوة Ax‏ أن تبقى في 
الفضاء الصفري ل A‏ . لذلك نسقط » - على الفضاء الصفري لنحصل على LEYI‏ 
الملائم الاكثر قرباً من الاتجاه المفضل . إن ذلك أمر طبيعى ولكنها خطوة كثيرة التكلفة 
فى طريقة كارماركار . 

لقد كان الإسقاط على الفضاء الصفري موضوع التمرين .)٠٠-۳-۳(‏ 
المصفوفة المسقطة : 


(V) Pèl- A TAA TIa 
BJAP=A- )44 ( (AA Y A=0 OY 6 هي التي تضع كل متجه في الفضاء الصفري‎ 
AA لعلك تدرك أن‎ . Ar=0 OY » Prax كان × مسبقاً فى الفضاء الصفري فان‎ 
لم يؤخذ بصورة حرفية؛ المعكوس لم يحسب. عوضاً عن ذلك» نحل معادلة‎ ( 

خطية ونطرح مركبة فضاء الاسطر من » (الذى هو OYI‏ متجه عمود) : 

(A) Pe=c-A'y ثم‎ AA'y =A 
الخطوة الكبرى والتكلفة الزائدة قد خفضتا‎ - Pc الخطوة ×4 هى مضاعف للمسقط‎ 
بحيث يبقى‎ -PCJ لكن لايمكننا أن نخرج من المجموعة المواتية . لقد اختير مضاعف‎ - 

»في الداخل» ولكنه قريب من الحدود حيث مركبة × تصل إلى الصفر . 


مثال . التكلمة ٤ "x =8x +2x + 7x,‏ القيود .Ax= 2x +2x +X =5 = Pb‏ 
فى هذه (Ul‏ المجموعة الملائمة هى المثلث POR‏ شكل (0-A)‏ . إنه شكل 
مستو فى الفضاء الثلاثي الابعاد مقطوع بالقيود 20.200 .نات x‏ على الحل 


at ia‏ اطي ر 


الامثل أن يقع في واحدة من القرنات التالية : 


x= iS, 0,0)‏ :۶ ء التكلفة 20 د جاع 


c'x=5 ء التكلفة‎ Q x= (0, =, 0) 
»ء التكلفة 35 = باح‎ R: x = (0, 0, 5) 


لذاء Ob‏ (0, 0,5( =× هى المثلى وتأمل أن تتحرك الخنطوة ×4 بقرب 0. 
يسقط LF!‏ (8,2,7) -ء على المستوي 5 - ×+ 22+ 2x‏ : 
A=[2 2 1[‏ لذا 46 دم” 44 تصبح 9y=27‏ 


= [8 El 132 
م‎ [2-1 2 -1 
7 1 4 


“3 


R = (0,0, 125) 


| plane 1.04X, + 3.92X, \ plane 2x, + 2x + ور‎ = 5 


+ 0.04۸4 =5 


xy | 
(—) (Í) 


0 1 1 
شكل (0-8). خطوة من عملية تغيير سلم القياس : من Pe‏ × بالا سقاط و من لون © بسلم 
ial‏ 


يحدد اتجاه الخطوة ×4 . بالتحرك من نقطة الانطلاق (1,1,1) =" × فى هذا الاتجاى 


| l- 2s 
x’ -sPc= 1 + 4s |. 


1l- 4s 


بخطوة طولها 6s=1/4‏ د تصبح المركبة الثالثة صفراً . يبلغ هذا الاختيار النقطة الحدية 8 
في الشكل» DLS AL‏ 0 ارب ak‏ ااا ۵ ولكن» بقطعها 
كل الطريق نحو الحدود» تترك فراغاً SUL‏ للخطوة التالية . كان من الممكن أن يحدث 
(رغم أنه لم يحدث هنا) أن تكون المركبة الصفرية ل 8 ليست صفراً في القرنة المثالية . 
عدكل+ ت قف قربا مه فو تهر فن 38 إلى 24 . العامل المضروب ك = 
96. = نموذجى » ولقد نشرت القيمة المخمضة 5. فى الاصل من قبل کارمارکار» فقد 
اختارها ليبرهن تقارباً فى زمن كثيرة حدود ليس من أجل مساعدة القارىء في PLEI‏ 
التقارب فى زمن حقيقى ‏ عندما يكون 24. - (96.) !ل y=‏ فإن الخطوة تنتهى عند : 


05 , 0.52 
=|20] (ye Lage x' =! 1.96 |. 
0.0 0.04 


يتم ذلك الفكرة الأولى ‏ الاسقاط الذي يعطي الهبوط الملائم . تحتاج الخطوة الثانية 
إلى فكرة جديدة OY‏ المتابعة فى الاتجاه ذاته غير مفيدة . 

اقتراح كارما IS‏ هو تحويل "× إلى الوضع ال مركزي (1,1.1) -» . تبديل المتغير 
هذا يغير المسألة» ولذاء فإن الخطوة الثانية تسقط title‏ على الفضاء الصفري AJ‏ 
الجديدة . تبديل المتغير هذا (سيقدم فيما بعد) غير خطي لكنه أبسط تحويل . هوء فعلاًء 
تغيير فى سلم قياس المحاور. 

Jas‏ (04. ,1.96,0, 0.52) = × إلى النقطة المركزية ء٠‏ نقسم مركبات كل متجه 


1.۸ ا لجبر الخطي وتطبيقاته 


على هذه الاعداد الثلائة . بقول آاخر. نضع هذه الاعداد فى مصفوفة قطرية D‏ ونيدل 
سلم قيا سكل متجه بواسطة in‏ 


| 0.52 
1.96 


| 0.04 
نحن من جديد في المركز بفراغ كاف للحركة رغم أن المجموعة الملائمة قد تغيرت 
(المثلث (POR‏ شكل A)‏ هب ) وكذلك متجه التكلفة ce‏ فإن لتغيير سلم القياس 
من »إلى × 2-2 تأثيرين : 
القَيد Ax =b‏ يصبح tADX =b‏ 
التكلفة x‏ © تصبح DX‏ "ع . 
عندئذ» تأخذ المصفوفة AD‏ مكان 4 ويأخذ المتجه CTD‏ مكان "» . في مثالنا يحصل 
مايلى : 
AD =(2 2 1[2-]104 3.92 0.04 |‏ 
cTp=(8 2 7| D=[4.16 3.92 0.28 |.‏ 
المسألة الجديدة هي جعل de" DX‏ نهايتها الصغرى خاضعة للقيود X ADX =b‏ 
0 < (الذي يكافىء 0< *). في الامثلة الكبيرة» سيكون للمصفوفة m A‏ سطراً 
le ye‏ عن سطر واحد. تسقط الخطوة الثانية متجه التكلفة الجديد على الفضاء الصفري 
ل 482 . تتحول المعادلة CA)‏ إلى : 
AD’ Ay =AD*c‏ ثم PDc = De - DA'y‏ )4( 
إنك تملك OV)‏ الطريقة كاملة عدا ما يتعلق بالانطلاق والتوقف . يكن الانطلاق من 


أي نقطة " × داخل المجموعة الملائمة . في كل خطوة» يغير سلم التخمين ONAN‏ 
isl!‏ موقع النقطة (1.1....1) e ٠=‏ ثم» يعطي الاسقاط )9( اتجاه الخطوة في 


المتغير الجديد. ناتج هذه الخطوة هو '**+ : 
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عملية تغيير سلم القياس 
)١(‏ تكوين مصفوفة قطرية 2 من مركبات “× ليكون : 
D` !x* =(1, 1, ..., 1) =e.‏ 
(۲) ب cole D‏ يحسب المسقط 286 في المعادلة )4( 
sal nul?)‏ #بحيف يكون ل iS we-sPDe‏ صفرية. 
)٤(‏ اختزال ٠» poles‏ (مثل 96. (a=‏ 
)0( المتجه الجديد هو x ax sDPDe‏ 


تنتقل الخطوة ×4 في المتغير الذي بدل سلم قياسه من Sle‏ ©5826 ء-ء. في المتغيرات 
cide YI‏ تتحول من وال x -sDPc‏ لنقم بهذه الحسابات فى المثال منطلقين من 
Ea a‏ 


y=1.2 أو‎ 16.45y = 19.7 تصبح‎ AD” Ay = AD 


4,16 1.04 2.91 
PDc =| 3.92 | - L2| 3.92 | =| -0.73 |. 
0.28 0.04 0.23 


سيجعل طول الخطوة 1/2.91 = المركبة الأولى صف را عندما نطرح 26« 5 من 
(1,1,1) -» . الخطوة 33. = 96/2.91. = s‏ أكثر محافظة . لذاء فإن ”× الجديد و 
D‏ التديد يضاق : 


_ | 0.02 0.040 
x? =| 246 | و‎ X’ =e-(.33)PDc =| 1.257 |. 
0.04 0.924 


نتحقق من أن ”+ واقع في المجموعة الملائمة : = 04 +04+492 = »+2 + :2 
ق ق جا ا O‏ ال م ها ووو Wend cl]‏ على 


1 الخبر gad!‏ وتطبيقاته 


قرب كاف من الخطوة الأخيرة من طريقة كارماركار . لمعرفة أية قرنة هى الفضلى 
LIS . ly saa‏ يعلم أن النقطة gill‏ عن واحذة aysay , 2,2,7 gajiga‏ 
من هذه الطريقة » تمكنا من تعيين القرنة الصحيحة © . 
كان كل العمل في الخطوة 2 من الطريقة التي هي اسقاط محمل . بلغة 
ليد (-5): فإ المصفوفة للسملة عي .»3 والجذاء 1717 هو 82 ph‏ 
المعادلة النظامية ا محملة cy‏ وسيكون حلها مسألة اساسية من الحبر الخطي العددي : 
ع “صمح (AD*A')y‏ )+\( 
الطريقة النظامية لحساب «هي الحذف . ينجح ذلك في مسألة صغيرة» وكذلك 
في مسألة كبيرة إذا بقيت جميع المصفوفات متناثرة . تقوم طريقة غرام شميدت البديلة 
على تقو أعمدة DA‏ وهي غالية رغم أنها تجعل بقية الحسابات سهلة . الطريقة 
المفضلة من أجل المسائل الضخمة هي طريقة التدرج المشتق . وهي شبه مباشرة تعطى 
الجواب الصحيح بشكل أكثر بطء من الحذف» لكنك ستسير جزءاً من الطريق ثم 
تتوقف . (لايمكنك الوقوف في منتصف طريق الحذف) . إن فكرة التدرج المشتق 
«بالشروط المسبقة» التي تعطي ذلك بالتدرج مو صو فة فى كتابى Introduction To Applied‏ 
Mathematics ( Wellesley - Cambridge Press )‏ . 
نسعى طريقة كارماركار الاصلية وراء تغيير سلم القياس *" 2 الذي يبقي 
التكلفة خطية . بدلا من ذلك» يوجد «تحويل إسقاط» إلى .D'x/e'D™ x‏ يحتاج 
ذلك إلى برهان كون التقارب وفق كثيرة حدود زمنية» إلا أنه عملياًء يستخدم تغيير 
سلم القياس lee.‏ لقد حققت الطريقة و عدلت لتشمل كل شيء ومددت DIL‏ المثالية 
غير الخطية . أعتقد أن طريقة كارماركار ستبقى حية ؟ إنها طبيعية وجذابة . شأنها OLE‏ 
كل فكرة جديدة في الحساب العلمي» قد تنجح في بعض المسائل وقد تفشل 
في مسائل أخرى . تبقى طريقة الإفراد ذات قيمة هائلة وكذلك جميع مواضيع 
البرمجة الخطية التى اكتشفت بعد قرون من المعادلات الخطية Arab‏ لكنها 
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شاركت فى الافكار الاساسية للجبر الخطى . إن أهم تأثيرات هذه الأفكار هي نظرية 
a yl‏ التى تا بعد هذا eS‏ 


eo, 


a. 
عم‎ 


تمارين 


إجعل ,× - × + × فى نهايتها الصغرى ضمن القيود : 


2x, -4x> TX, FEA =a 
3X | + 5x3 + X3 4 = 


أي واحد من المتغيرات ,× ينبغي أن يدخل الاساس وأي المتغيرين 
ae ×‏ أن يخرج منها؟ احسب المتغيرين الاساسيين الجديدين وكذلك 
قيمة التكلفة عند القرنة الحديدة . 

بعد خطوة الإفراد السابقة» هيء الخطوة التالية وفسرها. 

افرض » في المثال الوارد بعد A)‏ ج ) »أن التكلفة أصبحت «+3 › 
بحيث يصبح متجه التكلفة بعد اعادة ترتيبه» )0,1,3,0( = c‏ . برهن أن 
0 + . لذاء SABO’‏ م مثلى . 

إذا كانت دالة التكلفة | ‘ey‏ هي -y‏ × بحيث تصبح c‏ بعد اعادة 
الترتيب )1,1,0-,0(= »عند النقطة P‏ » احسب ”وقرر أي عمود؛ 
سيدخل الاساس . احسب بعدئذ u‏ 8 واستنتج من إشارته أنك لن 
تقابل قرنة أخرى . إننا نصعد على محور رفي الشكل )٤-۸(‏ و x-y‏ 
تسعى إلى ٠‏ - . 

فى المثال نفسه» استبدل بدالة التكلفة DW‏ «3+×. تحقق من أن طريقة 
الإفراد تأخذك من م إلى 0 إلى 8 وأن القرنة 8 مثلى . 


jsa 


تتكون المرحلة الأولى من إيجاد حل أساسي ملائم لنظام Ax=b‏ . بعد 
تغيير الإشارات لتصبح 0< bib‏ في المسألة التي تقتضي إيجاد النهاية 
الصغرى للدالة ...+ wW +W,‏ ضمن الشروط x20, w20, Ax+w=‏ 
0 . إذا كان للنظام ط = ×4 حل غير سالب » فان القيمة الصغرى للتكلفة 
في هذه المسألة سوف تكون صفراً ويكون 0= w‏ 
)١‏ بين call‏ بالسبة للمسألة الجنديدة code‏ تكون القرنة 8-س, 0-» 
أساسية وملائمة معاً. لذاء فإن مرحلتها الأولى قد تمت فعلاً ويمكن 
لطريقة الإفراد أن تعمل لإيجاد الزوج الأمثل م« ,× . إذا كان 0= س 
فسوف تكون ×هي القرنة المطلوبة في المسألة الأصلية . 
نب) إذا كانت | 1- 1 | 4ن US b=[3]‏ المسألة المساغدة ومعحه 
مرحلتها الأولى 0=×و ط= WIS yw‏ متجهها الأمثل . أوجد قرنة 
المنطقة الملائمة 3 = ,× - » , 0 < ,×< ,د وارسم شكل هذه المنطقة . 
إذا أردنا أن نحد القيمة العظمى بدلا من القيمة الصغرى لدالة التكلفة 
(مع الاحتفاظ ب0 < + ,0= ×4). فماذا يكون اختبار التوقف على r‏ 
وماهي قواعد اختيار عمود من ١‏ ليدخل الأساس وعمود من 8 ليصبح 
Sj >‏ 
أوجد القيمة الصغرى للدالة tx,‏ +2 ضمن الشروط : 

0.x 20.‏ 2 وعد و12 2 #x5 24, x) + ê‏ بي 
حقق العكس في (0) وبرهن أن 2 8 تحوي »= 8۷ في عمودها k‏ 
لذاء BE OP‏ هي المصفوفة الاساسية الحقيقية للتوقف التالي» "ع "ع 
عي مكو سهاو ASE‏ السقرقة الأساسة بسر راسي 
نفرض أننا نريد جعل ×- × في نهايتها الصغرى ضمن القيود : 
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2X | - 4x5 X3 = 6 


3x, + 6x5 +x4 = 2 


انطلاقاً من (0,0,6,12) =×» هل يكن ل + أو , + أن يزيد من قيمته الحالية 
الصفرية؟ إلى أى مذ فمكنه أن يزداد قبل أن تدفع المعادلات gx‏ + 
you‏ القن ode bx ind ale?‏ الفا 


١١-۲-۸‏ من أجل المصفوفة P=1-A (AA) A‏ برهن أنه إذا كان ×فى 


\Y-Y=-A 


ITSA 


فرع أ = 


\o-Y-A 


الفضاء الصفرى ل Prax OLA‏ يبقى الفضاء الصفرى كما هو تحت 
تأثير الاسقاط . 

تغير التكلفة في الخطوة الأولى من كارماركار هو e apase Pe‏ 
برهن أنها c- s [Pe |]? col nt‏ لذا» فإن التغير سالب والعكلقة 
متناقصه . 

)1( اجعل التكلفة r= Sx +4: 48x‏ © في نهايتها الصغرى على المستوي 
3 - ×+ + × » وذلك باختبار الرؤوس POR‏ حيث لا يتقاطع real od‏ 
مع المطلوب 20 2 . 

(ب) اسقط (5,4,8) c=‏ على الفضاء الصفرى ل [1 1 1]-4 وأوجد 
خطوة النهاية العظمى Ss‏ تبقى 52 :-ء غير سالبة . 

اختصر فى التمرين السابق ب 98.=» لانهاء الخطوة قبل الحدود واكتب 
المصفوفة القطرية 7 . ارسم المثلث الملائم الواقع في المستوي = A DX‏ 
3 بعد الخطوة الأولى من طريقة كارماركار. 

في التمرين السابق» Al‏ خطوة ثانية في طريقة كارماركار وقارن x‏ 
بالمتجه في القرنة المثلى للمثلث POR‏ 


1 احبر get!‏ وتطبيقاته 


۸ - ” نظرية الثنوية 

ابتدأ الفصل الثاني بالقول : إنه بالرغم من أن طريقة الحذف تعطي أسلوباً لحل 
النظام =×4. إلا أنه من الممكن تصورفهم مختلف وأكثر عمقاً لذلك . إن هذا الامر 
ينطبق كذلك على البرمجة الخطية . تحل آلية الإفراد البرنامح الخطي ولكن» في 
الحقيقة» يقع مبدأ الثنوية في مركز أسس هذه النظرية . إنها فكرة بارعة وهي في الوقت 
نفسه أساسية بالنسبة للتطبيقات ؛ سوف نشرح ذلك بقدر مانفهم . 

إنها تبدأ بالمسألة القياسية : 


.x 20,Ax 2b الشروط‎ pond cx الصغرى للدالة‎ Eyl المسألة الأصلية أوجد‎ 


لخن CON!‏ بدلا من أن نكون مسألة HIS‏ تحتوى على معادلات Lib ge‏ عن 
متراجحات» فإن الثنوية تحدث مسألة مختلفة LE‏ تنطلق ا مسألة الثنوية من ا معطيات 
© نفسها ويقلب كل شىء . فى المسألة الاصلية»ء كانت فى دالة التكلفة b‏ 
E‏ ار وط JLi ala si AE‏ المرافقة . بالاضافة إلى ذلك فإن إشارة 
pic l pl‏ ورضيم ار نديد «تجدسطر؟ Ue LSI tyad OS y‏ ي 
Vaya S «‏ من Lbs Ar 2b‏ فإننا هتا تحد القبمعة العظمى بدلا من ul‏ 
الصغرى . أما الشيء الوحيد الذي يبقى كما كان فهو شرط عدم السلبية ؛ المتغير له 
AS am‏ وبحت أن بقع الشرط 0< .g‏ باتعتصار:ء إن (Eg)‏ مسالة الق 


الصغرى هي مسألة قيمة عظمى : 


المسألة المرافقة أوجد النهاية العظمى للدالة طرضمن الشروط <c‏ 4ر,0< ر 


; ' )\( 
المسألة المرافقة لهذه المسألة هى مسألة القيمة الصغرى الاصلية . 


)1( هناك bis‏ تام بين المسألتين . بدأنا بإيجاد القيمة الصغرى» ولكن طريقة ol BY‏ تطبق بشكل 
مشابه على القيمة العظمى . بأي طريق تحل المسألتان فى وقت معاً . 
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من الوضح أنه يجب أن أشرح لك بعض الشىء حول هذه الامور المعكوسة . 
إنها تخفي نوعاً من المنافسة بين القيم الصغرى والقيم العظمى . وأوضح شرح لذلك 
SL‏ من خلال العودة إلى مسألة الحمية التي آمل أن تتبعها مرة أخرى . تحوي مسألة 
القيمة الصغرى ۸١‏ مجهولاً تمثل #طعاماً مختلفاً تقدم بكميات (غير سالبة) × 
Zi‏ . أما القيود التى عددها * فانها نمثل فيتاميناً مطلوباًء بدلا من الشرط الوحيد 
الذي سبق ذكره حول كمية البروتين اللازمة . العدد © هثل aS‏ الفبعاضين ¡ في 
الطعام j‏ ويتطلب السطر : في النظام 6< Ax‏ أن تحتوى الوجبة على ذلك الفيتامين 
بكمية لاتقل عن «. وختاماًء إذا كانت » هي تكلفة الطعام ر» عندئذء تمثل الدالة 
c x tatie x OX‏ تكلفة الوجبة . والمطلوب هو جعل هذه التكلفة أقل ما يكن . 
هذه هى المسألة الاصلية . 

في المسألة المرافقة» يبيع الصيدلي فيتامينات بدلاً من الطعام . تعتبر أسعاره y‏ 
abt‏ للتعديل مادامت غير سالبة . الشرط الرئيسي» على كل حال» هو أنه لايمكن أن 
يتقاضى أكثر من البقال عن كل طعام . لما كان الطعام زريحوي فيتامينات بكميات 
مقدارها . sa‏ فان السعر الذي يتقاضاه الصيدلي بالكمية المقابلة للفيتامينات لايمكنه 


أن يزيد على سعر JUJ‏ ©. هذا هو القيد Sc‏ ۸4«. ضمن هذا القيد» بإمكانه أن يبيع 
كمية مقدارها 5 من كل فيتامين ale‏ اجمالي b tty b Eyb‏ :وهو يسعى جعله 
أعظم ما يمكن . 

يجب أن نتبين أن المجموعتين الملائمتين بالنسبة للمسألتين مختلفتان فيما بينهما 
LE‏ فبينما الأولى مجموعة جزئية من "۸ معينة بالمصفوفة 4 وبمتجه الشروط 
م نجد أن الثانية مجموعة جزئية من OR”‏ تتعين بوساطة منقول 4 والمتجه e‏ بالرغم 
من ذلك» فانه حينما نأخذ دالتي التكلفة في الحسبان» فإن المسألتين تضمان المعطيات 
نفسها Abe‏ . إن نظرية البرمجة الخطية بأكملهاء مرتبطة بالعلاقة بين هاتين 
المسألتين . ha‏ مباشرة إلى النتيجة الاساسية : 
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۸ د نظرية الثنوية: إذا كان للمسألة الاصلية أوللمسألة المرافقة متجه أمثل. فسيكون 
للمسألة المرافقة كذلك وله القيمة ذاتها . تكون النهاية الصغرى للدالة cx‏ مساوية للنهاية 
العظمى للدالة ob‏ إذا لم يكن هناك حل أمثل. فهناك امكانان: إما أن تكون 
المجموعتان الملائمتان خاليتين أو تكون إحداهما خالية والمسألة الأخرى غير محدودة 
(القيمة العظمى 00+ أو القيمة الصغرى C-‏ 


إذا كان لكل من المسألتين متجه ملائم فان لهما متجهين أمثلين دو «بالاضافة 
إلى أن م برع ox‏ 

من ناحية رياضية» يسوي ذلك المنافسة بين البقال والصيدلي : الننيجة دائ 
تعادل . سوف جد في نظرية اللعب» نظرية أصغر قيم عظمى مشابهة ونظرية توازن 
Apli‏ هذه النظريات لاتعني أن المستهلك لايدفع شيئاً مقابل وجبة مثالية» ولا يوجد 
أي سبب اقتصادي كي يفضل الفيتامينات على الطعام . رغم أن الصيدلي يضمن منافسة 
البقال على كل طعام ‏ ومن أجل الطعام الغالي الثمن مثل زبدة الفول السوداني فإن 
الصيدلي سيبيع بأرخص الأسعار . سنلاحظ أن الأطعمة الغالية ستبتعد عن الوجبة 
المثلى إلا أن النتيجة هي التعادل . 

يمكن لهذه النتيجة أن تظهر كش-مات» إلا أنني آمل أن لاتكون واهماً. يحوي 
المتجه الامثل المعلومات الحاسمة . في المسألة الاصلية» "+ يخير ما على الشاري أن 
يفعل. في المرافقة ' ديحدد الاسعار الطبيعية (أو «أسعار الظل» التى يجري وراءها 
الاقتصاد. بقدر ما يعكس نموذجنا الخطي الاقتصاد الحقيقي. تمثل هذه المتجهات 
القرارات التي يجب تنفيذها . لايزال هناك ضرورة لحسابها بطريقة الإفراد؛ تخبرنا 
نظرية الثنوية عن خواصها الأكثر أهمية . 

لووك led Gl‏ اله هاا قل قو اناو اکا أنه يكن للصيدلي أن يرفع 
أسبعاره جقی تلاق أسعان البقال Sly‏ الآمر غير ذلك os AVR‏ الرء الأول هو 
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الذي يقع : لا كان يكن تبديل كل طعام بالفيتامين المكافىء له دون زيادة فى التكلفة 
فان على كل وجبة مناسبة أن تكون كلفتها مساوية على الاقل» لأي سعر يفرضه 
الصيدلى . انها مثر اجحه با تجاه واحد» أسعار الصيدلي < SLES aal‏ إلا أنها 
أساسية . إنها تدعى الثنوية الضعيفة» ومن السهل أن نبرهن من أجل كل برنامج 


WA‏ إذا كان + و ر متجهين ملائمين فى مسألتي النهاية الصغرى والعظمى فانه يتحقق 
مايلى yb Sex,‏ 


البرهان L‏ أن المتجهين ملائمانء لذاء فهما يحققان: 
yASc‏ و Ax 2b‏ 
ويا أن الملاءمة تحوى 0< ×و 20 cy‏ لذاء فإن الضرب الداخلى لن يغير من جهة 
المتراجحات : ۰ 
عن > yAx‏ وا 2yb‏ دمر )\( 

وبا أن الطرفين الأيسرين متطابقان, لذاء فإننا نحصل على الثنوية الضعيفة 
yb Sex‏ 

عله cll‏ ايحة ذانت ol AY!‏ الو tod‏ سهلة الاستعمال. EYY‏ تمنع هاتين 
QL‏ من أن US‏ غير مسدودتين» MoS yb CSS]‏ حد كبير فلا يكن أن 
يوجد متجه ملائم × وإلا فاننا سنخالف yb Sex‏ بشكل مشابه» إذا كانت المسألة 
الاصلية غير محدودة_دالة التكلفة + تسعى إلى م - ٠‏ فإنه لايمكن أن يکو ن للمسالة 
المرافقة متغير y‏ ملائم . 

الأمر الثاني» وهو من الاهمية ذاتها: نستطيع أن نقررء مباشرة» أن أي متجه 
يحقق المعادلة + - «هو متجه أمثل . عند تلك النقطة» يتساوى سعر البقال مع سعر 
الصيدلي ونجد الوجبة المثلى والفيتامينات المثلى بحيث لن يكون للمستهلك خيار بين 


الأمرين . 
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۸ و OTIS]‏ دو « متجهين ملائمین وكان طر=×»›فان دو رأمثلان . 


البرهان: AS Lady‏ ه» ليس هناك متجه ملائم « يمكن أن يجعل Sly‏ من 
د». بما أن «ريحقق هذه القيمة» لذاء فهو أمثل . بشكل مشابه ليس هناك متجه ملائم 
× يكن أن يجعل lex‏ من ط رو آي ×يحقق هذه النهاية الصغرى لابد Oly‏ يكون هو 
eI‏ | 

سنقدم مثالا بنوعين من الطعام ونوعين من الفيتامينات . لاحظ كيف تظهر "۸ 
عندما نكتب المسألة المرافقة se OY‏ 4< من أجل متجهات أسطر تعنى "© > "ر A‏ من 
أجل متجهات أعمدة . 
الاصلية: أو جد النهاية الصغرى ل x +4x‏ المرافقة: أو جد النهاية العظمى ل 6y +7y‏ 


yj 2 0, ya = 0, شد عد‎ x% 20, X20, شرط‎ 
2y, +5y, > 1 شرط‎ 21 + Xs 26 شرط‎ 


اختيار 3= ×و 0- ,+ ملائم بتكلفة قدرها 4×,=3+ × . في المسألة المرافقة» يعطي y,‏ 
0 -,«, 1/2 - القيمة نفسها 72-3 + 6y‏ . لذا OU‏ هذين المتجهين أمثلان . 

يبدو ذلك سهلا إلى حد كبير . بالرغم من ذلك لابد لنا من نظرة فاحصة لمعرفة 
مايحصل عندما تصبح المتراجحة Sex‏ طرفي لحظة ما معادلة . إن ذلك يشبه حساب 
التفاضل حيث الجميع يعلم شرط النهاية العظمى أو النهاية الصغرى : المشتقات الأول 
تساوي الصفر . من ناحية أخرى . قذيتسى pan b lied‏ اما عند وجوه قبود: 
إن أفضل مثال لذلك هو الخط المستقيم المائل نحو الأعلى» مشتقته لاتساوي الصفر 
hut‏ لذا يفشل حساب التفاضل هناء والقيمة العظمى تقع عند الطرف الأيمن للفترة . 
هذهء تماماًء الحالة التي نواجهها في البرمجة الخطية . هناك متغيرات أكثر والفترة تصبح 
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مجموعة ملائمة ذات أبعاد متعددة» لكن ما يبقى هو أن القيمة العظمى كذلك تقع 
عند قرنة من قرنات المجموعة الملائمة . بلغة طريقة الإفراد» إن هناك حلا أمثل د وهو 
أساسى : له iS yam‏ غير صفرية فقط . 

المسألة الحقيقية فى البرمجة الخطية هي في تحديد هذه القرنة. ومن أجل 
ذلك »يجب أن نقبل of‏ حساب التفاضل ليس» تماما :دون فائدة. ليس الأمر بعيدا 
من ذلك إذ إن طريقة « معاملاات (EI EY‏ سوف تعيدنا إلى المشتقات الصفرية عند 
إيجاد النهايتين العظمى والصغرى . by‏ الحقيقةء المتغيرات ا مرافقة رهي» LLE‏ 
معاملات لاغرانج المتعلقة بمسألة إيجاد النهاية الصغرى للدالة cx‏ هذه الحيلة 
هى » أيضاًء مفتاح البرمجة غير الخطية. إن شروط النهايتين العظمى والصغرى 
المقيدتين سوف تظهر » رياضياء فى المعادلة (۲)» إلا أننا نود أن تعبر عنها هنا بتعابير 


اقتصادية : ستكون الوجبة ×واسعار الفيتامينات Ply‏ عندما : 


() لايبيع البقال شيا من أ طعام بر يك سعره على سعر الفيتامين المكافىء . 
(Y)‏ لايطلب الصيدلي أي ثمن لفيتامين متوافر بزيادة في وجبة الطعام . 


في OY × = 0 SU‏ الطعام الثانى غال ola‏ إذ يزيد سعره عن سعر الصيدلي حيث 


EO E Pree =m + A‏ ھ E gel‏ = اوا اور“ کی 
ان 4< +3y‏ «متراجحة فعلية 0>4+ !1 . بشكل مشابه سيكون 0 «إذازادت كمية 


— 


الفيتامين :عن الحد المطلوب ؛ plab) ai)‏ مجاني» وهذا يعني أنه بدون أية قيمة . يتطلب 
JU‏ سبع وحدات من الفيتامين الثاني إلا أن الوجبة مزودة فعلاً 15 = Sx 43x‏ . 
وبذلك» 44 0= « . بامكانك أن ترى كيف أصبحت نظرية الثنوية مستكملة ؛ فعندما 
يتحقق القيدان معاًء عندئذ» فقطء يكون لدينا حلان أمثلان . 

من السهل فهم شروط ا ملاءمة الأمثلية هذه بلغة المصفوفات . ثقارن المتجه Ax‏ 
بالمتجه 0 (تذكر أن شرط الملاءمة يتطلب 8< (Ax‏ ونبحث عن المركبات التي تفشل من 
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أجلها المساواة . هذا يقابل الفيتامين الذي ازدادت كميته عن الحاجة المطلوبة» ولذاء 
فإن سعره 0= « . في الوقت نفسه» نقارن 24 ب » ونتوقع أن تقابل المتراجحات الفعلية 
(أطعمة باهظة الثمن)العلاقة 0= + (اهمال الحمية). هذه هي «الشروط المتراخية 
الاضافية" في البرمجة الخطية وشروط Kuhn - Tucker ١‏ في البرمجة غير الخطية . 

۸ ز نظرية التوازن: لنفرض أن المتجهين الملائمين ×و «يحققان الشروط المتراخية 
الاضافية : 


(Y) x =0 فان‎ (yA) >> كان‎ llay =0 فإن‎ (Ax) >b إذا كان‎ 
j jj م‎ io i 


حينئل å‏ يكون radiy ax‏ وبالعكس فان المتجهين الامثلين . يحقمّان (Y)‏ 


البرهان: المعادلات التي تعتبر مفتاح ا حل هي : 
yb = y(Ax) = (yA)x =c‏ 300 


dole‏ تكون المعادلة الوسطى» فقط» أكيدة . أما بالنسبة للمعادلة الأولى فنحن 
نعلم أن 0< gy‏ م< عد ولذاء فإن Sy (Ax)‏ مر . اضافة إلى AUS‏ فإن هناك طريقة 
واحدة تتحقق من أجلها المساواة : ف يكل مرة يقع التناقض ١ > (Ax)‏ » يكون العامل 
«الذي يضرب بهذه ا مركبات مساوياً الصفر . لذاء فإن هذا التناقض لايضيف شيا 
إلى الضرب الداخلي وتبقى المساواة محفوظة . 

× < 0 الامر صحيح بالنسبة للمعادلة الأخرى: الملاءمة تعطي‎ cis 
نحصل على التساوي عندما يتحقق الشرط المتراخي‎ .yAx Sex oF 4نزولنا.‎ Se و‎ 
ra الثاني : إذا كان هناك زيادة في السعر  > (<4)» فان ذلك سيلغي نتيجة الضرب‎ 
يتركنا ذلك مع ده = طرفي المعادلة (۳) الاساسية» وهذه المساواة التي تضمن‎ . = 
oy (وهى التى كانت قد ضمنت ) مثالية ق‎ 
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برهان الثنوية 

هذا يكفي من أجل المتراجحة Sex‏ 5« . لقد كان من السهل برهانهاء ومن 
خلالهاء حصلنا على اختبار سريع للمتجهات الأماثل (إنها تحولها إلى مساواة) . وقد 
اعطيت OVI‏ شروط متراخية لازمة وكافية . الشىء الوحيد الذي لم يعمل هو أن نبين 
أن المساواة ×=« ممكنة حقاً. ولن تكتمل نظرية الثنوية قبل أن نحصل على المتجهين 
الامثلين اللذين لا يمكن الحصول عليهما بعمليات بسيطة . 

لكي نحصل عليها نعود إلى طريقة الإفراد التي كنا قد حسبنا بواسطتها SAN‏ 
الامثل ×. مسألتنا هي تعيين الحل الامثل «وفي الوقت نفسه توضيح أن الطريقة 
تتوقف في المكان الصحيح المناسب للمسألة المرافقة (بالرغم من أنها صممت لحل 
المسألة الاصلية) Nol.‏ لنذكر كيف انطلقنا . جعلت المتراجحات < Ax‏ التى عددها 
om‏ معادلات بادخال متغيرات التراخي w= 4× - b‏ وإعادة LLS‏ شروط الملاءمة كما 


فنا 


11م 5 


لقد اختارت كل خطوة من خطوات الطريقة ‏ عموداً من المصفوفة الكبيرة 
A -14 [‏ لتكون اعمدة اساسية ولإزاحتها (نظرياً على الاقل إذا لم يكن فيزائياً) إلى 
المقدمةء ينتج عن ذلك N]‏ 8]وتم» تبعاً لذلك» إزاحة مقابلة فى متجه التكلفة 
الطويل 01 ]١‏ واعيد ترتيب مركباته لتصبح fe co)‏ إن شرط التوقف الذي ينهي 
طريقة الإفراد» كان: rc -e 8 N20‏ 

نعلم أن الشرط 0< «قد تحقق أخيراً OV‏ عدد القرنات محدود . وحينئذ تكون 
التكلفة الااصغرية : ۰ 


A | - [1 
(0) التكلفة الاصغرية‎ Cx =[cp en] 202 |= 
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إذا امكن اختيار 8 yo‏ في ا مسألة ا مرافقة عندئذ يكون من المؤكد أن »= yb‏ 
د. النهاية الصغرى والنهابة العظمى متساويتان . لذا esol‏ أن ر pat‏ قيود 
SLL‏ المرافقة: .y 20 yA Sc‏ غلينا Ol‏ برعو أن : 


(3) y [A + | Sle Ui. 


وضع المتغيرات الاساسية فى البداية» فان ذلك يؤدي إلى إغادة تر Sleat‏ على 


(V) قاع‎ NS [eg cx| 


cy =e B Lt Ly Still,‏ فان النصف الأول مساواة أما النصف الثاني فإنه 
BON > ».‏ . يمثل ذلك شرط التوقف 0< الذي نعلم أنه محقق . لذاء فإن y‏ 
ملائم وبذا» تكون نظرية الثنوية قد تم برهانها . بتحديد مكان المصفوفة الحرجة 8 التى 
هي من النوع x m‏ ۸ والتى هى غير شاذة مادام التردى غير بمكن. تكون طريقة 


x SUS y y de قل أو‎ al bY! 


اسعار الظل Shadow Prices‏ 
كيف تتغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة مع تغير الطرف الأيمن « أو تغير متجه 
التكلفة Se‏ إنه سؤال يرتبط بموضوع تحليل ا حساسية» ويسمح لنا بأن نستنبط من 
ae re‏ مر بي one‏ 

أو oe pill‏ التتفيلين» سك ت لين | لأسيخلة gm‏ ل التكلفة الماعتتيية aL coal‏ 
إذا سمحنا بتغيرات كبيرة في أو bike‏ سرا اضر شى 
فعندما يزداد سعر البيض فسيكون هناك مرحلة يختفى فيها البيض من الغذاءء وبلغة 
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البرمجة الخطية » يعني ذلك أن المتغير ... * سوف ينتقل من متغير أساسي إلى متغير 
حر. ولكي نتابع ذلك بدقة» علينا أن ندخل مايسمى بالبرمجة الوسيطية . لكنء إذا 
كانت التغيرات صغيرة» الامر الاكثر احتمالا» فان القرنة الت يكانت مثلىتبق MIS‏ 
والمتغيرات QL VI‏ المختارة لن He‏ , بتعبير paN 9B Ole SI‏ تظلان كما هما . 
هندسياً» يعني ذلك أننا أزحنا المجموعة المواتية قليلاً (بتغيير 5 )» وأننا أملنا قليلاً جماعة 
المستويات لتقترب من تلاقيها (بتغيير ele‏ فإذا كانت هذه التغيرات صغيرة يحدث 
الاتصال أولاً عند القرنة ذاتها (بإزاحة طفيفة) . 

في نهاية طريقة vol SY‏ عندما يصبح الاختيار الصحيح للمتغيرات الاساسية 
معلوماًء تكون الأعمدة ALLA‏ لها من المصفوفة A‏ مصفوفة أساسية 8 .عند تلك 
القرئة» AÉ‏ 

c B م‎ =y b = التكلفة الأصغرية‎ 

وعلى هذاء Old‏ تغيراً مقداره Ab‏ سوف يغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة يما 
Ab Joby‏ ر. يعطي cy‏ حل المسألة المرافقة» معدل تغير القيمة الصغرى لدالة التكلفة 
(مشتقتها) بالنسبة إلى تغيرات 5.. تدعی مركبات y‏ أسعار الظل وهذا أمر معقول ؛ 
إذا ازداد الطلب على الفيتامين ٠‏ بمعدل 4 وكان سعر الصيدلي VT‏ وكان مزاحماً. 
(LL‏ للبقال» فان كلفة الغذاء (سواء من عند الصيدلى أو البقال) ستزداد بمقدار 
4 77 . في الحالة التي يكون فيها yi‏ صفراًء سيكون الفيتامين By‏ سلعة مجانية» ليس 
لتغير بسيط على طلبه أى أثرء لقد حوى الغذاء منه أكثر من الحاجة . 

سوف نعرض الآن سؤالاً مختلفاً. لنفرض أننا نصر على أن تحوى وجبة الطعام 
عدداً صغيراً من البيض ؛ يتغير شرط عدم السالبية ليصبح 8 > x‏ كيف يؤثر ذلك 
على دالة التكلمة ؟ 

لو كان البيض ضمن الوجبة المثلى لما كان هناك أي تغير ‏ فالمتطلب الجديد متحقق 
سلفاً وليس هناك أي BLS]‏ في التكلفة» ولكن» إذا كان البيض خارج الوجبة فإن 
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ذلك يكلف بعض الشيء وتجب إضافة المقدار 5. الزيادة لم تكن الثمن الكامل ‏ 
8 ..ء إذأننا سوف نقطتع من الاطعمة الأخرى ونعوض جزئياً. هذه الزيادة محكومة 
Wad‏ «فرق التكلفة» للبيض ‏ ثمن البيض ناقصاً الثمن الذي دفعناه لمكافئه من الطعام 
الرخيص . لحساب ذلك» نعود إلى المعادلة CY)‏ من البند (Y-A)‏ 
(cy-cgB 'N)xy +cgB kerry +cgB b= SS‏ 

إذا كان البيض هو المتغير الحر الأول فان زيادة المركبة الأولى من × بمقدار ة 
يزيد التكلفة بمقدار 8 .r‏ لذاء فإن التكلفة الحقيقية هي r,‏ . بصورة مشابهة » يعطى 
المتجه r‏ التكلفة الفعلية لجميع الاطعمة غير الاساسية_التغير في التكلفة الكلية وكذلك 
صفر الحد الأدنى ل ×(قيد عدم السلبية) قد تحولا صعوداً. نعلم أن 0< e r‏ بسبب 
كون ذلك اختبار التوقف ؛ يظهر لنا الاقتصاد الشيء ذاته» أي أن السعر المنخفض 
للبيض لايمكن أن يكون سالباً أو سيدخل في نظام الحمية . 


نظرية المتراجحات 

هناك أكثر من طريقة لمعالجة الثنوية. إن الأسلوب الذي اتبعناه لبرهان 
imal ll‏ 

ده > طر» ثم استخدام طريقة الإفراد للوصول إلى المساواة كان شرطاً 
مناسباً . إذ إن تلك الطريقة قد وطدت من قبل» ولكن .على كل Se‏ فقد كان 
برهاناً مطولاً. بالطبع. لذ كات sy Clay‏ إذ إن سو وقد سا Wd‏ والآن تسل 
باختصار إلى أسلوب مختلف يستبعد آلية خوارزمية الإفراد ويتجه مباشرة إلى 
الهندسة . اعتقد أن الافكار الرئيسية ستكون واضحة (وربما أوضح) إن نحن اهملنا 
بعض التفاصيل . 

إن أفضل توضيح لهذا الأسلوب يأتي من خلال النظرية الأساسية فى الجبر 
الخطي . تذكر أن المسألة المطروحة في الباب SUI‏ كانت حل المسألة b‏ -+4 أي إيجاد 
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وضمن فضاء اعمدة 4 . بعد الحذف وبعد الفضاءات الحزئية الأربعة الأساسية› 
أجيب على مسألة قابلية الحل بطريقة مختلفة » LE‏ فى التمرين .)١1١-١-5(‏ 


۸ح إما أن يكون للنظام = ×4 حل أو أن هناك «ربحيث يكون 0= ۸رو #0 yb‏ . 


هذه هى نظرية البديل» إذ إنه من المستحيل إيجاد :دو « معاً: إذا كانت Ax=b‏ 
ob‏ ذلك يؤدي إلى #0 yAr = yb‏ وهذا يتناقض مع dal . yAr=0x=0‏ الفضاءات 
ا لجزئية » تعني نظرية البديل ما يلي : إما أن ينتمي 5 إلى فضاء اعمدة 4 وإلا فإن له 
مركبة غير صفرية موجودة في الفضاء الحزئي العمودي الذي هو الفضاء ء الصفري 
AS payl‏ . تلك المركبة هى « المطلوبة 

من أجل المتراجحات ء نود أن نجد نظرية من النوع ذاته . الموقع الصحيح للبداية 
هو نظام المعادلات ا = Ax‏ ولكن» مع القيد الإضافي x20‏ السؤال ليس عن حل 
لنظام المعادلات Arab‏ ولكن عن حل غير سالب . بقول أخر» متى تكون المجموعة 
المواتية غير خالية فى المسألة ذات القيود الممثلة بمعادللات ؟ 

للاجابة عن هذا السؤال » ننظر ثانية إلى تراكيب اعمدة A‏ في الباب الثاني 
عندما كان أي متجه + مقب ولا كان من الممكن أن يكون ط في أي مكان من فراغ الأعمدة . 
أما الآن فاننا نسمح » فقط » بتراكيب غير سالبة » وفي هذه الحالة» لايمكن للمتجهات 
#ملء الفضاء Stl‏ . بدلا من ذلك. فإنها تمثل بالمنطقة المخروطية المظللة في الشكل 
(3-A)‏ لكل مصفوفة من النوع ۸ × 7 6 يو جد n‏ عموداً فى فضاء ذي Ída m‏ 
ويصبح المخروط هرما مفتوحاً. في الشكل المذكور. dnt ie y‏ أعمدةافى Las‏ 


)1( لابد أنك لاحظت أن هذا البرهان ليس بناء ! إذ أننا نعلم فقط أن المركبة موجودة في الفضاء 
الصفري الايسر أو أن 5 ينتمى إلى فضاء الاعمدة . 
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عاق og che!‏ ف I‏ 
الل بعد و 4 من النوع 24 . إذا انتمت b‏ إلى هذا المخروط فسي 
قير سالب pl‏ ت ری الا فللا جد ذلا إلى هذا المخروط فسيكون هناك حل 
مشكلتنا الآن هى أن نتعرف 
هي أن نتعرف على البديل : ماذا يحدث لو أن ط وقعت خا 
بو 


Sell‏ وط؟ هذاالامكان مود ظ 
JSS rend gun IS‏ ف را کان ك سير اتھکل E‏ 
j EF‏ | : 


‘fey 
nee | mi. Ey 
Tii بي‎ à ee 5 
Aik 2 eee b 
a a دياه‎ 
0 ت ا‎ E Ti بك‎ 
Pa A a La hte yl 2 
pi امي‎ i. rH. Hy ee 3 a ¥ WwW 
i eee Seek colurn 
Ae et eee a 
=o و‎ ated 5 ال . ا‎ 
ree ee +1 Piei 3 7 
E LF د‎ 
ae ~ l -Jbg 
ا لضت‎ eae 
hae ee ee ag ده‎ fdas a 
l mn l eee TEE LT ore 3 AE NEER 
i Gan رع‎ F? L = -= 5 ما‎ aa 
Ci) Uu 1 i ا ا ا 1 و چ ت‎ ime 5 i 
= 2 = 7 pa El جد‎ 
Teo. eer a le : mpi 
T Es rg ا‎ E EF ak 
ل‎ a ‘he ls uF as iia as 3 A 
Wha iterate Se 
ae ل‎ oe a اس‎ Pint 
i Pe a : 9| it, دان‎ j ir T 
1 Pree Fai on a Ui 
column 3 a at eae ag gal 
1 zh ا‎ a at وات‎ 
E ل وو‎ E ا‎ 1 
ل کک‎ Pee و ا‎ 
= + i i ‘T, كد به ا‎ 2 
اح د كيس كر‎ A Hi Ware, حر‎ 
i} ae a. =. Pe Ay 4 
لطن‎ ng. EC a فح ال‎ 
عا ين‎ es 
b Pti Tiaia 
Pini or Erk 
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a‏ عا e (1-A)‏ ر 
شكل مخروط Fe)‏ اكيت غير السالة لا عمدة 1 h AX‏ 
به للا عمدة : = 6 حيث 20 ×. 


بمجرد النظر . هناك ١ه mi à yele a‏ 
| ف lace‏ ية TET Is‏ ل -A‏ ا بشع فی - ee‏ 
Er‏ ا p"‏ ل Diy al‏ بی ithe tpl a‏ 
على تحه Ü‏ | دكبير؛ يتكون المستوي sLealls ٤‏ مر Har lil‏ 
على مجه یٹ ١ : e | Gy‏ سف د ديه 
6°45 پیا lat SAN‏ الداخلى ل oy‏ ط سالب OV‏ قياس زاويتهما 7 

` التي ela‏ الداخا l Togs‏ © کیا سس را وی ا پزید 
ف آذ خلي در باي عمودمن 4 موجب. بلغةا 
يعني أن 0> yb‏ و 0 < yd‏ وهذا يمثل البديل الذي كنا : iS‏ 
۸ ط اما أن ..& VAY‏ ي کنا بحت عنه . 
بكر لظام ع- عسل غير Vy dle‏ 
ye‏ لب وإلا فانه يو جد متجه y‏ 2 
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شكل (Y-A)‏ . م يقع خارج المخروط مفصولا بالمستوي العمودي على y‏ 


هذه هى نظرية ا مستوي الزائد الفاصل» وهى نظرية أساسية فى الاقتصاد الرياضى . 
أحد المراجع لبرهانها هو Gale CLS‏ حول نظرية النماذج الاقتصادية الخطية . 

مثال: إذا كان 4-7 فإن المخروط المقابل هو الربع الأول الموجب . أي أن كل طمن 
ذلك الربع هو تركيب غير سالب i ‘Fico ll‏ : 


THE DH إذا كان‎ 


يتحقق البديل الثاني من أجل كل ١‏ واقع خارج الربع الأول : 

=a تعطي 0 < 4 « الات‎ y=[o 1[ ob «=|. | إذاكان‎ 

هنا المحور (العمود على محور «) يفصل ” عن الربع الموجب . 

تقودنا هذه النظرية مباشرة إلى متتالية كاملة من بدائل مشابهة (انظر «(Gale‏ في 
الحقيقة» قد تعتقد أنه عندما يكون بديلان فإن أحدهما يمنع الآخر» فاذا لم يتحقق 
أحدهما فلابد أن يتحقق الآخر . مثال ذلك» من المستحيل لفضاء جزئي 5 ومتممه 
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المتعامد ”5 أن يحويا معا متجهات موجبة : سيكون جداؤهما الداخلي موجباً بينما 
يكون الجداء الداخلي لمتجهين متعامدين مساوياً الصفر . من جهة أخرى» ليس من 
LUE asl‏ أن 8 أو “8 يحوي خجھا موجبا e‏ مکی أن يكوق 3 سحور gx‏ 
5محور cy‏ فى هذه الحالة» يحويان » فقط . المتجهين شبه الموجبين 01 !]و 
]1 0[. مما يجدر ذكره هو أن نظرية البدائل الضعيفة هذه صالحة للعمل . إما أن 
يحوي 5 متجهاً Ley‏ + أو يحوي ” 5 متجهاً شبه موجب « . عندما يكون کو 5 
مستقيمين متعامدين فى المستوي فمن السهل أن نرى أن واحداً منهما يجب أن يدخل 
الربع الأول؛ لكن الأمر ليس واضحاً لى فى الابعاد العليا . 

بالنسبة للبرمجة الخطية » تظهر البدائل المهمة. عندما تكون القيود متراجحات 
على عكس dle‏ المعادلات . 


قرع ا أن Le Le Ax 2b pla OS‏ سالب وال ance Se OU‏ يعي 
في اما POI‏ 1 و i Pe‏ 


.y SO مرو 0 > طبرو‎ 0 


تتتج GA‏ له من 8 طء Serb‏ ام المتغيرات المتراخية w=Ax-b‏ لتحويل المتراجحة 
a‏ معادلة : 


إذا لم يكن لهذه المعادلة حل يحقق 0< دو 0<« فإنه » حسب ۸ ي» يجب أن يوجد 
ار بحيث يكون : 

ylä -r |8310 Ol ytl 
البديل الآخر في 8 ي وهذه هي النتيجة التي تؤدي إلى برهان غير بناء‎ ie هذا هو‎ 
في نظرية الثنوية . ولكننا وعدنا أن نتمسك بالهندسة ونهمل التفاصيل الجبرية ولقد‎ 
التزمنا بذلك الوعد.‎ 


\=-T=A 


ا 


ع 


TFA 
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ماهي المسألة المرافقة للمسألة الآتية : إيجاد القيمة الصغرى للدالة 
,++ ند ضمن الشروط 0 < gx < 0 gx‏ 4< +2 و11 < X+3x‏ 
أوجد حل المسألة ومرافقتها وحقق كون النهاية الصغرى تساوي النهاية 
العظمى . 

ماهي المسألة المرافقة فة الحسالة ASV‏ : إيجاد القيمة العظمى ل y,‏ 
الشروط 20 gy‏ 0 < ,رو 3 «+ م ؟ أوجد حل هذه المسألة ومرافقتها . 
لنفرض أن هي مصفوفة الوحدة (حيث (men‏ وأن المتجهين be‏ غير 
vi fled a‏ وضح لادا يعتبر = حلا أمثل لمسألة القيمة الصغرى . أو جحد 
"رفي مسألة القيمة العظمى وتحقق من أن القيمتين متساويتان . إذا كانت 
المركبة الأولى ل 0 سالبة فماذا يكون Hee‏ دو Ly‏ 

كون مثالا من النوع ا»اايكون فيه gAx 2b‏ 0 < عير ملائم»؛ 
والمسألة المراقكة غي محدودة. 

منطلقاً بالمصفوفة | ` 4 A=|‏ اختر ط و © بحيث تكون المجموعتان 
الملائمتان 26 y > O,yA Sc ax 20,Ax‏ خالتن, 

إذا كانت عناصر 4و gb‏ ءموجبة؛ بين أن WS‏ من المسألتين الاضلية 
والمرافقة ملائمة . 

بين أن المتتجهين )11,0( - :دو (1,1,0,1) = «ملائمان في المسألة الاصلية 


والمرافقة حيث : 


5 


اقم 


¬ =A 


١مم‎ 


\ A 


\Y-"-A 


_ تح پس = 


أمثلان . 


حرق أن gaili‏ 


ن الواردين في التمرين السابق يحققان شروط التراخي 
الإضافية CY)‏ وأوجد متراجحة التراخي في كل من المسألة الاصلية 
SLL‏ المرافقة . 

لنفرض أن :| ! | -ء . fa]‏ .| |= 4 أوجد الحل الامثل 
وكذلك «وتحقق من شروط التراخي الإضافية (وكذلك 
(yb = cx‏ 

إذا كانت المسألة الاصلية مقيدة بمعادلات بدلا من متراجحات_أوجد 
القيمة الصغرى للدالة ×> ضمن الشروط 4-5 و 0 < ×_عندئذ 
by 20 b WIS‏ أعسل فى المسآلة المرافقة: de gl‏ القيمة الحظمى 
J‏ طر ضمن الشروط ء> yA‏ . بين أن المتراجحة yb > cx‏ لاتزال محققة 
هنا . لماذا كان 0 < «رضرورياً في )١(‏ وغير ضروري هنا ؟ يمكن لهذه 
الثنوية الضعيفة أن تكتمل إلى الثنوية الكلية . 
(أ) بدون طريقة الإفراد. أوجد النهاية الصغرى 
نحت القيود : 0< , + ,0 < , + ,0 < 1ك كود 28 ع 

(ن)ماهو [SS‏ الجموعة AFI‏ ؟ 

(ج) ماهي المسألة المرافقة وما هو حلها ؟ 

إذا كان للمسألة الاصلية الحل الامثل الوحيد ×» فكيف يمكنك أن 


5x + 3x FEAF ۳ 


السا اة وة الب AY‏ 


توضح أن تغيراً بسيطا في © سوف يبقي + حلا أمثل . 

٠۲-۳-۸‏ إذا كان ثمن الستيك (قطعة لحم) 3 $ = » وزبدة الفول السوداني 
$2= وأنهما يعطيان وحدتين ووحدة واحدة من البروتبين على الترتيب 
(المطلوب أربع وحدات) فأوجد سعر الظل للبروتين والسعر المنخفض 
لزبدة المول السوداني . 

٠٤-۳-۸‏ إذاكانت | ! ]=۸ فصف المخروط الناشىء عن تراكيب اعمدتها غير 
ASL‏ و إذا OLS‏ ف [els Lily‏ الخروط لا )3,2( دم فما ph‏ 
المتجه + الملائم ؟ إذا كان ٠‏ واقعاً خارج المخروط. مثلاً )0,1( b=‏ فما هو 
المتجه « الذي يحقق البديل ؟ 

٠١-۳-۸‏ في الفضاء ذي الابعاد الثلاثة» هل بامكانك إيجاد ستة متجهات بحيث 
He‏ فخ bs‏ ن اک ها غير السالبة الققياء قله ؟ lols‏ تقول 
لأربعةمتجهات؟ 

۱١-۳-۸‏ استخدم ۸ ح كي تبين أنه لايوجد حل للمسألة الآتية (لأن البديل 


متحقق ) : 


۱۷-۳-۸ استخدم ۸ ط کی تبين أنه لايوجد حل غير سالب (لأن البديل متحقق) : 


(Ax 2b,x 20,yA < 0, ين أن البديلين فى ۸ی:‎ ۱۸-۳-۸ 
. VAx إرشاد‎ las Gees لكت أن‎ cyb <0,y S0) 
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٤-۸‏ نماذج الشبكة 

لبعض البرامج الخطية بنية تجعل إيجاد حل لها أمراً سريعاً . لقد كان 
ذلك Lene‏ في حل المعادلات الخطية فى خالة المصفوفات الجؤثية » Ls‏ 
تتواضع العناصر غير الصفرية قرب القطر الرئيسي. في البرمجة الخطية » عندما 
كانت 4 مستطيلة. فقد كنا نهتم في صنف خاص من المسائل تعرف ببرامج 
الشبكات . مصفوفة ذلك مصفوفة ورود عناصرها 1+ أو (الاغلب أصفار) تحوى 
خطوات المحور فقط جمعاً وطرحاً. يمكن هنا حل مسائل أكبر من المعتاد . 

لحسن الحظ» تدخل الشبكات في كل أنواع التطبيقات . فتدفق المنتجات أو 
ie‏ السيارات» كل ذلك خاضع لقانون التيار لكيرتشوف . لاتنوجد السيارات 
ولا تتلف فى العقد. من أجل الغاز والزيت والماء»ء صممت برمجة الشبكات أنظمة 
أنابيب كانت أرخص بملايين الدولارات من الشبكات الحديثة (غير المثلى) التصميم . 
و tad‏ مسالة الزواج - كيف يمكن جعل عدد عمليات الزواج في نهايته العظمى 
عندما يكون للخطيبة حق النقض . ليس ذلك هو المسألة الحقيقية ولكنها بعض مايمكن 
لبرمجة الشبكات حله . 

أحد نماذج الشبكات ظاهر في الشكل (A, A)‏ إنها مسألة جعل التدفق في 
نهايته العظمى انطلاقاً من المنبع (العقدة )١‏ إلى المصب (العقدة ") . القيود هي سعات 
ا خطوط . لايمكن للتدفق أن يزيد على هذه السعات» الاتجاه معين بالاسهم الت 
لا عظمي . 
٠‏ لايمكن عكسهاء يمكن حل ذلك دون مرجع نظري » ماهو التدفق الاعظم من 
اليسار إلى اليمين ؟ 

المجاهيل في هذه المسألة هي الكميات لمنقولة . + من العقدة :إلى العقدة j‏ 
فيود السعات هي »> _ * . التدفق غير سالب (يجري باتجاه السهم). ودالة التكلفة 
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هى > التدفق aXe SU‏ إدعاء عودته من خلال الأنبوب المنقط.. بزيادة التدفق 
aliea‏ قيد آخر ب FE‏ . إنه «قانون | (bat‏ الف 9% J‏ : التدفق الداخل فی 
كل عقدة يساوي التدفق الخارج . هذا هو قانون كيرتشوف في OL AI‏ 


لكل ها ot‏ رک و + ورم )01 
i k‏ 
التدفق فى العقدة زهو ' x‏ القادم من جميع العقد ci‏ والتدفق الخارج an‏ 
الذاهب ال E‏ العقد 6 . als SS‏ التوازن الظاهر فى المعادلة )1( Axé j gat‏ 
()- حت ۸هي مصفوفة الورود عقدة ‏ ضلع ‏ حيث لكل عقدة سطر ولكل ضلع 
عمو د . 


| 1 i 
X 42% 13 X24 Xas X34 55 E * $6 66 


تلم 
|| 
| 
أ 
Ww hoe‏ حل om un‏ 


Tig ر ای‎ vs 


لقانون كيرتشوف 4-0 الذي هو نظام من النوع 269 حتماً ٠‏ حل . نريد حلا 
غير سالب ولايزيد على السعات . 

بالنظر في السعات باتجاه المصب. نلاحظ أن التدفق لايمكنه أن يتجاوز 
6+17 . هل يمكن انجاز ذلك ؟ يمكن لتدفق في (2) أن يجري فى الطريق ا 
1 -2-4-6-. ويمكن لتدفق في (3) أن يجري في 1-3-4-6-1 . تدفق اضافي في (1) 
يمكنه أن يأخذ الطريق الاخفض ١‏ -6- 1-3-5 التدفق الكلى CV‏ وليس من الممكن أن 
يكون أكث رمن ذلك . كيف يمكذك أن تبرهن أنه قد أمكن الوضول إلى القيمة العظم ؟ 

طريقة التجربة والخطأ مقنعة ولكن الرياضيات حاسمة : الطريقة هي إيجاد مقطع 
في الشبكة تكون فيه السعات كاملة . يفصل القاطع العقدتين 5 و 6 عن SL‏ العقد. 
للاضلاع الثلاثة التي تتقدم قاطعة المقطع سعة كلية 1-6 + 2+3 ولايمكن لاكثر من 
ذلك أن عر . تقول الثنوية الضعيفة إن كل مقطع يمثل حداً للتدفق الكلى وتقول الثنوية 
الكلية إنه يكن للمقطع gd‏ السعة الاصغرية (المقطع الاصغري) أن يمتلىء بتدفق بممكن 


aah] 


۸ك نظرية التدفق الاعظمي -المقطع الأصغري . التدفق الأعظمي في شبكة 
يساوي سعة المقطع الاصغري . 


بقول دقيق يمكننا أن نقول ل مقطع اصغري» لأنه يكن أن تكون لمقاطع متعددةء 
السعة ذاتها . يقسم مقطع العقد إلى فئتين دو 7 حيث المنبع في 5 والمصب في T‏ 
. تساوي سعتاهما مجموع سعات جميع بغ الخطوط SNS cp‏ 1. 

برهان كون التدفق الأعظمي يساوي ا لقطع epee Vi‏ من المؤكد أنه لايمكن 
للتدفق أن يكون أكبر من سعة أي مقطع » با في ذلك المقطع الأصغري . المسألة الاكثر 
صعوبة هنا وفي كل مسائل الثنوية» هى برهان إمكان الوصول إلى المساواة . 
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افرض تدفقاً أعظمياً. افحص جميع العقد التي من الممكن أن يصل إليها » من 
المنبع » تدفق اضافي دون أن يزيد على سعة كل خط . تتصل هذه العقد مع المنبع من 
خلال الفئة 5 . يجب أن يكون المصب مرتبطاً بالفئة الأخرى 7(أو أنها سيصلها زيادة 
في التدفق) . يجب أن يكون كل خط متصل بالمقطع ممتلئاً وإلا فسيذهب تدفق اضافي 
إلى عقدة فى 7. لذاء فإن التدفق سيمل هذا المقطع بمقدار سعته. وبذلك نكون قد 
تورضلنا إلى المساواة. 

يستدعي ذلك طريقة لإيجاد تدفق اعظمي : تحقق فيما إذا كان في أحد الطرق 
سعة لم تستخدم واضف تدفقاً على طول الطريق الموسع . كل خطوة تحسب السعات 
الباقية وتقرر ما إذا كان المصب معزولاً عن المنبع أو أنه يكن زيادة التدفق . العملية 
منظمة من قبل طريقة التمييز التي تميز كل عقدة من ؟ بالعقدة التي تعطيها التدفق 
وتسمح لك أن تعود لتجد طريقاً لتدفق اضافي . 


الشكل A)‏ 9). شبكة مسألة الزواج . 


الشكل (۹-۸ CÍ‏ يبين شبكة ثانية وتدفقاً SUG‏ للانجحاز. كل السعات ( من اليسار 


rq‏ اكير ای واا 


إلى اليمين) تساوي ١‏ . يظهر أن عقدتي الذروة وعقدتى الحضيض ٠.‏ فقط »يكن أن 
يضلها زيادة فى التدفق ‏ لكن الامر لبس كذلك . يكن للتدفق الزائد أن ogy‏ ضمن 
أحد الخطوط وبالتالي يلغي تدفقاً موجوداً ‏ شرط أن يصل أخيراً إلى المصب شكل 
٩-۸(‏ ب). عندما يضاف هذا التدفق يصبح التدفق الكلي 7 وهو التدفق الأعظمي . 
المقطع الأصغري مرسوم» Lal‏ في هذا الشكل» إنه يقطع ثلاثة خطوط . 


مسألة الزواج 

نفرض أننا أمام أربعة رجال وأربع نسوة . بعض الارتباطات الستة عشر منسجمة 
والبعض VI‏ مع الاسف. غير ذلك . متى يمكن وجود GS‏ تام لكل فرد متزوج؟ 
إذا كان الجبر الخطي Lob‏ على العمل في فضاء ذي عشرين بعداً» فان بامكانه معالجة 
مسألة الزواج العادية . 

هناك طريقتان لعرض هذه المسألة ‏ بالمصفوفات أو بالبيانات . المصفوفة تحوى 
Lis!‏ | ووحدانات 0= »إذاكانت المرأة ¡ والرجل [غير منسجمين و 1= 4 إذا 
LLS‏ مستعدين للتجربة . وهكذا يعطي السطر ١‏ اختيار المرأة : ويقابل العمود زالرجل 
PAUSE . j‏ 


يقع البيان المقابل في الشكل (4-A)‏ . باهمال المنبع والمصب» يبقى هناك أربع 
عقد في اليسار وأربع عقد في اليمين . تقابل الأضلاع الواصلة بينها الوحدان فى 
المصفوفة . لايوجد خط يصل بين المرأة الأولى والرجل الرابع » ونجد في المصفوفة 


a =0 
14 


يظهر الا الكامل (إذا كان ممكناً) باربعة وحدان وافعة فى المصهوفة . عليها 
أن SE‏ من أربعة أسطر مختلفة وأربعة أعمدة مختلفة أيضاًء OY‏ تعدد الزوجات غير 
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مسموح . إن ذلك مشابه لإيجاد مصفوفة مبادلة من عناصر 4 غير الصفرية . يجب أن 
يكون في البيان أربعة اضلاع _بدون عقد مشتركة . إذا عدنا إلى المنبع والمصب» وأرسلنا 
وحدة تدفق في كل ضلع من المجموعة المتناسقة» فانه يجب أن يكون التدفق الكلي 
مساوياً ؛ . سيكون التدفق الأعظمي أقل من ٤‏ عندما يكون تناسق كلي غير 
oS‏ 

في المثال» التدفق الاعظمي كان ثلاثة . الق رن 44 , 2-2 ,1-1 مكنة (وهناك 
ole pares‏ أخرى متعددة مكولة من BW‏ كرن)ء ولكن من غير Kall‏ الوصول إلى 
أربعة . نريد أن نرى ISU‏ ذلك غير ممكن» بطريقة تطبيق ذلك على مصفوفة 0-1 . 

في البيان . للمسألة مقطع اصغري » ai)‏ يفصل أمرأتين في الجزء الاسفل الايسر 
عن BW‏ رجال من اليمين الاعلى . لهاتين المرآتين رجل واحد للاختيار -إنه غير كاف . 
للرجال الثلاثة إمرأتان فقط(الاثنتان الأوليان). يتوضح الشكل بالمصفوفة» حيث : 

. ٤ عناصر غير صفرية إلا في العمود‎ ob ped ٤و۳ السطران‎ )١( 

(۲) اللاعمدة ”,7,١‏ لانحوي عناصر غير صفرية إلا فى السطرين ١و5‏ . 

عندما توجدمجموعة جزئية مكونة من k‏ إمرأة يلائمهن fil‏ من » رجلاًء op‏ 
تناسقاً Us‏ غير ممكن . نريد أن نبين أنه من أجل مصفوفات من أي حجم» يكون ذلك 
هو المعيار الحاسم . 

يمكن التعبير عن النتيجة باشكال متعددة مختلفة : 

)١(‏ (في الشطرنج) من المستحيل وضع أربعة رخوخ في مربعات لوحدان بطريقة 
لايمكن لرخ أن يميت رخا آخر . 

)1( (فى الثنوية ) يمكن احتواء الوحدان في مصفوفة في أقل من أربعة خطوط . 
العدد الأدنى للخطوط المحتوية (أفقية ورأسية) هو 7» وذلك يساوي العدد الأعلى 
لمن الزواج . 

(۳) (فى ا جبر ا خطي) لكل مصفوفة لها أصفار 4 ذاتها يكن pole SY‏ 
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أخذ امكنة الوحدان هى مصفوفة شاذة. محددتها تساوى الصفر. 

تذكر أن المحددة مجموع 24 -!4 حداً. يستخدم كل حد الأسطر الأربعة 
والأعمدة الأربعة. بسبب وجود الأصفار فى OL cA‏ هذه الحدود ال 4 يساوى كل 
منها الصفر . لذا » فالمحددة تساوى الصفر . 

في هذا المثال» ce‏ وجود كتلة من الاصفار قراناً كاملاً. المصفوفة الجزئية المكونة 
من السطرين 7 5 ى الاعمدة ٠,١‏ ,٣هي‏ مصموفة جزئية من النوع 3 × 2-إنها 
مكونة من اصفار بصورة كاملة . القاعدة العامة من أجل مصفوفة من النوع Xn‏ 
¢1 هي : إن وجود كتلة أصفار من النوع p x g‏ بنع قراناً إذا كان pry >n‏ للتمرين 
۸-۳-٤‏ كتلة أصفار من النوع 3×3 و 5= cn‏ يؤدي ذلك إلى كون محددتها jane‏ | 
في مسألة الزواج» يمكن للنساء الثلاث أن يتزو جن e‏ فقط. الرجلين الباقيين . إذا امكن 
زواج م إمرأة من >n-g DIS Aag‏ م (الامر المشابه لحالة الكتلة الصفرية حيث 
(p+q Èn‏ فان قراناً كاملا غير ممكن . 

المسألة الرياضية هي برهان العكس . إذا لم توجد كتلة كبيرة من الأصفار فإننا 
سنبرهن أنه من الممكن أن لاتكون المحددة صفراً. إذا كانت كل مجموعة p‏ إمرأة 
يرضين م رجلا على الاقل» فان القران الكامل ممكن . إن ذلك شر Hall b‏ يطبق على 
المجموعات من أي حجم كان : يجب أن ترضى کل امرأة رجلا واحداً على الاقل. 


Hall يكون قران كامل مکنا إذا وإذا فقط تحقق شرط‎ SA 
ضروري : إذا اعجبت م إمرأة أقل من م رجلاً فان القران‎ Hall حتما» إن شرط‎ 


الكامل غير تمكن . المسألة الصعبة هو إيجاد القران أو البرهان على وجود واحد_ 
عندما يوافق الوضع شرط Hall‏ . هناك دراسة تستخدم الاستقراء الرياضى على 1 من 


دون تكوين المجموعة المتناسقة Wad‏ . نفضل أن ننظر فى مسألة الشبكات وتدفقها 
الاعظمى . 

البرهان سهل» إذا كانت السعات en‏ بدلا من وحدان على الاضلاع التي 
تلاقي الاوسط منها ‏ مقابلة بذلك الوحدان في المصفوفة . تبقى السعات خارج المنبع 
عن يمين وعن يسار المصب؛» مساوية الواحد. شكل .)١١-8(‏ إذا كان التدفق 
الاعظمي On‏ الاضلاع التي تبدأ من المنبع وتتجه نحو المصب تمتلىء ‏ ويبقى التدفق 
موجوداً خلالها. الامر GUI‏ يعين ۸ زواجاً. عندما لايمكن وجود مجموعة متناسقة 
والتدفق الاعظم أقل من »فان هناك مقطعاً مسؤولاً عن ذلك . 

قد يكون لهذا المقطع سعة أقل من . لنفرض أن العقد ,ان رر 
se M‏ من اليمين واقعة مع المنبع في a‏ السعة التي تقطع هذا المقطع هي Lael a -p‏ | 
من المنبع إلى باقي النساء و” من هؤلاء الرجال إلى المصب . لما كانت سعة المقطع أقل من 
alan‏ لايوجد ضلع ينطلق من ان إلى بقية الرجال . النساء ال م تلائم رجلا 
. لكن السعة an-ptr‏ أقل من عندما يكون >r‏ م . 


شكل .)٠١ - A)‏ سعة مقطع أقل من PIS en‏ تام غير تمكن . 
عندما يكون التدفق الاعظمى أقل من on‏ فان ذلك يبين أن شرط Hall‏ قد 


فشل . عندما يتحقق شرط Hall‏ فان طريقة الوسم التي توجد التدفق الاعظمي توجد 
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فى الوقت ذاته من أجل هذه الشبكة الخاصة_قراناً كاملا . فى كل SEM‏ سنجد 
ا St OLS‏ 


الشجرة الممتدة والطريقة الجشعة 

من تماذج الشبكة الاساسية مسألة الطريق الاكثر قصراً حيث للأضلاع أطوال 
عوضاً عن سعات ونريد معرفة أقصر طريق من المنبع إلى المصب . إذا كانت الأضلاع 
خطوط هاتف والأطوال هي زمن التأخر» فاننا نجد أسرع طريق لمكالمة . إذا كانت 
العقد حواسيب فإننا نكون أمام شبكة مثل 4828410587 التى تحل مسألة الطريق 
اللاضغري باستمرار Lily‏ تقريبا. 

هناك مسألة قريبة الشبه بدون منبع ومصب» هي إيجاد pail‏ شجرة ممتدة - 
pede pare Gp BK‏ 1- #اتريطط ضما imiia‏ بصع ye Lage AK ttle‏ 
الاجتياز بسرعة بين عقدتين خاصتين» فاننا سنيحث الآن عن أصغر كلفة للاتصال بين 
جميع العقد. لاتوجد عرى» OY‏ تكلفة ضلع يغلق عروة غير ضرورية ‏ كل مانطلبه . 
هو طريقة للوصول من كل عقدة إلى كل عقدة أخرى . تصل شجرة ممتدة بين العقد 
ا خالية من العرى» ونريد أقصر شجرة تقوم بذلك» هناك طريقة واحدة ممكنة : 

: انطلق من أي عقدة 5 وكرر ا خطوة التالية‎ )١( 

اضف أقصر ضلع يصل الشجرة ا حاضرة بعقدة جديدة . 

في الشكل )١١-۸(‏ تأتي أطوال الاضلاع بالترتيب 1,2,7,4,3,6 . الخطوة الأخيرة 
تتخطى الضلع 5 الذي يغلق الحلقة . الطول الكلى 22-هل هو أصغري ؟ لقد قبل 
الضلع ذا الطول 7 من قريب وأن الطريقة الثانية تصمد بصورة أكثر . 

() اقب لكون الاضلاع بترئيب متزايد بالا طوال » ارفض كل ضلع يتم عروة . 

 اهتاذ الآن الاضلاع بالترتيب التالي 1,2,3,4.6,7 (نرفض 5) إنها الاضلاع‎ gb 
رغم أنه ليس من الضروري أن يحصل ذلك دائماً . الطول الكلى هو نفسه  يحصل‎ 
dels جلها غر ور‎ Kea الغبرة المقدة اسعتاقية.‎ Jl Lasts ذلك‎ 
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شكل .)١1١-4(‏ شجرة ممتدة طولها 22 . 


بلغة البرمجة الخطية» لقد وجدنا القرنة EU‏ أولاً ! نموذج التدفق الأعظمي 
كان أكثر بساطة من معظم البرامج الخطية» ولكننا قد انطلقنا هناك Lai‏ بتدفق واحد 
وحسبناه بالتدرج . لقد عملت طريقة الإفراد ولكن ليس هناك ضرورة للفت نظرنا 
إلبها لقد كانت 4 مضفوفة ورود »تعاملنا فعها مباشرة. لقد حلت الآن مسألة الشجرة 
الممتدة بصورة مشابهة للتعويض التراجعي دون خطوات خاطتة . تستخدم آي طريقة› 
تقريباً» طالما أنها مثلى في كل خطوة» يدعى هذا العرض العام الطريقة ا جشعة . 

Les )۳(‏ شجرة من ۸عقدة» بتكرار الخطوة التالية : اخت ر أي شجرة واضف 
الضلع الأصغر طولاً انطلاقاً من هذه الشجرة . 

تععلق الخطوات بالترتيب المختار للاشجار . البقاء بالشجرة ذاتها هي الطريقة 
ET)‏ الأطوال مرتبة هى الطريقة (؟). يؤدي التنقل خلال جميع الاشجار إلى 
طريقة جديدة (5). يكن دراستها بسهولة» ولكن من أجل مسألة كبيرة» تصبح بنية 
العطيات حرجة . IL‏ من العقد» يمكن أن يكون هناك مايقرب من مليون ضلع . 
وإنك لاتريد ace‏ أن تتحرك خلال هذه القائمة ألف مرة . 

يتم ذلك مدخلنا لنماذج الشبكات . هناك مسائل مهمة متصلة بالقران سهلة 
تقريبا : 

¡ مسألة التخصيص الملائم: نفرض أن .© يقيس أهمية طالب التعيين‎ - ١ 
_ للوظيفة ز . تخصيص الوظائف يستدعى جعل الاهمية الكلية في نهايتها العظمى‎ 
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مجموع القياسات a i‏ يخصص الوظائف . (إذا كان كل واحد من © صفراً أو واخداً 
تكون المسألة مسألة زواج) . 

١‏ - مسالة النقل : نفرض أن التكلفة مثلة بالاضلاع . » والتزويدات في « نقطة 
والطلبات من « متجراً. يؤدي اختيار أرخص ,+ من مراكز التزويد إلى المتاجر إلى 
جعل التكلفة الكلية :د © ل أصغرية . (إذا كان لكل تزويد وطلب العدد واحد فان 
ذلك مسألة تخصيص أمثلى - أي إرسال شخص واحد لكل وظيفة) . 

7- تكاليف التدفق: للطرقات هناء سعات وكذلك للتكاليف» تمزج مسألة 
التدفق الاعظمي مع مسألة النقل . ماهو أرخص تدفق خاضع لقيود السعة . 

ا لجزء الفاتن في هذا الموضوع هو تطور الطريقة. عوضاً عن البرهان الثنوي 
للنظرية» نستخدم سعة أول بحث أو عمق أول بحث» لإيجاد التخصيص الامثل أو 
التدفق الارخص . إن ذلك يشبه طريقة الإفراد بالانطلاق من تدفق موات (قرنة) وإضافة 
تدقق تخر (للعسرك إلى (AIS a‏ تعد هلاه الط فة SN dole‏ مسائل Sisa‏ 
Lgl iol‏ 

هناك Lal‏ تقنية البرمجة الفعالة Dynamic Programing‏ التى تبقى ذات Sb‏ § 
بسيطة : إذا كان الطريق من المنبع إلى المصب مواتياًء فان كل جزء من هذا الطريق 
موات أيضاً. لايوجد أي شيء مفضل للإنطلاق من عقدة من هذا الطريق إلى المسقط . 
شي el dl Jol‏ بطريقة القرار على مراحل متعددة . فى كل مرحلة » تكون المسافة 
إلى المصب أصغر من المسافة الحديدة مضاف إليها مسافة قدية : 

المسافة ؛- + = النهاية الصغرى على ل (المسافة -y‏ ×+ المسافة (y-t‏ 

إن ذلك هو معادلة Bellman‏ للبرمجة الفعالة في أبسط أشكالها . 

كنت أريد مكاناً أكبر لما يتعلق بالشبكات . إنها بسيطة لكنها جذابة . 


Y-2—A 


Y-£-A 
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تمارين 


أضف فى الشكل (۸-۸) العدد إلى كل سعة . أوجد بالنظر التدفق 
أوجد التدفق الاعظمي والمقطع الاصغري من أجل الشبكة التالية : 


إذا كان بامكانك زيادة سعة كل خط من الشبكة الواردة اعلاه» ماهو 
التغيير الذي سيحدثة أوسع زيادة في التدفق الاعظمي ؟ 

ارسم شبكة ذات خمس عقد بسعة قدرها liji‏ » بين العقدة i‏ والعقدة 
رأوجد أكبر تدفق ممكن من العقدة 1 إلى العقدة 4 . 

العدد الاعظمي للطرقات من ء إلى ١‏ بدون اضلاع مشتركة» في بيان 
obs‏ يساوي العدد الاصغري للاضلاع التي تقطع إزالتها الاتصال بين s‏ 
و ۲ . اربط ذلك بنظرية التدفق الأعظمي والمقطع الأصغري . 

أوجد مجموعة زواج اعظمية (قران كامل إذا امكن) لما يلي : 

ارسم شبكة ل B‏ بخطوط ثخينة على أضلاع القران . 


Nee 


V-2-A 


pi- 


\\-2-A 
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من أجل المصفوفة 4 أعلاه» ماهي الاسطر التى تخالف شر ط Hall‏ 
بامتلاكها جميع وحدانها في قليل من الاعمدة ؟ ale‏ مصفوفة الاصفار 
الحزئية ذات النوع Xq‏ م التي >n GF‏ ىم ؟ 

كم ote‏ المستقيمات (الافقية والرأسية) الضرورية لتغطية جميع وحدان 
4 الواردة أعلاه ؟ من أجل أية مصفوفة » فسر لماذا تكون الثنوية الضعيفة 
صحيحة : إذا كان » زواجاً مكنا فإن ذلك يأخذ» على الاقل » » مستقيماً 
لتغطية الو حدان . 

1( نفرض أن كل سطر وكل عمود يحوي تاماً واحدين . برهن أن 
القران الكامل ممكن (بين أنه لايمكن تغطية هذه الوحدان باقل من n‏ 


il 


مستقيما) . 

(ب) Vs te gl‏ لواحدين of‏ أكثر لكل سطر وگل عمودء يكون من 
أجله القران الكامل غير تمكن . 

إذا حوت مصفوفة من النوع 77 خمسة عشر واحداًء برهن أنها 
تسمح بثلاثة قرن على الاقل . 

في مجموعة لانهائية » يمكن أن يكون القران الكامل مستحيلاً رغم 
أن شرط Hall‏ محقق . إذا كان السطر الأول وحداناً وكذلك كل 
1= » برهن أن أي م سطراً تحوي وحداناً فى م عموداً على الاقل - 
ومع ذلك » فإن القران الكامل غير تمكن . 

إذامثل الشكل ۸-۸ أطوالاًعوضاغن السعات» pail te gl‏ طريق 
cy‏ «إلى QUIS‏ ق اة pee)‏ ية 

طبق الطريقتين (۱) و )1( لإيجاد أقصر شجرة ممتدة لشبكة التمرين (/- 
AY=2‏ 

)1( لماذاتعمل الطريقة الجشعة في مسألة الشجرة الممتدة ؟ 


۱0-2-۸ 


١-1-4 
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(ب) بين» Jes‏ أنه من الممكن الفشل في إيجاد pail‏ طريق من ؟ إلى 
؛وذلك بالانطلاق بأقصر ضلع . 

إذا كانت A‏ مصفوفة من النوع 5 × 5 بوحدان نحت وفوق القطر الرئيسي 
6b the‏ اود : 

(أ) مجموعة أسطر بوحدان في أقل مايمكن من الأعمدة» 

(ب) مجموعة من الأعمدة dking‏ فى آقل Sele‏ من الاسطر. 

)>( مصفوفة جزئية باصفار من النوع Xq‏ م حيث 5< 0+ مء 

(د) أربعة مستقيمات تغطى جميع الوحدان . 

فى مسألة تدفق ى أعظمي . > تمثل المتغيرات المتراخية ×- wwe‏ 
الفروق سن السات elt‏ .ضع سالةالفكل A)‏ يسور 
ارتام کي 

فسر لاذ يكن امداد كل عقدة واقعة نحت المقطع في ال: 
بزيادة تدفق رغم أن في العقدة تدفقاً مباشراً يساوي ١‏ | 


(A= Al | 


05-4 نظرية اللعب ونظرية أصغر القيم العظمى 
إن أفضل طريقة لشرح مصفوفة اللعب هي أن نعطي مثالاً. يوجد لاعبان وتبقى 
وواعدا للعب نه نعسها في كل دورة : 


يرفع اللاعب Lex‏ واحدة أو يديه cles‏ وبشكل مستقل يفعل كذلك اللاعب ۲ 
. إذا نفذا الامر نفسه فان لا يربح عشرة دولارات . أما إذا نفذا قرارين مختلفين فان × 


هو الذي يربح - عشرة دولارات إذا رفع يدا واحدة وعشرين دولاراً إذا رفع يديه . 


16 الخبر الخطي وتطبيقاته 


3 10 20] 2 يدواعدةاه:‎ 
10 -10] # ناته‎ 
by X by X 


إذا فكرت لحظة فانك تتوصل إلى فكرة مبدئية لافضل طريقة . من الواضح أن 
X‏ سوف لن يفعل الشيء نفسه دائماً وإلا سوف يقلده ۲ وبالتالي يربح كل شيء . 
كذلك لايمكن ل 7 أن يستمر بطريقة واحدة وإلا فان × سوف يفعل العكس . يجب 
على كلا اللاعبين أن يستخدم طريقة مختلطة . بالاضافة إلى ذلك» يجب أن يكون 
الاختار عند كل قورة مستقل ماماعن الدورات السابقة. وإلاء bE‏ كان هتاك غ ط 
معين في اللعب فان اللاعب الآخر سوف يلاحظ ذلك ويستفيد منه . كذلك الطريقة 
التي تقول : «استمر بالاختيار نفسه طالما أنك تربح وغير اختيارك عندما تخسر ) هى 
بالواضح خاطئة . فبعد فترة من اللعب» سوف يعرف منافسك ماذا عليه أن يتوقع . 

هذا يدع اللاعبين يجريان الحسابات التالية : يكن أن يقرر OLX‏ سيرفع يداً 
واحدة باحتمال مقداره :د ويرفع يديه باحتمال مقداره 1-۸ >,* . فى كل مرة» يكون 
القرار Ash gee‏ كذلك الامر بالنسبة إلى 7 الذي نرمز لاحتماليه ب «رو-1-« 
«. لقد رأينا أنه ينبغى أن لايكون أحد هذه الاحتمالات مساوياً الصفر أو الواحد. 
وإلا فان المنافس سوف يعدل وضعه وفقاً لذلك ويربح . في الوقت ذاته» ليس الأمر 
واضحا بأن الاحتمالات يجب أن تكون مساوية 61/2 حيث سوف يخسر 7 عشريد 
دولاراً غالبا . (سوف يخسر عشرين دولاراً في ربع الوقت وعشرة دولارات في ربع 
آخر ويربح عشرة دولارات فی نصف الوقت- متوسط الخسارة O‏ , ۲ دولاراً وه وأكثر 
غاهو ضروري). لكن كلما زاد ۲ تحركاً نحو رفع يديه كلما زاد × تحركاً نحو رفع يد 
واحدة . 

المسألة الرئيسية هي إيجاد توازن . هل هناك خطة مختلطة بين «و ,«بحيث لو 
استخدمت بشكل متناسق من قبل اللااعب WFX Ee ENE‏ 


مشابه» هل يكن أن يختار اللاعب ×الاحتمالين ,»و × بحيث يضع اللاعب 7 في 
وضع لايجد فيه مبرراً للتحرك وفق خطته؟ عندما يحصل مثل هذا التوازن» إن وجد» 
فان متوسط ربح اللاعب × سوف يكون قد وصل إلى نقطة سرجية : إنها القيمة 
العظمى بالنسبة إلى × والقيمة الصغرى بالنسبة إلى ۲. إيجاد النقطة السرجية يعني 
إيجاد «حل» لمسألة اللعب . 

يمكن النظر لحسابات × كما يلي : إنه يركب عموديه بالوزنين ,دو ٠×‏ ا لينشىء 
عمودا جديداً. لنفرض أنه يستخدم الوزئين 5 و 2/5 فينتج العمود : 


alle‏ )| واا 
EF =|3|‏ 


- 10 


مهما كان الامر الذي سيفعله ۲ مقابل هذه ا خطة فانه سوف يخسر دولا رين . 
في كل دورة منفردة يكون صافي الربح عشرة دولارات أو عشرين دولاراً ولكن إذا 
رفع يدا واحدة » بشكل دائم » فانه سيربح عشرة دولارات في < المدة ويخسرعشرين 
دولاراً فى = المدة وهذا يعنى أن متوسط خسارته دولاران . وإذا رفع ۲ يديه او اختار 
خطة مختلطة ob‏ نسبة فان خسارته تبقى دولارين . 

هذا لايعني أن جميع الخطط أمثلية بالنسبة ل ۲ ! إذا كان كسولاً ويستمر برفع 
نذأ sels‏ فان X‏ سوف يغير وسيربح عشرين دولاراً . AS Ae‏ ؛ سوف يغير ۲ تم × 
مرة ثانية . وفى النهاية؛ إذا فرضنا أنهما ذكيان» فان ۲ وكذلك X‏ سوف يستقر رأيهما 
على خليط أمثلى . هذا يعني أن ge r‏ قات کب سطر يدبالا ورات gy‏ « - 1 محاولا أن 
يحصل على سطر جديد صغير بقدر OY‏ 
yi|-10 20[ + (1-y, |10 -10[ =|10-20y, -10+ 30y, |.‏ 

الخلط الصحيح يجعل المركبتين متساويتين: 10+30 -= 20y‏ -10 وهذا يعنى 

أن 5 - y‏ . بهذا الاختيار. تكون كل من المركبتين مساوية 2 ويصبح السطر 
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الجديد مصفوفة [2 2]. لذا بهذه الخطة لن يخسر ١‏ أكثر من دولارين. فقد 
جعل ۲ خسارته العظمى فى نهايتها الصغرى » واصغر النهايات العظمى هذه 
Gales‏ اکر النهايات الصغرى التى وجدت بشكل مستقل ل × . إن قيمة اللعبة 
هي $2 = minimax = max min‏ . 

مثل هذه النقطة السرجية جديرة بالملاحظة لأنها تعني أن × يلعب خطته الثانية 
خلال 2 الوقت» رغم أن هذه الخطة تعطيه فرصة ربح دولارا. بالوقت ls‏ 
سيكون ۲ مجبراً على تبني خطة خاسرة-یتمنی أن يتماشى مع ×» لكن» بدلا من 
ذلك» ails‏ يستخدم الاحتمالين العكسيين 2/5 و 3/5. بامكانك أن تتأكد من أن × 
سيربح عشرة دولارات بتواتر مقداره 9/25 = X3/5‏ 3/5 ويربح عشرين دولارا 
بتواتر 4/25- 2/5< 2/5 ويخسر عشرة دولارات بالتواتر BUI‏ 12/25. كما هو 
متوقع » يعطيه ذلك متوسط ربح يساوي دولارين . 

يجب أن نذكر هنا غلطة من السهل حدوثها . القول بأن الخلط الصحيح للأسطر 
يعطي o polis | baw‏ متساوية» غير صحيح دائماً. لنفرض أنه يسمح ل × أن يلعب 
خطة ثالثة تالية» يرفع فيها ثلاث أيد ويربح ستين دولاراً عندمايرفع 7 يداً واحدة و 
ثمانين دولاراً عندما يرفع ۲ يديه . تصبح مصفوفة الربح : 


a | -10 20 60 
== O ACF OST 


سيختار × الخطة الجديدة كل مرة ؛ سيعطى الاحمال الآتية للاعمدة x=:‏ 0= × 
ا اليس pre View Kany (SHE Je Lil pte‏ معن دولارا. SE My‏ 
ذاته» يتطلع 'التركيبة أسطر تكون أصغر مايمكن . وسيختارء دوماً . السطر الاول 
وستكون خسارته العظمى ستين دولاراً . بذلك. يبقى cmaximin = minimax‏ 
لكن النقطة السرجية تقع عالية في القرنة . 
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يبدو أن القاعدة الصحيحة هي خليطة مثلى لأسطر لا حيث تظهر قيمة اللعبة 
فقط » LS)‏ كان الامر في حالة 52 و 560) في الاعمدة التي استخدمت فعلاً من قبل 
[OL . x‏ مشاب بخايطة جلى لأعمدة ل X‏ ستظهر هذه القيمة نفسها التى ظهرت 
في تلك الاسطر التي دخلت ضمن خطة UY‏ تعطي الاسطر الأخرى قيمة أعلى 
ولكن ۲ يتجنبها. تقابل هذه القاعدة تماماً شرط حالة التراخى الاضافي في البرمجة 
ai)‏ 


نظرية أصغر القيم العظمى Minimax thearen‏ 

تشبه مصفوفة اللعب العامة مثالنا البسيط مع اختلاف واحد مهم : للاعب K‏ 
من الإمكانات يختار أحدها للتحرك ول لاء ”من الإمكانات . تبقى مصفوفة 
الربح 4 كما هي كلما تكررت اللعبة» لها dawn‏ \9 عموداً. jis‏ العنصر Jisa‏ 
مايحصل عليه اللاعب × عندما يختار الخطة زویختار ۲ الخطة i‏ يعنى العنصر 
السالب دفعة سالبة وهذا يعني ربحاً للاعب ۲ . النتيجة تبقى لعبة شخصين بمجموع 
صقري ؛ فمايخسره لاعب يربحه آخر . ولكن وجود توازن سرجي ليس أمرأ واضحا . 

كما هو ظاهر في المثال» فإن اللاعب × حر في اختيار أي خطة مختلطة 

lin. x = el‏ اخلط هو Lela‏ مجه caia‏ الأعداد x‏ غير سالبة 
ومجموعها يساوي الواحد . تعطى هذه المركبات تواتر الخطط ال «الخالصة والمختلفة . 
وفي كل تكرار» ينبغي على اللاعب أن يقرر اختيار أحدها بوسيلة عشوائية ‏ تستخدم 
هذه الوسيلة لتكوين خطة :بتواتر مقداره × . على اللاعب ۲ أن يأخذ قراراً مشابهاً : 
فهو يختار المتجه ( «.....) - رحیث 0 «رو 1= «2» وهي تعطي التواترات في 
خليطة خططه الخاصة . 

KY‏ أن deere cles‏ دورة واحدة من اللعبة» أنهاعشواقة : على JS‏ حال: 
في المتوسط » نجد أن تركيب الخطة رللاعب × مع الخطة ن للاعب ۷ سيحدث باحتمال 


alow الخطي ون‎ rl 10 te 


مقداره  any‏ حاصل ضرب الاحتمالين منفصلين . عندما يحصل ذلك فإن الربح 
يكون ». وبذاء فإن الربح المتوقع في هذاالتركيب الخاص هو A‏ » والربح الكلى 
ا متوقع في كل دورة من اللعية هو« Ea ١‏ . نود أن نؤكد مرة ثانية أنه يكن SV‏ 
dol s‏ من العناصر 6 أن يكون سالباً؛ قواعد اللعبة هى نفسها بالنسبة للاعبين ×و ۲ 
> والاعداد i‏ ه هي التي تحدد من يربح اللعبة . 

يكن كتابة الربح المتوقع بسهولة برموز المصفوفات : فالمجموع المضاعف 
xy,‏ م ماهو إلا × ۸ رنتيجة للضرب المصغوفي : 


= | ALY] Teale: T Amn حرا‎ Y m 
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المقدار ×4 gay‏ الربح الكلى وهو مايريد اللاعب × أن يجعله أعظمياً بينما يود 
اللاعب ۲ جعله أصغرياً. 

مثال ١‏ لنفرض أن المصفوفة هي مصفوفة الوحدة من النوع Xn‏ ۸ ؛ 4-7 لذاء 
يكون مقدار الربح « ×+....+ ١‏ ×=×1«» وليس من الصعب توضيح اللعبة : يأمل 
کان ا تار لا وفي هذه الحالة» سيربح مبلغاً مقداره |= 4 . في الوقت 
ذاته» يحاول ۲ أن يتهرب من ×. وهكذاء فليس عليه أن يدفع شيئاً. عندما يختار × 
العموة ويار لاسطراً مختلفاً ر فإن الربح 0= . إذا اختار X‏ واحدة من خططه 
SI‏ من غب رعا فاته یکن ل oly‏ سهرب أكثر فأكرء لذله فإ الخليظ PV‏ 
(n, 1/۸... Vin)‏ = × . بشكل مشابه» لايمكن ل ۲ أن يزيد فى التركيز على خطة 
معينة فيكتشفها × . ولذاء فإن اختياره الامثل سيكون» أيضاًء باحتمالات متساوية 
مجموعها الواحدء (1/......1/8 ,1⁄/۸) = « . احتمال اختيار كل منهما الخطة :هو 
"17 ) والمجموع على مثل هذه التراكيب هو الربح المتوقع للاعب X‏ القيمة الكلية 
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للعبة هى مرة المقدار n siny‏ / وهو مايمكن التأكد منه من خلال : 


| 
y Ax =| 1/n a I/n| 


وكلما cals jl‏ + كلما ازدادت فرصة 7 للتهرب . 

لاحظ أن المصفوفة المتناظرة /4-7.لم تضمن أن تكون اللعبة عادلة . في الحقيقة › 
الوضع الصحيح هو عكس ذلك تماماً: إنها المصفوفة التناظرية التخالفية LA =A‏ 
هي التى تعنى أن اللعبة عادلة LE‏ إن مصفوفة كهذه تقابل اللاعبين بقرارات متطابقة. 
إذإن اختيار خطة رمن قبل اللاعب X‏ واختيار خطة ؛من قبل اللاعب ۲ تجعل يربح 
عست ا رمن قبل 7 و ؛ من قبل ell i‏ البح ت 
Ca =~ oY)‏ يجب أن تكون الخطتان المثليان ×و « متطابقتين ويجب أن يكون 
الربح المتوقع 0= +4 . إن قيمة اللعبة عندما يكون A =A‏ هي الصفر. ولكن»› 
يبقى من الضرورى إيجاد الخطة . 


مثال ۲ 


(0 
اعد م‎ I 
l 


-1 - | 

0-1... 

| 0 

تعنى هذه المصفوفة أن WS‏ من لاو 7 يختار عدداً واقعاً بين 1 و 3 واللاعب الذي 

ca =‏ أما إذا اختارا العدد نفسه فيكون الوضع على القطر الرئيسي ولايربح أي 

واحد منهما). من الواضح أنه لن يختار أحد اللاعبين خطة تتضمن 2 أو 3 وإلا فان 

اللاعب الآخر سيكون تحته مباشرة . ولذاء فإن الخطة الخالصة (1,0,0) = y‏ = دهى 
المثلى = كلا اللاعبين يختار 1 كل مرة - وقيمة اللعبة هى 0= y Ax =a‏ 
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ما يجدر ذكره أن المصفوفة التي تترك جميع القرارات دون تغيير ليست هي 
مصفوفة الوحدة ولكنها المصفوفة £ التي كل عنصر فيها يساوي 1. إن اضافة مضاعف 
ل JIE‏ مصفوفة الربح» #»ه + 4 4» يعني» cabling‏ أن اللاعب X‏ يربح كمية 
اضافية مقدارها » كل مرة وأن قيمة اللعبة تزيد يمقدار » ولكن» ليس هناك سبب 
لتغيير ×و ر. 

coy‏ لنعد إلى النظرية العامة واضعين أنفسنا فى البداية مكان ×. لنفرض 
أنه يختار الخطة المختلطة ) ......* ) exs‏ عندئذ» سوف يلاحظ ۲ تلك الخطة ويختار 
Sly‏ يؤدي إلى أقل دفع JS‏ 0 × سوف يحصل على sl „min YAX‏ لاني 
ذكى #سيختار تجها Ey)‏ لآيكون وسيدا) fares‏ هذه القيعة الصغر اعظمية . 
بهذا الاختيار» يضمن لا ربحاً JBN‏ عن : 


(\) min yAx = max min yAx. 
y x J 


ولايمكنه أن يتوقع ربحاً أكثر من ذلك . 

سيقوم اللاعب ۲ بعمل معاكس لأية واحدة من خططه المختلطة cy‏ عليه أن 
يتوقع أن × سيكتشف المتجه الذي يؤدي للقيمة العظمى للدالة hj Pa‏ لذاء Y op‏ 
سيختار الخطة المختلطة ١‏ التى تجعل هذه القيمة العظمى اصغرية ويضمن أن لن يخسر 
اک فن 


* a 
(Y) max y AX = min max yAx. 
Ñ Yy X 


ولن يتوقع ۲ أن يفعل شيئاً أفضل . 
آمل أن تكون قد لاحظت ماستكون عليه النتيجة الرئيسية إن كانت صحيحة . 
نريد أن يكون المقدار )١(‏ الذى يضمن ل × ربحه مطايقاً للمقدار (؟) الذى يرضى ۲ 


)1( للافكن أن یکو ذلك SU cline F Sl] x‏ #قادر على ot‏ يحضل على Le asi‏ 
تضمن له العلاقة (1) . تفرض نظرية اللعب أن اللاعبين أذكياء . 


البرمجة الخطية ونظرية اللعب 10 


أن يخسره . عندئذ» ستؤدي الخليطة «. »إلى نقطة توازن سرجية» وتكون اللعبة قد 
عله Mee‏ أن يكس e häi i‏ حينما ينحاز عن الخطة gx‏ ۲ يكن أن يخسرء 
فقطء حينما ينحاز عن « . إن وجود النقطة السرجية هذه قد أثبتت من قبل قون 
نيومان Von Newmanm‏ وقد عرف ذلك باسم نظرية اصغر النهايات العظمى والتي 
تنص على مايلي : 


4م لكل مصفوفة ۸ من om Xing gl‏ يتحقق التساوي بين أصغر النهايات العظمى, 
على جميع الخطط » وأكبر النهايات العظمى. أي : 


max min yAx = min max yAx 
x yy y X 


iv? 


هذه الكمية هي قيمة اللعبة . إذا وصل إلى القيمة العظمى الواقعة في الطرف الايسر 
عند ':دووصل إلى القيمة الصغرى في الطرف الاين عند "ر فإن هاتين الخطتين مثليان 
وتؤديان إلى نقطة سرجية لايريد أبن أف يغادرها. 
y dete Ar Syn‏ لكل V XK‏ )0 
عند النقطة السرجية تكون x‏ على الاقل من جودة أى نقطة أخرى + (إذ إن 
(yar < y Ax‏ بشكل مشابه سيدفع اللاعب الثاني أكثر ببقائه في '«. تماماً» كما في 
نظرية الثنوية» يمكن أن نبدأ يمتراجحة ذات اتجاه واحد maximin > minimax‏ . ليس 
ذلك سوى تركيب لتعريف + مع تعريف y‏ 
(o)‏ 


p ; P E = $ : + 8 
max min yAx = min yAx Sy Ax S maxy Ax = min max yAx. 
2 2 y x yx 


هذا يعني » فقطء أنه إذا كان X‏ متأكدأً من أنه سيربح على الاقل » » وأن ۲ متأكد 
من أنه لن يخسر أكثر من 8+ فمن الضروري أن يكون 8 >0. كان SHAN‏ فون نيومان 
البرهان على أن 8 -.0 وهذه هى نظرية أصغر القيم العظمى . إنها تعني أن المساواة 
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يجب أن تتحقق من خلال .)٥(‏ وأن خاصة النقطة السرجية )٤(‏ تستنتح منها فى 
التسرية CY *—0-A)‏ 
بالنسبة لناء الشيء المبهر في البرهان هو أنه يستخدم تماماً الرياضيات ا مستخدمة 
في نظرية البرمجة ا خطية . بشكل حدسي » يكون الامرء غالباً» واضحاًإذ إن او 
۲ يلعبان دورين «مترافقين») وكلاهما يختار الطرائق من المجموعة المواتية لمتتجهات 
الاحتمال 0 دو 1= علو 0 < „EY =1 gy‏ الشيء المذهل أنه حتى قون نيومان 
Von Neumann‏ لم يدرك في ال حال أن النظريتين تعنيان الشيء نفسه . (لقد برهنت 
نظرية mini max‏ عام ce VAYA‏ وقد ابتدأت البرمجة الخطية عام ce VAEV‏ وقد نشر 
Gale, Kuhn, Tucker‏ البرهان الأول للثنوية عام ١‏ 145١م‏ -معتمدين» على كل حال. 
على مذكرات قون نیو مان Von Neumann‏ ؟) وقد ظهر برهانه في المجلد الذي ابرز فيه 
silo‏ ك 8 تكافؤ البرامج الخطية مع مصفوفة اللعب». وهكذاء فإننا نعكس 
Te‏ التاريخي باستنتاج نظرية mini max‏ من الثنوية . 


العمود المكون من من الوحدان و عهوالمتجه السطري المكون من Hamlyn‏ 
لنأخذ بعين الاعتبار البرنامجين الخطيين التوافقيين : 


slow! (P)‏ النهاية الصغرى se! (D) cx‏ النهاية العظمى لطم 


yA Sc yy 20 b pà Ax 2bix 20 bo yh 


لكى نطبق الثنوية » علينا أن نتأكد من أن AS‏ من المسألتين مواتية» لذاء إذا كان 
دكات Lys pe‏ فاننا نضيف » إلى جميع عناصر 4 . إن هذا التغيير SRY‏ على 
الخطط المثلى للعبة إذ أن كل ربح يزداد بمقدار ه وكذلك أصغر النهايات العظمى 
وأكبر النهايات الصغرى . بالنسبة للمصفوفة الناتجة التي نرمز لها ب eA‏ يكون 0- y‏ 
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ملائما في المسألة المرافقة وتكون كل قيمة كبيرة ل x‏ ملائمة في المسألة الاصلية . 
تضمن نظرية الثنوية في البرمجة الخطية وجود متجهين × و إملائمين يحققان 
cx =y b‏ . وتا أن OU Kec 9b‏ من وجدان» لذاء قان × "5 = xf‏ ؟ إذاكان هذا 
المجموع يساوي فان القسمة على 9 تجعل المجموع مساوياً الواحد وتكون الخطتان 
المختلطتان النانجتان 0 / × و 0 / «مثليان. من أجل أي خطتين أخريين gx‏ ر» 
Ax <6‏ يؤدى إلى 0-1ر< yAx‏ و y ASc‏ يؤدى إلى y AxSex=1‏ 
النقطة الرئيسية هى Ax OS‏ ك1 > Ax‏ «. بالقسمة على 60 نجد أنه لايمكن 
للاعب OX‏ يربح أكثر من 1/6 مقابل الطريقة 6 / cy‏ ولايمكن للاعب 7 أن 
يخسرأقل من 1/0 ضد 0/⁄×. باختيار هاتين الطريقتين» يتحقق maximin‏ 
minimax = 1/0‏ = . 
هذا يكمل النظرية» لكن السؤال الطبيعي جداً يبقى بدون اجابة : ماهي الالعاب 
العادية ا مكافئة «لالعاب مصفوفة»؟ هل الشط رن والبريدج والبوكر تتلائم مع نظرية 
نيومان Neumann‏ ؟ 
يبدو لي أن الشطرخ لايتلائم مع ذلك تماماً وذلك لسببين. Yai‏ لاتحوي خطة 
القطع البيض على ال حركة الاولى فقط » لكنها يجب أن تضمن قراراً حول كيفية الرد 
على كل حركات القطع السود ثم كيف يكون الرد على استجابتها الثانية وهكذا حتى 
نهاية اللعبة . توجد بدائل عديدة عند كل خطوة, لذا للاعب × بلايين الخطط الخالصة 
وينطبق ذلك أيضاً على منافسه . لذاء فإن gm‏ كبيران بشکل لايمكن تحديده. 
بالاضافة إلى ذلك» فانني SY‏ 99 )1 للعضادقة . إذا امكن للابيض أن يجد خطة 
رابحة أو إذا امكن للاسود أن يجد خطة انسحاب -لم يكن من الممكن SY‏ واحدة 
منهما أن توجد - فسيؤدي ذلك إلى انهاء لعبة الشطر È‏ بصورة فعلية . من الطبيعي أنه 
يمكن للعبة أن تستمر إلا أن المتعة ستختفي . 
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خلافاً للعبة الشطرنج» فإن البريدج يحوي على شيء من المخادعة» من ذلك 
تقرير ماسيعمله في حيلة ما . لذاء فهى تعد لعبة مصفوفية . لكن n gm‏ كبير ان جداً . 
رعا يمكن محليل جزء منفصل من اللعبة للحصول على طريقة مثلى . الامر ذاته صحيح 
من أجل البيسبول(كرة القاعدة)» عندما يحاول كل من الرامي وحامل العصى أن 
يخدع أحدهما الآخر في اختيار الضربة . (أو يكن abd‏ الكرة محاولة معرفة متى 
سيباقته العذاء مدعنا dua y‏ خارجية ؛ لايمكنه عمل ذلك في كل مرة دون التقدم للقذف 
وإلا سيكون هناك تواتر أمثل ‏ يتعلق بهدف العداء وبالوضع القائم). يكن . أيضاً 
»عزل جزء من هذه اللعبة وتحليله . 

لعبة البلاك جاك ليست مصفوفية (على الاقل » في الكازيونات) لأن دور اللعب 
تتبع في ذلك قواعد ثابتة . عندما وجد صديقى Ed Thorp‏ طريقة رابحة ونشرها- 
أدى ذلك إلى تغيير قواعد اللعب في لاس فيغاس Las Vegas‏ وكانت وصيته متعلقة 
Ls‏ بالمحافظة على مراقية Sy SM‏ الكشوقه. لايوجد فى ذلك pole‏ صدفة . لذاء 
لاتوجد خليطة خطط + . 

توجد كذلك لعبة مأزق السجين Prisoner Dilemma‏ حيث يلقى القبض على 
شريكين في جرية . يقدم إليهما العرض ذاته . اعترف وأنت حر» شرط أن لايعترف 
شريكك ( يحصل الشريك» عندئذ» على عشر سنوات سجن) . إذا اعترف الشريكان 
فان كلاً منهما يحضل على ست ستوات سجن. ذالم يعترف آي منهسا فانة SEN‏ 
تحقق إلا من جريمة صغيرة (سنتان لكل منهما). ماهو العمل ؟ اغراء الاعتراف 
ضخم le‏ » رغم أن كل منهما متعلق بالآخر فان بامكانهما الاصرار على أقوالهما . 
هذه اللعبة ليست ذات مجموع صفري ؛ يمكن لكل منهما أن يخسر . 

الشكل JU!‏ للعبة معتادة يكن أن تكون مصفوفية هي لعبة البوكر Poker‏ 
فالخداع فيها أساسي » ولكي تكون حقيقية » يجب أن تكون غير قابلة للتنبؤ. يجري 
قرار الخداع بصورة عشوائية» إذا قبلت دعوى نظرية اللعب الأساسية وهو كون 
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خصمك ذكياً . (إذا وجد اسلوباً يربح فيه) . تتعلق الاحتمالات المواتية والمعاكسة 
للخداع بالاوراق المكشوفة وبقيمة الرهن . بالفعل عدد البدائل الكبير يجعل إيجاد 
خطة مثلى مطلقة *امراً غير قابل للتطبيق . رغم ذلك» فان على لاعب البوكر الماهر 
أن يحاول الاقتراب بقدر مايمكنه من ×» يمكننا أن نحسب ذلك» بدقة» إذا قبلنا التنسيط 
الشديد التالى للعبة : 

قد يكون لدى اللاعب × ولد أو ملك باحتمالين متساويين بينما يحصل اللاعب 
لآ على ملكة . تعد نظر اللاعب × على مافي cody‏ يمكنه أن يغلق أوراقه ويستسلم 
ويخسر الدولار الذي وضعه مسبقاً أو يمكنه أن يراهن بدولارين آخرين . إذا راهن 
اللاعب × فان اللاعب ۲ إما أن يغلق أوراقه ويستسلم ويخسر الدولارالذي وضعه 
مقدماً أو يقرر متابعة خصمه ويضع دولارين ليرى فيما إذا كان يخادعه . في هذه 
eV‏ يربح صاحب الأوراق الاعلى قيمة الدولارات الثلاثة التى راهن بها 

حتى فى هذه اللعبة البسيطة فإن «الخطة الخالصة» ليست واضحة بصورة تامة 
ومن المفيد كتابتها كما يلي . ل لا احتمالان لأنه يتجاوب» فقطء مع اللاعب ×: 

(١)إذا‏ راهن X‏ وجمع Y‏ أوراقه . 

(۲) إذا راهن × ونظر ۲ باوراقه وراهن على ثلاثة دولارات . 
ob‏ لدى × اربع خطط بعضها منطقى والبعض الآخر احمق : 

)١(‏ يراهن ب 2 $ اضافيين على ملك ويلقى أوراقه على ولد. 

. يراهن فی كلا الحالین (مخادعاً)‎ (Y) 

(۳) يغلق اوراقه فى كل من الحالین» ويخسر 1 5. 

)2( يغلق أوراقه عندما ash‏ ملك ويراهن عندما يأتيه ولد. 
تحتاج مصفوفة الربح إلى قليل من الصبر لحسابها : 
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0- , ه لأن × يخسر دولاراً في نصف الوقت مع الولد ويربح مع الملك Y)‏ 
وقلق Kül ga)‏ 

1= » لأن X‏ يخسر دولاراً واحداً فى نصف الوقت ويربح ثلاثة دولارات 
فى النصف الآحر من الوقت . ( لا يحاول خداعه رغم أن لدى × ملكا) . 

1 -, ه لأن يرد و ۲ يغلق أوراقه (تنجح الخديعة) . 

0 -.,ه لآن × يربح ثلاثة دولارات مع الملك ويخسر ثلاثة دولارات مع الولد 


Gohi 5‏ 
الطريقة الثالثة تخسر Leys‏ دولاراً والرابعة غير ناجحة أيضاً: 
aO l 1 Q‏ 
ii 1 Û 1 -2‏ 
الطريقة المثلى في هذه اللعبة من أجل ×هي خداع فى نصف 
ET‏ 


)50,0 , ل) - + وعلى الخاسر ۲ أن يختار )1/2 ,01/2 = y‏ . قيمة هذه اللعبة هي 50 

idle ad‏ غر وة ليذ الاب بتاك لمن tad‏ معفقة من البوكر. 
ومع ذلك» فإنني أظن أن للبوكر مكانه الخاص في الجحبر الخطي وتطبيقاته . آمل أن 
تكون قد سررت بهذا الكتاب . 


تمارين 


١٠-١-۸‏ كيف Sis‏ الخطط المثلى فى اللعبة الاصلية إذا ازدادت العشرون دولاراً 
إلى سبعين دولاراً وكم هي قيمة هذه اللعبة (متوسط ربح CX‏ 
as ۲-۵-۸‏ بمصفوفة الربح 4-43 »اشرح حساب × لأكبر نهاياته | لصغرى 
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Wis,‏ حساب ۲ لأصغر نهاياته العظمى . أي الخطتين gx‏ < تعتبر 
adel‏ 

۳-۵-۸ إذاكان العنصر . »هو الأكبر في سطره والأصغر في عموده. BU‏ 
يختار tle X‏ العمود زويختار ۷دائماً السطر #(دو 3 اعشار لعتاضر 
المضفوفة الأخرى) ؟ بين أن التمرين السابق يتضمن مثل هذا العنصرء 
ثم كون مصفوفة 4 بدون واحد. 

٤-٥-۸‏ أوجدالخطةالمثلى ل ۲ باعطاء أحمال لأسطر 4 مثل cy‏ ر 1اوارسم 
جميع المركبات الثلاث . سيركز × على المركبة العظمى (الخط الاسود) 
وعلى ۲ تصغير هذه القيمة العظمى ale.‏ «وكم هو ارتفاع اصغر 
القيم العظمى (المستقيم المنقط)؟ 


لإ عر 
3y + 2)1 = y)‏ 


260-05-4 بالمصفوفة 4ذاتهاء أوجد الخطة المثلى ل X‏ وبين أنه يستخدم فقط 
العمودين (الأول والثالث) اللذين يلتقيان عند اصغر قيمة عظمى فى 


الشكل . 


: أوجد كلا من الخطتين وكذلك قيمة اللعبة إذا كان‎ 1-0-A 


Rika 


۷-0-۸ 


a 


١١مم‎ 


\Y-—0-A 


م نم ؟١‏ 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


: f AP |f ce 
يؤديان إلى عمود من‎ ×١ م | =4. أي حملين ,×-1 و‎ h قن أذ‎ as 


الشكل u‏ »]وأى حملین ,لر - 1و yı‏ يعطيان للسطرين كي يدي 
ذلك إلى سطر جديد v]‏ ]اين أن باح eU‏ 
أوجد دو رروكذلك قيمة «من أجل : 


= 
min max Kıyı + X2Y2). 


y, 20 x 20 
Yı +y -=l x, +x, =l 


وضح كلا من المتراجحات الواردة في )0( ثم عندما تحولها نظرية 
إلى عاد لانت استنتج (بالكلمات من حديد) معادلاث النقطة 
CE) dm pol‏ 

بن أن )00 2.1 )د Olle Oke bay a(t, 4) gx‏ بالنسة 


2 2 
للعبة البوكر وذلك بيحساب yAx yy Ax‏ والتحقق من الشروط )2( 


هل برهن أنه لاتوجد خطة في لعبة الشطرنح تربح دائماً بالنسبة للاسود 
؟ اعتقد أن هذا معلوم فقط عندما يقوم اللاعبان بحركتين معاً. لو كان 
للاسود خطة رابحة فإن بإمكان الأبيض أن يقدم الحصان ويؤخره ثم 
يتابع خطته ما يؤدي إلى النتيجة المستحيلة أن اللاعبين سير بحان Les‏ 
إذا اختار  late‏ أولياً وبالوقت ذاته» خمن ۲ هذا العدد بين فردى أو 
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زوجي (بربح أو خسارة مقدارها دولار واحد) من منهما له ميزة على 
الاش 

١5-06-48‏ إذا كان × مهاجماً يختار هجوماً أو امراراً للكرة وكان Y‏ قائد الدفاع 
حيث يمكنه أن يتولى الدفاع ضد هجوم أو امرار» لنفرض أن التصفية 


مقدرة باليرد هى 


دفاع ضد هجوم 4 f‏ 5 
دفاعء ضدامرار ظ 


امرار هجوم 


ملحق )1( 
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لقد احتفظنا بالتحليل المصفوفي الثالث الضخم لهذا الملحق» إنه يضاف إلى 
LU‏ الناتج عن الحذف و 08 الناتح عن التقويم (غاوس وغرام شمبدت). لم يربط هذا 
التحليل ch‏ أسم وقد عرف بالرمز 5۷2 الذي هو الحروف الأولى من Singular value‏ 
decomposition‏ نريد وصفه ala y g‏ ومناقشة تطبيقاته التي هي كثيرة في ازدياد . 

يرتبط SVD‏ بقرب مع تحليل القيمة الذاتية - المتجه الذاتي لمصفوفة 
متناظرة: "© ۸ © = 4. تقع هنا القيم الذاتية على قطر المصفوفة ۸. ومصفوفة 
المتجهات الذاتية 0 قائمة : 1= 0 07 . ذلك لأنه يكن اختيار المتجهات الذاتية لمصفوفة 
متناظرة» متعامدة نظامية . إن ذلك غير صحيح من أجل كثير من المصفوفات ومن 
أجل المصفوفات المستطيلة مدعاة للسخرية . لكن» إذا تركنا © فى اليسار و " 0 فى 
اليمين شرط أن تكونا أي مصفوفتين قائمتين - ليس من الضروري أن تكون احداهما 
منقول الأخرى - OP‏ التحليل يصبح LSE‏ علاوة على ذلك» فإن المصفوفة القطرية 
(لكنها مستطيلة) الواقعة في الوسط يكن جعلها غير سالبة. يرمز لها Eole‏ 
ولعناصرها الموجبة به أيضا إنها, © ,..., , 6. إنها القيم الشاذة AS‏ وإنها تشغل 
المواضع ال الأولى من القطر الرئيسي ZS‏ وإن+ هي رتبة 4. 


1١1 


WWE‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


أساس العمل بالمصفوفات المستطيلة هو » دائما بصورة تقريبية» النظر فى 
“فقو "A‏ 


تحليل القيمة الشاذة : يمكن تفريق أي مصفوفة 4 بالصورة : 

(قائمة) (قطرية) (قائمة) = 5 A=Q ; ZQ‏ 

أعمدة , 0( × (m‏ هي المتجهات ASI‏ ل T‏ فو iael‏ > 9( × 7) هي 
AJia‏ ين القيم الشاذة 1 ل dail Sr‏ على قطر < (mx n)‏ هي الجذور 
التربيعية للقيم الذاتية غير الصفرية لكل من ' 44 و ATA‏ 


ملاحظة ١‏ : من أجل مصفوفة معرفة إيجابياء يطابق هذا التحليل 7 ۸0 0. من 
أجل مصفوفة غير معرفة » تصبح أي قيمة ذاتية سالبة في A‏ موجبة في . لذاء ستكون 
0 مختلفة عن د0 . من fol‏ مصفوفات مركبة» < تبقى حقيقية لكن | © و Or‏ 
تصبحان واحديتين (التركيب مشابه للتعامد). وهكذا =U; SUF OSS‏ 4. 
ملاحظة Y‏ : تعطي أعمدة ,0 و Or‏ أسسا متعامدة نظامية للفضاءات الجزئية الأساسية 
dw VI‏ : 

الأعمدة ال: الأوائل من , © : فضاء أعمدة A‏ 

الأعمدة ال mr‏ الأواخر من , © : الفضاء الصفري اليساري AS‏ 

الأعمدة ال: الأوائل من د © : فضاء أسطر A‏ 

الأعمدة اله الأواخر من د © : الفضاء الصفرى AS‏ 
ملاحظة ” : يختار التحليل SVD‏ هذه الأسس بطريقة خاصة فعلا. إنها أكثر من 
متعامدة نظامية . إذا ضربت ۸ بعمود من 2 ٠0‏ فإنه ينتج مضاعفا لعمود من , 0 . 
ينتج ذلك مباشرة عن < ,© = د AO‏ ينظر الى ذلك كضرب عمود في كل مرة . 
ملاحظة ٤‏ : ستكون الرابطة بين ' 44 و ATA‏ صحيحة إذا كان القانون QO, ZQ ١‏ 
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صحيحا . تلام السهل أن ترق : 

(O AA= 0, 0] alts [Xt AAT =( 0,503) (OE 0) = O EEO, 
الأولى 6 نحد أن , 0 يجب أن تكون مصفوفة ا متجهات الذاتية ل‎ BSI من‎ 

AA *‏ مصفوفة القيم الذاتية هي الوسطى وهي EET‏ التي هي من النوع m Xm‏ 

ويقع على قطرها , © ..., | 6. من الثانية» 44 ر © يجب أن تكون مصفموفة 

ا متجهات الذاتية AAS‏ للمصفوفة القطرية <" < الأعداد م © ,.., د 6 ذاتها 


لكنها من النوع ۸× . 

هذه التحقيقات سهلة ولكنها لا تبرهن التحليل SVD‏ . البرهان ليس صعبا ولكن 
من الممكن استخلاصه من الأمثلة والتطبيقات . 
١ Ji‏ ( ۸ قطرية ) 


2 0 I 00/|/2 0 10 
0-3 | =| Gel ÛU | | O 3 Fhe 

0 0| [0 01||]00 

مثال ) A‏ عمود واحد» فقط) 
A &‏ اذب 
ف || 5 3 3 sit‏ 
l 2 )‏ 2 | 
A = riz 7 3 3 0 [1]‏ 
L HOQ]‏ 2 2 2 
E F F]‏ 


A 4‏ هنا من النوع 77 بينما ” 4/4 من النوع 3× 3. لكل منهما القيمة الذاتية 
9 (جذرها التربيعي 3 واقع في < ) . القيمتان الذاتيتان الصفريتان ل ' IIS SAA‏ بعض 
الحرية للمتجهين الذاتيين الواقعين في العمودين ١‏ , شخ .O,‏ لقد قمنا باختبار 
يجعل هذه المصفوفة قائمة . 


WW‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


مئال ۳( ۸ قائمة مسسقا) 
إما A= QI‏ أو 10 = 4 أو (QC ,(1 0 T‏ = 4 أيضا » لکن( = < حتما . 


.)۸=3,1 حيث‎ AA "=| 5 مصفوفة ورودو|‎ 4( ٤ مثال‎ 
EA ¥ pl. Tig go 1-2 1/48 
om) ريص‎ ci 7 3 1 0 1 ]/2 
0 10), 1 ا‎ 


تطبيقات التحليل SVD‏ 

نريد أن ننتقي قليلا من التطبيقات المهمة بعد أن نؤكد نقطة أساسية . يعد التحليل 
Lil, SVD‏ بالنسبة للحسابات المستقرة عدديا . السب الأول هو 055 , 2 وى © 
مق رقن فاكسقين : السا لا oe fol a‏ طول آق مجه OV‏ 
cll? = × * © "Ox = IIx *‏ الضرب ب0 لا يخرب التدريج . مثل هذه القضية 
لا یکن ol‏ سا عن أجل CE EV Cy all‏ مكنا أن تقر ب ode‏ كتير ث أو PSI)‏ 
عمومية) التقسيم على عدد صغير 6 ونغمر الحاسوب . لكن < تبقى جيدة بقدر 
الإمكان . إنها تظهر » تماماء ماهو الكبير وماهو الصغير»ء وإن التيسير السهل لرؤية 
هذه المعلومات هو السبب الثاني لشعبية هذا التحليل . سنعود إلى ذلك في التطبيق 
الثاني . 


. -عملية التصوير : لنفرض أن قمرا صناعيا أخذ صورة ويريد إرسالها إلى الأرض‎ ١ 
. من المربعات الصغيرة لكل منها لون محدد‎ 1000 X 1000 يكن لهذه الصورة أن تحوى‎ 
يمكننا أن ننظم الألوان في صف من الأسود إلى الأبيض ونعيد مليون عدد . من المفضل‎ 
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وضع المعلومات الأساسية في مصفوفة من النوع 1000 X‏ 1000 وإرسال ذلك» فقط . 

لنفرض أننا نعرف التحليل 5۷2 . المفتاح هو في القيم الشاذة (في < ). بصورة 
موذجية» بعضها ذو شأن والبعض الآخر صغير جدا . إذا احتفظنا ب 60 وأهملنا £940 
فإننا نرسل فقط ما يقابل 60 عمودا ل , © و ر © . الأعمدة الأخرى ال940 تضرب في 
د 0 < , © بالأعداد الصغيرة » التي هي مجهولة . بالفعل ييكننا صنع هذا الضرب 
المصغوفي كجداء عمود بسطر : 

(Y) 0:50} 1ن زه عد‎ ugoni +... tO. 

المتجهات » هنا أعمدة في , © والمتجهات « أعمدة في ر ©( 7 ١‏ هو السطر الأول 
في (OG‏ . كل مصفوفة هي مجموع ١‏ من المصفوفات ذوات الرتبة .)١(‏ إذا احتفظنا 
بستين عنص رأ فإنتا فرسل X60‏ 2000 عوضا عن مليون . 

إن الصورة أخاذة فعلا كلما حوت أكثر فأكثر من القيم الشاذة. في البدءء لا 
ترى شيئا ثم فجأة ترى كل شيء . 


١‏ - الرتبة الفعلية : لم نتردد في الفصل الثاني في تعريف رتبة مصفوفة . إنها عدد 
الأسطر المستقلة أو بصورة مكافئة عدد الأعمدة المستقلة. يصعب تقرير ذلك فى 
الحساب . طريقتنا الأصلية هى تعداد المحاور وذلك عمل صحيح في حساب صحيح . 
الحواب. لننظر في : 


11A‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


آخر . يكن أن يكون المحوران صغيرين» كم يمكننا أن نتجاهل منها؟ للثانية محور 
صغير ولكننا لا يمكننا أن ندعي أن أسطرها غير ذات شأن . للثالثة محوران ورتبتها 
Gls‏ ؟ ولكن REAL sy‏ يجب أن ت ة(). 

نتتقل إلى قياس أكثر استقراراً للرتبة . الخطوة الأولى هي استخدام TA‏ 4 أو 
7 4 المتناظرتين ولكنهما مشتركتان بالرتبة ذاتها مع . قيمهما الذاتية - مربعات 
القيم الشاذة - ليست مضللة . بناء على دقة المعطيات» نقرر» مع تسامح مثل ٠°‏ 10 
ونعد القيم الشاذة الواقعة فوق ذلك - أن تلك الرتبة هي الحقيقية . في الأمثلة الواردة 
أغلاه» إنها تساوي» Logo‏ الواحذ إذا كان ع ضغيرا . من المقبول أن تكون غير متصلة 
jad badae‏ القيمة الشاذة العدد ° 10 لكن ازعاج ذلك أقل بكثير من التعريف 
الجبري المعتاد - الذى هو غير متصل عند 0 -6 ولا يسمح بالمراقبة . 
-١‏ التحليل القطبي : يساوي كل عدد مركب جداء عدد غير سالب ۲ پو ۶ #وافع 
على دائرة الوحدة : ** »+ = 2. إن ذلك هو التعبير عن 2 «بالاحداثيات القطبية» . 
إذا اعتبرنا هذين العددين مصفوفتين من النوع 1 1» فإن يقابل مصفوفة شبه 
معرفة ايجابيا ويقابل*' © مصفوفة قائمة. بدقة أكثرء لما Pols‏ © مركباً 
ويحقق 1 = et?‏ 1% فإنه يكون مصفوفة واحدية من النوع 
UU 20-1 : 1x!‏ نعتبر المرافق المركب مثل المتقول من أجل * 17 . 

. إلى أي مصفوفة مهما كان حجمها‎ SVD التحليل‎ axe 


يكن تحليل أي مصفوفة حقيقية مربعة إلى 5 0 = ۸» حيث © قائمة و S‏ متناظره وشبه 


: SVD ما علينا إلا أن ندخل 1 = ر © 3 © فى وسط التحليل‎ cole U 
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(Y) A - 0,520: = Qı Q2) X05). 

aaa 0 2 0 Jolt‏ وة معرف EOY‏ قولك) العام 

AS AIL ر0 = 0"0 ). في‎ OF Qi OF مصفوفة قائمة (لأن1=‎ 0 = € , 0 + 

تصبح S‏ هرميتية بدلا من متناظرة وتصبح © واحدية بدلا من قائمة . فى IL!‏ القابلة 
للعكس 6 تكون E‏ معرفة وكذلك 5. 


مثال تحليل قطبي : 05 A=‏ 


lt “allel “3 


مثال تحليل قطبى عكسي : A=S’0O‏ 


في الترتيب العكسي » تبين التمارين لماذا تتحول 5 لكن © تبقى كما هي . كل من 
5 و “5 متناظرتان ومعرفتان إيجابيا OY‏ 4 هذه قابلة للعكس . 


ملاحظة: يمكننا أن ننطلق من OS‏ = 4 والتراجع لإيجاد التحليل 5۷2. لما كانت S‏ 
متناظرة لأنها تساوي و © < ر © e‏ إن ذلك تحليل القيم الذاتية - المتجهات الذاتية 
المعتاد * Q‏ ۸ 0 بتغيير بالرموز فقط . إن : 

A= 05 - 0 0:30 = 0,20 


هو التحليل 5۷ . تاريخياء استخدم التحليل القطبي لأنه أكثر شهرة - لكنني 
اعتقد أن تحليل القيمة الشاذة أساسى أكثر . 


or W.‏ اطي وتطييقاته 


تطبيق 05 = 4 : أهم استخدام للتحليل القطبي هو في الميكانيك المتصل (وأكثر حداثة 
في المكننة) . في كل تشوه» من المهم فصل التمدد عن الدوران» ويقع ذلك» تماماء 
عندما تنتهي 05 . المصفوفة القائمة © دوران ومن الممكن أن تكون انعكاسا . للمصفوفة 
المتناظرة 5 القيم الذاتية, 6 ..... , 6 التي هي معاملات التمدد (أو معاملات 


الانضغاط) . التقطير الذي يظهر هذه القيم الذاتية هو الاختيار الطبيعي للمحاور - 
المسماة محاور رئيسية » كما في القطع الناقص في البند .)۲-١(‏ إنها المصفوفة 5 التي 
تتطلب عملا في المادة» وتختزن قدرة مرونة . 

نلاحظ أن 7 8 هي TA‏ 4 التي هي متناظرة ومعرفة ايجابيا عندما تكون 4 قابلة 
للعكس . 5 هي الحذر التربيعي TAS‏ 4 وهي مصفوفة متناظرة معرفة ايجابياء و 0 
هي AS"‏ بالفعل» يكن ل A‏ أن تكون مستطيلة ما دامت 4 7 A‏ معرفة ايجابيا . 
(ذلك هو الشرط الذي احتفظنا به وهو أنه من الواجب أن تكون أعمدة A‏ مستقلة) . 
وفي الترتيب المعاكس 52 = ۸ تكون المصفوفة 5 الجذر التربيعي ل ' 44 وهي متناظرة 
ومعرفة ايجابيا. 
٤‏ - أصغر ا مربعات : لقد وجدنا في الفصل الثالث حل المربعات الأصغرية لنظام 
مستطيل b‏ = ×4. إنه يأتى من المعادلة النظامية 75 4 = cA TA x‏ إلا أنه كان هناك 
متطلب ثابت على 4 . يجب أن تكون أعمدتها مستقلة» والرتبة كانت on‏ إذا لم يكن 
ذلك» فإن 4 7 4 غير قابلة للعكس ولا يمكن تعيين × - يكن إضافة أي متجه من 
الفضاء الصفري إلى * . يمكننا الآن تكملة ما قدمه الفصل الثالث باختيار × 
(مفضل» لكل نظام خطى Ax =b‏ 

توجد آمامنا صعوبتان ممكنتان مع Ax = b‏ : 

. يمكن أن تكون الأسطر فى 4 مرتبطة‎ )١( 

. يكن أن تكون الأعمدة في 4 مرتبطة‎ (Y) 
خارج‎ b في الحالة الأولى» يكن أن لا يكون للنظام حل . يحدث ذلك عندما يكون‎ 


التحليل وفق القيمة الشاذة والمعكورس الكاذب ۷1 


فضاء أعمدة 4» وقد أعطى الفصل الثالث العلاج : إسقاط b‏ على فضاء الأعمدة . 
عوضا عن b‏ ×4 نحل م = Ax‏ يمكن تنفيذ ذلك OY‏ م واقع في فضاء أعمدة 4. 
إلا أن الحالة (؟) تظهر عقبة أخرى . إذا كانت أعمدة 4 مرتبطة» فإن الحل × لن يكون 
فريدا . علينا أن نختار حلا خاصا لم = Ax‏ وبجعل هذا الاختيار متلائما مع القاعدة 
التالية : 
ا حل الأمثل للنظام ‏ = Ax‏ هو ذو الطول الأصغري . 

يمكن تسمية هذا الحل الأمثل * ×. إنه اختيارنا المفضل كأفضل حل للنظام Ax=‏ 
الذي لم يكن له حل)» وأيضا pela‏ = × 4 (الذي كان له العديد من الحلول) . 
الهدف هو تعيين * ×» وننطلق من أجل ذلك Stee‏ 
مثال ١‏ 4 مصفوفة قطرية. ذات أسطر مر تبطة وأعمدة مرتبطة Lal‏ : 


+ 
r 


c 0 00 
A =| 0 o>, 00). 
0 0 00 


تنتهي جميع الأعمدة بصفر. في فضاء الأعمدة» يكون أقرب 
متجةل(, 5.ر .ىر 5) = طهو .p=(b,,b,,0)‏ إن ذلك هو المسقطء والخطأ 
b 5)‏ ,0 ,0) متعامد مع كل واحد من الأعمدة . الأفضل أن نحل المعادلتين الأوليين» 
لآن المعادلة الأخيرة هي و 8 = 0. لا يكن اختصار خطأ هذه المعادلة» إلا أن الخطأ 
في المعادلتين الأوليين يكن أن يكون صفرا : 
00 5,0 


0 0, 0 0 
0 0 00 


“VY‏ الجبر الخطى وتطبيقاته 


نواجه OW‏ الصعوبة الثانية . الأعمدة مرتبطة و × ليس وحيدا . المركبتان الأوليان هما 
6// 5 , د 6/ر 6b‏ إلا أن المركتين الأخريين د × ,ي × الختيار يتان تماما. لجعل 


× أقصر ما يمكن » نختار هاتين ال مركبتين صفرا. ا حل ذو الطول الأصغري ل 
a * pAx =p‏ 


(£) b/d) 1/6 | 0 0 | b} 
xt =| 22/62 |a| 9 Hoz 0 b2 |. 

() 0) 0 0 b, 

() (0 0 Û i 


هذه المعادلة مهمة . إنها توجد * × وإنها تظهر» أيضا ا مصفوفة التي تنتج 
+ 3 من 6 . تدعى Moda‏ صمو [I dd‏ ملعكوس الكاذب AS‏ مکل بار" <A‏ لذاء يكون 


E SAB 
A * استنادا إلى هذا المثال» يمكننا أن نجد أفضل حل * × والمعكوس الكاذب‎ 
. لأي مصفوفة قطرية‎ 
bilo, 1/0, | © | 
إذا كان -ه فإن ۰ ع "فاق 5 عمد‎ 
| r T j | 


المصفوفة A‏ من النوع Xn‏ *» ب۲ من العناصر غير الصفرية , 6 . معكوسها الكاذب 
* 4 من النوع ا « ب١‏ من العناصر غير الصفرية , 7/6 . المنطقة الفارغة أصفار . 
لنلاحظ أن * (* 4) هو 4 أيضا. إن ذلك يشبه م = (- 4) إلا أن 4 هنا غير 
قابلة id. SU‏ كان ل#المركبات (ے ۶ مس (b‏ فان لمسقط هج المركبات 
)0...0 ,, سرع h‏ الل SV‏ قصراذم = د سر > الذي وجدناه Wel‏ 
وأخيراء يمكننا أن غشل المصفوفة القطرية E po Jl‏ ومعكوسها الكاذب بالرمز * 20 . 


التحليل وفق القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب avy‏ 


للذهاب إلى أبعد من المصفوفات القطرية» ننطلق بالحالة السهلة - حيث 4 
قابلة للعكس . للمعادلة b‏ = ×4 حل واحد وواحد فقط b:‏ 4 = ×. في هذه ا حالة 
"js t Ax‏ 4 هى ` 4 . ال معكوس الكاذب هو ا معكوس ذاته عندما تكون ALA‏ 
للعكس . لنتحقق من الشرطين معا : ×4 أقرب ما يكن من ((إنه يساوي Cb‏ و »هو 
pail‏ حل لط = × 4 (إنه الحل الوحيد عندما تكون A‏ قابلة للعكس) . 

لقد وجدنا gx TOV‏ الحالة العامة. إنه أقصر حل لم = Ax‏ وندعي 
أن * x‏ واقع دوما في فراغ أسطر 4. لنذكر أن أي متجه × » يمكن توزيعه إلى مركبة 
في فضاء الأسطر ومر كبه فى الفضاء الصفري : Sha. x =X +x,‏ ثلاث نقاط 
مهمة لهذا التوزيع : 

Ax, = أيضا لأن0‎ 4 x, =p مركبة فضاء الأسطر تحل‎ - ١ 

: المركبتان متعامدتان وتخضعان لقانون فيثاغورس‎ - Y 


ta “Obas ما يكن‎ pail x لذا یکن‎ ||) 

-Y‏ لجميع الحلول Ax =p‏ مركبة فضاء الأسطر نفسها x,‏ . هذا ا متجه 
هو X”‏ 

الصورة المقدمة للذكرى هى الشكل (5-1). إنها تظهر النظرية الأساسية للجبر 
الخطى - ببيان كيف تأخذ 4 أي متجه × إلى فضائها الصفري . إنها توضح Lal‏ أن أي 
م من فضاء الأعمدة ناتج عن متجه واحد وواحد فقط من فضاء الأسطر . (إذا كان 
AMR a Rl = COW Ax, BASAR =p‏ يقع الفرق في الفضاء الصفري 
وكذلك فى فضاء الأسطر - لذاء OP‏ ,× - ,× متعامد مع نفسه لذا يجب أن يكون 
صفراً). كل ماعملناه هو اختيار المتجه xt = x,‏ كأفضل حل لط = +4إنه أقصر 
حل للمعادلة الأشد قرباً من AX =p‏ 

. * الكاذب مصقوفة تقلب اتاد الشكل.. إنها تنطلق دؤوتعوه الى‎ Kall 
إنها تعكس 4 حيثما تكون 4 قابلة للعكس - بين فضاء الأسطر وفضاء الأعمدة . يتغلب‎ 


} 
= 


س 
ا 


x, || +| 


Xa 


Jad! 3 We‏ وتطبيقاته 


المعكوس الكاذب على الفضاء الصفري الأيسر بأن يقذفه الى الصفرء ويهزم الفضاء 


xt = Atp = A*b 


2 Ax’ =p and 


A(b -p)=0 


شكل )1-1( عمل المعكوس الكاذب * 4 . 

لم نبرهن» بعد» على وجود المصفوفة * 4 التي تعطى دوما * x‏ - لكنها 
موجودة. ستكون من النوع ”× on‏ لأنها تنقل 8 من ”2 إلى *+ من R”‏ سننظر في 
مثال sls}‏ قبل إيجاد * A‏ بصورة عامة . 
2x, + 2x3 = 18 pAr =b YS‏ + ريد 

حل المعادلة مكون من مستو كامل . وفقا لنظريتناء فإن على أقصر الحلول أن 
يقع في فضاء اسطر المصفوفة [2 2 1-] = A‏ مضاعف هذا السطر الذي يحقق المعادلة 
هو4 4 2-) = *×. هناك حلول أخرى مثل (3 ,5 ,2-) أو (1 ,7 ,2-) أو (3 ,3 ,6-)» لكنها 
كلها أكثر طولا من * ×. (لكل منها مركبة غير صفرية من الفضاء الصفري) . المصفوفة 
التي تنتج * × من الطرف الأيمن ط» الذي هو المتجه الأقصر فعلا [18]: هي المعكوس 
الكاذب ” A‏ عندما تكون 4 من النوع 1×3 Ob‏ المصفوفة * 4 من النوع 1 3. 


التحليل وفق القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب “vo‏ 


-2 
و‎ A” ]18 =| 4 
4 


— | ص نذا | ص ده | ص 


: A هو فضاء اسطر ۸ . نقدم الآن قانونا ل*‎ 4 PS اعد‎ elie 


نفرظن ol‏ غلل القيمة الحاذة د 4هر ؟ 0 2 0 2 ف لذاء يكون المعكوسن 
الكاذب AS‏ : 
Aa’ QE O.‏ )1( 
القيمالشاذة ,© ati ٠,,...,‏ على قطر< im Xn)‏ معكوساتها 
, © /1 ..... , 1/6 على Xm) < * bs‏ :7) . المعكوس الكاذب ل * 4 هو A” =A‏ 


لقد حوى المثال )١(‏ الحالة القطرية؛ عندماكانت 4 المصفوفة 2 وكان 
(mx m) ©, = 1‏ و - «(nx -n) O,‏ في المثال (Y)‏ كان [1] = ,© والقيمة الشاذة — 
3 الجذر التربيعي للقيمة الذاتيةل” AA‏ يرجى ملاحظة < و * < في التحليلين 
التاليين SVD‏ 


[0 0 1[]3]ع |2 2 1-[ 


ل ]| نا | دیا نا | تنا 
1 
يم ]| | نيا دم | ابيا 
| 
انم | انما w | to‏ = | دتا 


[-1 2 2]* = 


I 
نة | فنا‎ w| سم | دتا دم‎ 
1 
يم | دي‎ w| يم | دیا ص‎ 
ï 
w| س‎ w| انا | نبا ذم‎ 


ووس م ري 
GSu-‏ ت 
و طط 

عوج | 

سا 

Á 

1 
w| =‏ يم | قا دم | ص 


“y1‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


يمكننا أن نتحقق مباشرة أن هذه المصفوفة * 4 تودي إلى الحل الأمثل Ax=bJS‏ 
الطول الأصغري لح ل أصغر ا مربعات لط = ×4 هو 5 7 0 * 8 ,ي - ط* 4 - * . 
البرهان : الضرب بالمصفوفة القائمة 7 © لا يغير الطول : 
oll.‏ - ديم | = | lax-» | = |0, £07x-b‏ 
sell [ou‏ الحديد + 203 بر :0 = cy‏ الذي له طول × نفسه . لذاء فإن جعل 
عه ا في نهايته الصغرى مطابق لجعل || 97 - Dy‏ || في نهايته الصغرى. إن تلك 
مصفوفة قطرية ومن المعلوم أن * هو المفضل . إنط 0 * < = * Wey‏ فإن* x‏ 
hail‏ هو : 
x* =Qoy* - 0:8: 0 b.l‏ 

لقد كان بإمكاننا أن نتحقق مباشرة من أن * ×هذا واقع في فضاء الأسطر ويحقق 

Ae "=p 


انشاء التحليل SDV‏ : لقد انتهينا من التطبيقات . لنعد الى تحليل القيمة الشاذة 
الذي استندت هذه التطبيقات اليه . علينا أن نبرهن أنه يكن تحليل أي مصفوفة بالصورة 
7 20 4ء سيت 2 قطرية والمصقر قان 2 Det‏ 
لصفوفة متناظرة مثل A‏ 4 مجموعة كاملة من المتجهات الذاتية المتعامدة 
النظامية × التي توضع في أعمدة ر © : 


1 
(Vv) x; x; =0 for i#j و‎ saml حيث‎ A Ax; =z 


ق الحالة aa‏ “إلى (x plz” ol"‏ لنجري i pial‏ الداخلى ب xj‏ 
تكتشف أن 0< , ۸ 


(A) 4|] =A, أو‎ x/ATAx, = Ajaj; 


التحليل وف dof‏ الشادة والمعكوس الكاذب AVY‏ 


لنفرض أن القيم الذاتية , A‏ ,..., ر ۸ موجبة وال - 2 الباقية من , Ax‏ و A,‏ 
sgial‏ من أجل 64m oll‏ لفرفى Ax /G; O = hs‏ = ;4‘ (تصبح الأعداد 


إلى (A)‏ وإنها متعامدة فيما بينها وفق (7) : 


يمكن توسيع المتجهات ال و المتعامدة النظامية التى عددها : e‏ بطريقة غرام - 
شميدت» لتكوين أساس كامل متعامد a ga H‏ € ر2 إنها OBEN‏ 
العنصر ز :فی الجداء Qi AQ‏ هو qi Ax;‏ (جداء سطر فى مصفوفة فى pos‏ >( 
وتعرف هذه العناصر كما يلى : 


LTE) (Axj=0 OY) اذا كان <ر‎ qi Ax; = 0 | 


E T T 
i of 5 | 
(Ax; 2 60 Oy JSI qi Ax; =qi 9}; 


لكن ) = , 4 5 ي إلا bre‏ يكون 7 -:. إنها الوحيدة غير الصفرية في الجداء 
و 2-0340 ils‏ العناضر الأولى ال من pole‏ القطرء وهي 6 وسر O‏ 
Iu‏ ع 7 6ه بکر ن لدينا 7 0 3 , © < 4 كماعر willl‏ 

نذكر من جديد كيف تلائم المتجهات و و x‏ هذه الفضاءات الحزئية الأساسية 
الأربعة ل 4. ال » الأوائل من x‏ قاعدة متعامدة نظامية لفضاء الأسطر والمتجهات ال 
r‏ - الباقية أساس متعامد نظامى للفضاء الصفري (عندما يكون0 = (Ax)‏ المتجهات 
ال الأوئل من و أساس متعامد نظامي لفضاء الأعمدة» وال mer‏ الباقية أساس 


متعامد نظامي للفضاء الصفري الأيسر . طبعاء ليس مستغربا أن تكون هذه الأسس 
موجودة. نحن نعلم ذلك ! ماهو خاص من أجل ×و وهو أن زوزه = Ax;‏ تأخذ 
المصفوفة متجهات أساس الى متجهان اساس آخر عندما تكون الأسس صحيحة. 
استنادا الى قواعد تكوين المصفوفات» عندما تطبق 4 على أساس في "1 وتعبر عن 
النتيجة باستخدام أساس في RT‏ فإن المصفوفة بالنسبة لهذين الأساسين قطرية . إنها 
> 


تمارين 


أ- ١‏ أوجد تحليل القيمة الشاذة والمعكوس SSN‏ * 0 لل 
من النوع Xn‏ 771 . 
أدب أوجد تحليل القيمة الشاذة والمعكوس الكاذب لكل مما يلى : 


celts] o alts 


موفةالصفرية 


.|1 11 1]- 4 و 


100 00 
م إذا كان لمصفوفة cO‏ ذات النوع em Xn‏ أعمدة متعامدة نظامية» فما هو 
معكوسها الكاذب * @؟ 
(I) t-‏ احسب ATA‏ وقيمها الذاتية ومتجهاتها الذاتية والجذر التربيعى 
5المعرف ايجابياً إذا كانت : 
6 10 1 
Jg 10 8 |‏ 5 


(ب) احسب التحليل القطبي 05 = 4. ]615 Q‏ فاحسب الشكا 
العكسيى A=SO,‏ 


; للنظام‎ x’ = Ab مأ هو حل المربعات الأصغرية دو الطول الأصغرى‎ -i 
1001١21١ |0 
Ax =|100||D]|=]|2 
1 1 1 || E | 2 | 


q—i 


kac 


التحليل وفی aleji deni‏ والمعكوس الكاذب بيب 


يمكنك أن تحسب * 4 أو تجد الحل العام ل 475 - ATA x‏ وتختار JAI‏ 
الواقع في فضاء أسطر A‏ تلائم هذه المسألة المستوي المفضل C + Dt + Ez‏ 
مع 0= عند النقط 7-05 ct‏ مع 2 = م عند النقطة السابقة ذاتهاء مع 
2 - 8 عل fetal‏ 


(أ) إذا كان AS‏ أعمدة مستقلةء فإن معكوسها اليساري (A TA) TA T‏ 


(ب) إذا كان ل A‏ اسطر مستقلة فإن معكوسها اليميني ” )© A (AA‏ 


في كل من الحالتين» Gam‏ أن 4*5 - *× واقع في فضاء الأسطر وأن 
“b‏ كرت > k‏ 

إذا وزعت <20 ,0= 4 إلى 05 (معكوس LIS‏ قطبى) فما هما 
5-0 ؟ 

هل العلاقة * 8*4 = *(48) صحيحة دوما من أجل المعكوسات الكاذبة؟ 
أعتقد لذ . 

أي تحليل مصفوفة بالصورة 1.10 = 4» حيث أعمدة 1 ال تولد فضاء 
أعمدة A‏ وأعمدة 1 ال١‏ تولد فضاء الأسطر (البند (Y‏ حقق القانون 
الصريح : 


A al م‎ is". 


ارشاد : لماذا 4*5 واقع» دوماء في فضاء الأسطرء بسبب وقوع ” U‏ 
فى المقدمةء ولماذا «"4 = AAA h‏ أي أن 4*5 يحقق المعادلة 
النظامية؟ 

فسر ISU‏ * 44 و AtA‏ مصفوفتا إسقاط (لذا فهما متناظرتنان). ماهو 
الفضاء الجزئي الأساسى الذي يجري الإسقاط Tade‏ 


شكل جوردان 


إذا اعطينا مصفوفة مربعة A‏ وأردنا اختيار مصفوفة M‏ » بحيث تكون المصفوفة 
M ١ 04‏ تقريبا قطرية . فى الحالة الأكثر بساطة » للمصفوفة A‏ مجموعة ALIS‏ من 
المتجهات الذاتية التي تحتل أعمدة 7 - وهي التي تعرف ب 5 شكل جوردان في هذه 
الحالة هو AM= A‏ 14 - 7 » إنه مكون كليا من كتل من النوع 11 حيث , 1 - :ل 
ويكون هدفنا تكوين مصفوفة قطرية قد انجز تماما . في الحالة الأكثر عمومية والأكثر 
صعوبة» تكون بعض المتجهات الذاتية مفقودة والشكل القطري غير SE‏ . ستكون 
هذه الحالة هي التى سنهتم بها حالياً . 

نعيد ذكر النظرية التي حتاج إلى برهان : 


هق إذا كان لمصفوفة s‏ من المتجهات الذاتية المستقلة خطيا » فإنها تشابه مصفوفة يكن 
كتابتها على JRE‏ جوردان ب؟ من الكتل المربعة الواقعة على القطر : 


J=M AM = 


1A1 


VAY‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


لكل كتلة قيمة ذاتية واحدة ومتجه ذاتى واحد ووحدان فوق القطر : 


A. | 


[0] J3 


للقيمة الذاتية المزدوجة 8 = À‏ متجه ذاتي وحيد» Laid‏ يقع على اتجاه الإحداثي 
الأول (1,0,0,0,0 = er‏ : نتيجة لذلك» تظهر 8 A=‏ فقط في كتلة واحدة ,/ . 
للقيمة الذاتية الثلاثية 2-0 متجهان ذاتيان es‏ و وء وهما يقابلان كتلتي جوردان 
د , 7 . إذا كان ل A‏ خمسة متجهات ذاتية» فإن جميع الكتل ستكون من النوع | 
XI‏ وستكون 7 قطرية . 

السؤال الرئيسي هو ما يلي : إذا كانت A‏ مصفوفة أخرى من النوع 5 × 5 تحت 
أي شروط سيكون شكل جوردان المتعلق بها هو المصفوفة [ نفسها؟ متى يمكن وجود 
مصفوفة M‏ بحيث يكون MAM =J‏ كأول مطلب » أى مصفوفة مشابهة ل A‏ يجب 
أن تشترك معها بالقيم الذاتية نفسها 8,8,0,0,0 . لكن ذلك بعيد من أن يكون كافيا- 
المصفوفة القطرية التي عناصر قطرها القيم الذاتية هذه ليست مشابهة ل - وإن مسألتنا 
تتعلق Ge‏ بالمتجهات ASI)‏ . 

للإجابة عن ذلك » نعيد كتابة العلاقة 7 = MAM‏ بصورة أكثر 
ساطة AM = MJ‏ : 


شكل جوردان AY‏ 


A | 1 X3 X3 X4 X5 | اع‎ # X2 X3 X4 X; 0 
0 


لننفذ الضرب بعمود فى كل مرة s‏ 


(\) Ax, =8, +x] و‎ Ax, = 82 


(Y) ا أل‎ s = Ur; و‎ Ax, = ür; + X3 4 Ax, = ودعلا‎ 


يمكننا الآن التعرف على الشروط التى تفرض على 4 . يجب أن يكون لها ثلاثة متجهات 
ذاتية حقيقية » مثل ماللمصفوفة J‏ . أحدهاء وهو الموافق للقيمة الذاتية 4=8 . 
يوضع في العمود الأول من M‏ تماما كما كان يوضع في العمود الأول من 5: 
8 = ×4 . يوضع المتجهان الأخران اللذان يسميان د« , 62 فى العمودين الثالث 
والخامس من 81 : 0 = Axs‏ و×4. يبقى أخيرا متجهان خاصان استقرائيان هما 
Le xn, x,‏ أن x2‏ يتتسب إلى ضتف متجهات aul y‏ ,× معر ف بالمعادلتين )١(‏ 
. في الحقيقة × هو المتجه الآخر الوحيد فى هذا الصنف» والكتلة الموافقة Jy‏ من 
المرتبة الثانية . تصف المعادلتان (۲) صنفين آخرين مختلفين» فى أحدهما ++ يتبع x3‏ 
ويقع في الآخر xs‏ وحده . الكتلتان رل , ول من النوعين 2x2‏ و11 . 

البحث عن شكل جوردان ا متعلق ب A‏ يصبح بحثا في أصناف ا منجهات هذه » 
كل واحد منها يرأسه متجه ذاتي : لكل ١‏ 


إما عدوم د Ax;‏ أو د :ع + (Y) Ax; SAX;‏ 


توضع المتجهات ;× في أعمدة المصفوفة 14 ويعطى كل صنف كتلة واحدة في 7 . الأمر 
الأساسى هو أن نبين كيف يكن تكوين هذه الأصناف CY‏ مصفوفة A‏ . عندئذ» إذا 


1A٤‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


لاء مت الأصناف المعادلات الخاصة )١(‏ و (Y)‏ فإن ز هذه ستكون شكل جوردان 
المتعلق د ۸ 
اعتقد أن فكرة فيليبوف Felippov‏ التي نشرت في المجلد (Yẹ)‏ من Moscow‏ 
University Vestnik‏ تعطي هذا التكوين بأحسن ما يمكن من البساطة والوضوح . لقد 
عولج الموضوع بطريقة التراجع (الاستقراء الرياضي)» انطلاقا من كون كل مصفوفة 
من النوع 1 × 1 واقعة مسبقا فى شكل جوردان المتعلق بها . يمكننا أن نفرض أن البناء 
قد انهي لكل مصفوفة من مرتبة أدنى من ۸ - هذه هي فرضية التراجع - عندئذ تفسر 
المراحل من أجل مصفوفة من المرتبة ” . هناك ثلاث مراحل وبعد أن نقدم وصفا عاما 
لها نطبق ذلك على مثال dawa‏ . 
المرحلة الأولى : إذا فرضنا أن 4 شاذة » لذاء سيكون عدد أبعاد فضاء أعمدتها 
۸ > . بدراسة هذا الفضاء الصغير » تتكفل فرضية التراجع بكون شكل جوردان 
“LS‏ يجب أن يكون r‏ من المتجهات المستقلة Wi‏ فى فضاء الأعمدة بحيث يكون : 
Aw, =Ajyw; LI‏ أو Aw; =ÀA;iw;+wi.‏ )£( 
ا مرحلة الثانية : نفرض أن للفضاء الصفرى وفضاء الأعمدة المتعلقين بالمصفوفة 
A‏ » تقاطعا poslal ste‏ . طبعا » كل متجه من الفضاء الصفري هو متجه ذاتى 
يقابل 2-1 . لذاء سيكون هناك م صنفا فى المرحلة الأولى تنطلق من هذه القيمة 
الذاتية » وإننا نهتم بتلك المتجهات ;۷ التي SE‏ في نهاية هذه الأصناف . كل واحد 
من هذه الم متجها واقع في فضاء الأعمدة . لذاء كل منها تركيب لأعمدة 


=Ay,:A‏ »من أجل متجه موافق ا 


المرحلة الثالثة : للمضاء الصفري -rL ga‏ ۸ بعدا : لذا بصورة مستقلة عن تقاطعه 
مع فضاء الأعمدة الذى ste‏ أبعاده م » فإن عليه أن يحوى gaon - r- p‏ إضافيا 
أساسيا :2 واقعة خارج هذا التقاطع . 


شكل جوردان VAC‏ 
لنصوغ OYI‏ هذه المراحل معا لتقديم نظرية جوردان ; 


المتجهات :۷ التي عددها r‏ والمتجهات Sly;‏ عددها م والمتجهات ج التى 
عددها م -: - ۸ تكون أصناف جوردان للمصفوفة c A‏ وهذه المتجهات مستقلة خطيا 
. إنها تكون أعمدة M‏ ويكون 14 114 = ل هو شكل جوردان . 

إذا أردنا إعادة ترقيم هذه المتجهات باعتبارها Xp‏ , ... ., *وموافقتها مع شروط 
المعادلتين (۳) فإن على كل :« أن يدرج مباشرة بعد wi‏ الذي ينتج عنه » إنه يتمم صنفا 
يكون فيه 0 = :۸ . تأتي المتجهات = في النهاية القصوى » كل واحد منها منفرد فى 
صنفه الخاص » وكذلك القيمة الذاتية هنا صفر لأن المتجهات : تقع في الفضاء الصفري 
. الكتل المتعلقة بالقيم الذاتية الصفرية أنهيت في المرحلة الأولى والكتل المتعلقة بالقيم 
الذاتية غير الصفرية زادت سطرا واحدا وعمودا واحدا في المرحلة الثانية وتشارك 
المرحلة الثالثة بكل كتلة [0] = :7 من النوع 1 ×1 . 

نختار OV‏ مثالا » ولكي نبقى قريبين من الصفحات السابقة نختاره بالقيم الذاتية 


. 000 


> 

II 
من يت تچ چ بم‎ 
Sogdo 
ooog g 
من من اح ت‎ 
م ون ه © مه‎ 


ا ote‏ أبعاد فضاء الأعمدة 3 r=‏ وهو مولد بالمتجهات الاحداثرة 
و © ,م © ,, © . للنظر في هذا الفضاءء نهمل الثالث والرابع من أسطر وأعمدة 
gama .١ wil‏ ن يقبت القيم الا 0 وينتج شكل جوردان المتعلق بها 
عن المتجهات : 


VAN‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


تقع المتجهات ;۷ في فضاء الأعمدة وهي تتم الصنف المقابل ل 8 -2 وتنتقل 
إلى الصنف المقابل 03= A‏ : 
Aw, =8w,, Aw, =8w,+w ,, Aw; = 0‏ )0( 
ا مرحلة الثانية : يحوي فضاء 4 الصفري و © ,ر © » لذاء ol‏ تقاطعه مع فضاء 
الأعمدة مولد بالمتجه ر © . وهكذا تكون / - م . وكما هو متوقع » يوجد صنف 
واحد في المعادله )0( يوافق 1-0 SL.‏ المتجه و« في آخر الصنف LS)‏ كان في 
البدء) w3 =A (e41) Oly‏ . لذا يكون ,ء - مه - y‏ . 


ا مرحلة الثالثئة : في هذا المثال n-r-p=5-3-1=1‏ والمتجه الصفري 25 - 2 
يقع خارج فضاء الأعمدة وسيولد هذا المتجه ‏ كتلة من النوع 1 × 1 في J‏ . إذا جمعنا 
المتجهات الخمسة » تكون الأصناف كاملة هي : 

Aw, = 8w,, Aw, = ,رب + و88‎ Aw; 2 081, Ay=0y+w;,, Az=0z 

بالمقارنة مع المعادلات )1( و )1( » نحصل على تطابق تام - شكل جوردان 

المتعلق بمثالنا سيكون» تماماء المصفوفة 1 التي كتبناها منذ قليل . بوضع هذه المتجهات 
الخمسة في مواقع أعمدة M‏ نحصل على MJ‏ = 400 أو ل = M” AM‏ : 


8 0 0 -1 0 

0 1 8 0 
M=|0 0 O ÙO 1 

0 0 Û ] 

g I Û g p 


نحن gil y‏ 00 بقدر GIS‏ بالرياضيات (أوكسالى بقدر كاف) . لذاء نهمل إنجاز 
الضرب M “AM‏ . 

فى بناء فليبوف » النقطة التقنية الوحيدة هى التحقق من استقلال كامل الفئة 
ج wie Yi‏ من أجل ذلك » نفرض تركيبا لها يساوي الصفر : 


شكل جوردان AV‏ 


Lew, +È dy, +2 qiz; =0.‏ )1( 
لنضرب بالمصفوفة 4 ولنستخدم المعادلات )2( من أجل المتجهات , ١‏ بالإضافة 
Az, = 0 Jl‏ 6 
(v) kiwi‏ 
XZ d Ay; =0.‏ + أو 28 
ArtR‏ 
المتجهات OVE Ay;‏ خاصة من Wi‏ واقعة في نهاية الصنف الموافق ل0 = cAi‏ 
لذاء فهي لا تظهر في المجموع الأول (لقد ضربت بالصفر في iy‏ لما كان (V)‏ 
أحد تراكيب Wi‏ التي كانت مستقلة وفق فرضية التراجع - إنها تزود شكل جوردان 
من داخل فضاء الأعمدة - فإننا نستنتج أن 0 = 4 . لنعد إلى )١(‏ التي تأخذ » عندئذ. 
الصورة ;28;2-= Tew,‏ و الطرف الأيسر واقع في فضاء الأعمدة cols U.‏ المتجهات 
z‏ مستقلة من هذاالفضاء » فإن على كل dle‏ يساوى الصفر . أخيراء ضحد أن0 = رسرع2 
ويؤدي استقلال Wi‏ إلى كون 0 = بح . 
إذا لم تكن المصفوفة الأصلية شاذة » يكن تطبيق المراحل الثلاث عوضا عن 
ذلك على -cI‏ 4 = '4 (نختار الثابت ce‏ بحيث يجعل ۸ شاذه ويمكنه أن يكون أى 
واحدة من القيم الذاتية للمصفوفة 4). تضع الطريقة المصفوفة A’‏ بشكل جوردان 
MAME‏ وذلك بتكوين الأصناف :+ من Wi yi zi‏ . لذاء فإن شكل 
جوردان للمصفوفة A‏ يستخدم الأصناف نفسها والمصفوفة M‏ ذاتها : 
ل دل + '3 د يلل “71 + لاه ! M 'AM=M‏ 
وهذا ينهي برهان أن كل مصفوفة 4 تشابه واحدة من مصفوفات جوردان ل . 
باهمال إعادة ترتيب الكتل ٠‏ انها تشابه واحدة فقط مثل 7 : يوجد شكل جوردان 
واحد للمصفوفة A‏ . وهكذا. Ob‏ مجموعة المصفوفات توزع إلى عدد من الجماعات 
وفق الخاصة التالية : لجميع المصفوفات الواقعة في جماعة معينة» شكل جوردان 
واحد وكل واحدة منها مرتبطة بالأخرى (بما في ذلك ) بتحويل تشابه » إلا أنه لن 


تكون مصفوفتان من جماعتين ل » متشابهتين . تكون BI‏ كل صنف هي 
الأروع -إذا رغبت أن تكون المصفوفات قريبة من القطرية . بهذاالتصنيف ضمن 
جماعات » نتوقف . 

مثال 


مرتبة هذه المصفوفة 2 -+ ولها متجه ذاتى واحد . ضمن فضاء الأعمدة» يوجد 
صنف فريك CW, Wa‏ من المتوقع انطباقه على العمودين الأخيرين ء 


Aw, وضر) ع‎ +w; 9 Aw, 0ع‎ 


يقع الفضاء الصفري بكامله فى فضاء الأعمدة وهو مولد ب ane . Wy‏ فان 1 = م فى 
المرحلة الثانية 3 والمتجه رينتح عن المعادلة : 


0 2 
y=10 j; التى حلها‎ Ay رسرح‎ =| [ 
1 d 0 
: M في المصفوفة‎ ۷, Wwa, y أخيراء بوضع الصنف‎ 
0 1 0 ١ 12 û 
M'AM =|001]|=J, و‎ aka |- 10| 
0 0 0 001 


تطبيق على ا معادلة duldt =Au‏ . كما يجري دائماء تبسط المسألة » بتفريق المجاهيل 
pe) sv‏ ت pate‏ ات ۳ الحالة الحاضرة هو .u=Mv‏ ينتح ذلك معادلة حديدة 


3 إنها مرتبطة‎ ; alent الأحوال الواردة‎ porr وهى سهلة‎ dwdt = Jv أو‎ Madv/dt = AMv 


فقط » بالوحدان الواقعة خارج القطرء في كل ALS‏ من كتل جوردان . فى ال مثال الوارد 
أعلاه مباشرة الذى له كتلة واحدة » تأخذ المعادلة du/dt = Au‏ الصورة : 


=do + bot + aA . dafd=b ٤ 0 1 0‏ ن 
Sr = () () | iV.‏ او = db/a‏ أو bo + Cyl‏ — 7 
maeme Co dc/d = 0 at 000‏ 


يحل هذا النظام » بالعمل باتجاه الأعلى » انطلاقا من المعادلة الأخيرة » وستدخل قوة 
جديدة للمتغير؛ في كل خطوة . (كتلة من النوع اا لها قوة عليا مثل COT‏ . الدوال 
الأسية للمصفوفة 7 » في هذه ا حالة وفي الأمثلة المقاربة من النوع 5 × 5 هي : 


0 0 0 
, 0 0 0 . |1 8 PR 
e" = ] + O| a 220 1 t 
0 1 0 0 0 1 
0 6 1. 


يمكنك أن ترى لماذا تظهر المعاملات abc‏ في الدالة الأسية الأولى . في المثال الثاني. 
يمكنك تبين خمسة حلول خاصة كاملة ل du/dt = Au‏ . ثلاثة منها دوال أسية صرفة 
Us =e Xs‏ ,3 “ماك =e" x1, uy‏ ودع OS gS‏ كما سبق مح SWS) ASI gdl‏ 
للمصفوفة A‏ . يضم الحلان الباقيان المتجهين الذاتيين المعممين : 


(A) u4 =e" (tx +x4) 9 Uy =e (tx, +x). 
الأككر غم رن الاد ةع هور كبا هخ الكل‎ J ا‎ 
: ويطابق هذا التركيب مد في اللحظة 0 12 وهو من جديد‎ ci » ++ Cs و‎ 
c=M أو م‎ Ug = Mc أو‎ Ug =CiX] +... +C5X5. 
وأن 5 و 4 الواقعتين في القانون القديم‎ » = Me” M? u هذا يعني» فقط أن ر‎ 
Dy alee A ريع - و2 وق قل‎ 


Via 
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تمارين 


أوجد أشكال جوردان (بثلاث مراحل) ل 
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بين أن الحل gu. Gold!‏ المعادلة (A)‏ يحقق du/dt = Au‏ تماما بسبب 


. دك‎ = &,, ÁX = &r> TX, الصنفن‎ 


من أجل المصفوفة السابقة 8 » استخدم Me! M”‏ لحساب الدالة 
الأسية “© 6©. وقارن ذلك بمتسلسلة القوى ...+ /2/2 „I+ Bt + (Bt,‏ 
برهن أن كل كتلة من كتل جوردان J,‏ مشابهة JT SPTP gah‏ 
وذلك باستخدام مصفوفة المبادلة م بوحدان واقعة على القطر الثانوي 
(من اليسار الأدنى الى اليمين الأعلى) . برهن أن كل مصفوفة مشابهة 
لتقولها . 

أوجد» بالمعاينة» ISS‏ جوردان للمصفوفتين : 


Ge A! وماهو‎ du/dt = Au ما حل‎ 


شكل جوردان 14١‏ 


ب - ۷ افرض أن4 = 27 4 . برهن أن على شكل جوردان لهذه المصفوفة 
M AM‏ = 1 أن يحقق [ = ” 3 . لما كانت كتل القطر تبقى متفرقة . 
فإن ذلك يؤدى إلى ;= 77 لكل كتلة » بين» بالحساب المباشرء أن J:‏ 
يكن أن تكون فقط كتلة من النوع 1* 1 ,[0] أو [1] = إل . ينتج عن 
ذلك أن 4 تشابه مصفوفة قطرية مكونة من أصفار ووحدان . 
ملاحظة : إن ذلك حالة نموذجية من آخر نظرية لنا في هذا الكتاب : تكون المصموفة 
قابلة للتقطير إذا وإذاء فقط ¢ كان الحداء (A -A pD‏ ... (3.21- ذ)(آ (A -A,‏ غير ا حاوي 
لأي تكرار للأعداد A‏ » مساوياً الصفر . إحدى ال حالات القصوى هي مصفوفة بقيم 
ذاتية مختلفة ؛ تقول نظرية كايلى - هاملتون الواردة في التمرين (7517-57-65) إنه ب n‏ 
من العوامل 27 - 4 نصل Layo‏ إلى الصفر . الحالة القصوى الأخرى هى مصفوفة 
الو حدة » إنها قابلة للتقطير Lal‏ )1 = مو 0 = 7 - 4) . المصفوفة غير القابلة للتقطير 
4 |4 لاقن «- هري اا ت A?‏ ممادلة جور مكررة : 


(a) ملحق‎ 


نقد كان هدفنا جعل هذا الكتاب مفيدا للقارىء ونريد أن نقوم بخطوتين 
إضافيتين . في الأولى» نحدد مصادر برامج للجبر الخطى العددي ي. الشىء اميل 
في هدا الجزء من الرياضيات» هو کونه» بالوقت ذاته» عمليا وبديعا - وتمكن دراسته 
بالطريقة الرياضية ذاتها . جزء من وجهته العملية هو تجربة الجبر الخطى فى العمل . 
لقد ترجم الجانب النظري الى برامح للحساب العلمى» وسنشير الى مجموعة من 
الإمكانات - من مكتبة البرامج الكبيرة لأنظمة يمك د السرل عليها مسانا بال ta‏ 
الإلكتروني وللبرامج المعدة بصورة خاصة بحيث يمكن جعلها جزء من مقرر الجبر 
الخطى التطبيقى . 

الخطوة الثانية هي اقتراح بعض التجارب الأساسية التي تتماشى مع هذه 
الأنظمة . نفضل ذلك على ابتكار أمثلة قياسية لمعادلات خطية أو مسائل المربعات 
الأصغرية أو ا یی 
أول من يجيب عليها . ليكن من المعلوم أنه لم يعط أي حل أو لا يكن اعطاؤه. | 
ye Jens‏ تيارب فیا METE‏ 

أحد الأنظمة الأساسية هو LINPACK‏ . لقد حل محل آلاف الأنظمة الجزثية. 
بعضها جيد وبعضها غير ذلك» وهي التى وجدت فى بيئات حسابية متعددة. لقد 


TAT 
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خصص هذا النظام ليكون مستقلا عن الجهاز» فعالا وبسيطا صمم من قبل Dongarra,‏ 
Bunch, Moler and Stewart‏ وكان دليل استخدامه متازا . الأمر الذي حث على تطور 
هذه الأنظمة هو نجاح النظام EISPACK‏ في حل مسائل القيم الذاتية؟ بفضل النظام 
52401 . أصبحنا نعرف قيمة كتابة البرمجة الرياضية الجيدة . 

في 41778101» تخزن جميع المصفوفات مباشرة في ذاكرة الحاسوب . في كثير 
من الأجهزة» يكن تخزين مصفوفات كاملة من مرتبة تقدر بعدة مئات ومصفوفات 
حزامية من مرتبة تقدر بعدة آلاف . تستخدم جميع المسائل تقريباء نظامين جزئيين › 
واحداً لتحليل مصفوفة المعاملات» والآخر للعمل على طرف أين خاص . كما ذكرنا 
فى البند »)١-5(‏ سيوفر ذلك من وقت الحاسوب. عندما يكون هناك متتالية من 
الأطراف اليمنى المرتبطة بمصفوفة المعاملات ذاتها . يخبرنا الدليل أن هذه الحالة منتشرة 
بشكل كبير وأن التوفير فيها مهم أي أنه لم يصنع لحل نظام فريد بنظام جزئي واحد 

سنعطي قائمة مختصرة للأنظمة الجزئية . يمكن للمستخدم أن يختار بين أحادي 
الدقة أو ثنائي الدقة وبين الحساب الحقيقي أو المركب . هذه الاختيارات الأربعة تجعل 
مجموعة الرزمة كبيرة جدا نسبيا 6٠٠٠٠ Jale L)‏ بطاقة) ولكن البنية واضحة 
ومباشرة. تحلل الأنظمة المصفوفة 4 أو تحلل النظام Arab‏ أو تحسب المحددة أو 
المعكوس للأصناف التسعة التالية من المصفوفات : 

isle GE 

dole GB‏ > اميه 

PO‏ معرفة ايجابيا 

P8‏ حزامية معرفة إيجابيا 

SI‏ متناظرة غير معرفة 

HI‏ هر ميتية غير معرفة 
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TR‏ مثلشىة 
PT‏ ثلاثية الأقطار معرفة ايجابيا 


يوجد علاوة على ذلك ثلاثة أنظمة تحسب تحليل شولسكي ۸"۸ = 4 وتحليل 
غرام - شميدت AU‏ - القائم OR‏ = 4 وتحليل القيمة الشاذة 0,501 = -A‏ من أجل 
شولسكي. فالمصفوفة مربعة ومعرفة ايجابياء و 87 ماهي إلا LVD‏ من أجل 
المربعات الأصغرية» نذكر من جديد الخيار بين OR‏ المستقرة حسابيا و SVD‏ للمتأني 
جا د اهمال yA 7A‏ العادلة dallas!‏ التي هي أسرع الثلاثة . 4" 4 هي الاختيار 
المعتاد . من أجل المصفوفات المتناظرة والهرميتية » تتفق إشارات القيم الذاتية واشارات 
المحاور وفق قانون العطالة (البند (PT‏ وهذا هو جزء من EU‏ النظامين الجزثيين ST‏ و 
1. نذكر أن تكاليف الحسابات تنزل إلى النصف تقريبا بسبب التناظر . هناك أيضا 
توفير في تحديث معامل شولسكي وإرجاعه عندما تكون ۸ قد حورت باضافة أو حذف 
سطر . 

النظام الجزئي الأساسي SGEFA‏ يحلل مصفوفة عامة بدقة أحادية . تستعمل 
محورة جزئية» على نحو الخطوة » من الحذف حيث يختار - العنصر الأكبر» سواء 
كان على القطر أو تحته» ليكون محورا. يسجل العدد الصحيح IPVT(K)‏ سطر المحور . 
إن وجود صفر في موقع المحور لا يعني أن التحليل فاشل (لقد رأينا في الفصل 
الثاني أن PA=LU‏ مكن دائما وأن LINPACK‏ يمزج م مع )+ يعني هذا أن U‏ شاذة 
وأنه سيكون هناك قسمة على الصفر في التعويض - التراجعي . عملياء القسمة على 
الصفر ناتجة بصورة عامة عن خطأ البرنامج Oly‏ المصفوفة ا قريبة من الشاذة تظهر عدم 
استقرار عددي . 


يعطى الدليل مختصراً لطرائق التحليل : 


1145 احبر gm‏ وتطبيقاتة 


for Ke leona Hl do find | such that | ay, | = MXA s; lai f 
save | in ipvt(k); 
if a = Û then skip to end of k loop; 
interchange a, and a, : 
fori=k+1,...,ndo 


My, = - day / Akk (save Inde J: 


for j = k + 1, ..., n dO 
interchange a; and ajj; 
fori =k + lees, 0 do 
dij سي‎ dij + Mik $ dk 
end | 

end k. 


الطريقة بصورة عامة معتادة ولكن نظرة مدققة قد تكشف عن مفاجأة . الطريقة 
لاتطرح مباشرة مضاعفات سطر محوري من الأسطر التي تقع تحته . بقول آخر إنها لا 
تقوم بعمليات سطرية . عوضا عن e US‏ يحسب النظام عمود المضروبات my‏ كاملا 
ثم ينتقل من عمود الى آخر نحو اليمين مستخدما هذه المضروبات. السبب هو كون 
لغة فورتران تخزن ا مصفوفات عمودا فعمودا » يعطى النزول فى العمود نحو الأسفل 
وصولا مرتبا إلى الذاكرة» من أجل المصفوفات الكبيرة المخزنة بطريقة التصفيح. 
سيكون هناك وفر كبير. لذلك» صممت الحلقات الداخلية (من أجل k+l,‏ - : 
ه ‏ ۸ ,...) بحيث تعمل عملية عمود لا عملية سطر . (قارن التمرين 4-5-١‏ بضرب 
Ax‏ بطريقة الأسطر أو بطريقة الأعمدة) . بصورة مشابهة» تنفذ الأنظمة SGESL, SGBSL,‏ 
1 التعويض التراجعي عمودا في كل مرة؛ المجهول الأخير فى النظام المثلثى Ux‏ 
» = هو Coin‏ = ۾ د ثم يطرح جداء ,د بالعمود الأخير فى 'ا من cc‏ ما يبقى هو 
نظام من المرتبة /  -‏ جاهز للخطوة التالية من التعويض التراجعي . 

هذا التغيير إلى الأعمدة عائد إلى Moler‏ ولقد نقح البرنامج بالتدريج لكي 
EET‏ أيضاء العدد الشرطي (المعرف في البند ۲-۷). في الحقيقة الاختيار النظامي 


في LINPACK‏ ليس 4 بل هو SGECO‏ وهو الذي يحوي هذا التقدير ويسمح 


14۹۷ الحظ:‎ E اسوب ل‎ delat 


للمستخدم أن يقرر ما إذا كان من الأمان العمل مع نظام SGELL‏ للتعويض التراجعي . 
يعتمد هذا النظام على مجموعة الأنظمة الثانوية للجبر الخطى (BLAS)‏ بعمليات مثل 
العملية الأخيرة فى المخطط. جمع مضاعف عمود إلى آخر . النتيجة الأخيرة هي 
مجموعة من الأنظمة التي تقوم بتطبيق نظرية الجبر الخطي بصورة جميلة. يمكن 
الحصول على دليل العمل من : 
Sciety for Industrial and Applied Mathematics (SIAM)‏ 
South 17th Stret‏ 117 
Philadiphia PA 19103; (215) 564-2929‏ 
نؤكد أيضاً على أهمية البرنامج EISPACK‏ لمسألة القيم الذاتية . 
هذه الأنظمة معروضة للاستخدام العام . إنها تكون جزءاً من كثير من مكتبات 
الأنظمة الجزئية» Lay‏ بتقديم مصدرين لبرامج الحسابات العلمية : 
l. International Mathematical and Statistical Libraries (IMSL)‏ 
Bellaire Boulevard‏ 7500 
Houston TX 77036; (800) 222-4675‏ 
Numerical Algorithms Group (NAG)‏ .2 
31st Stret‏ 1101 
Downers Grove IL 60515; (312) 971-2337.‏ 
بعدما تقدم. نريد أن تلفت التظر إلى المضدر المسمى “netlib”‏ وهو جديد 
ومجاني . إنه ليس مكتبة بل هو مؤسسة تقدم خدمات سريعة للحصول على أنظمة 
علمية . إنه يعمل بالبريد الإليكتروني بصورة كاملة» يرسل عن طريق ARPANET‏ 
Le . 05/171: Telent, or Phone Net‏ أنه لا يوجد شخص ينظر في الطلب» فمن الممكن 
(ومن المحتمل أن يكون أسرع) الحصول على البرامج فى منتصف الليل . توقظ الرسالة 
الموظف وترسل قائمة بالبريد الالكترونى العائد. ليس هناك استشارة ولا ضمانات 


14A‏ الجبر الخطي وتطبيقاته 


ولكن الجواب فعال والكلفة طفيفة والنسخة الأخيرة» دائما موجودة . لا يكن معرفة 
العناوين عن طريق مركز البريد : 
netlib@ anl-mcs (ARPANT/CSNET) or research!ntlib (UNIX network)‏ .3 
EISPACK, ITPACK, LINPACK, MINPACK, QUADPACK,‏ 
TOEPLITZ, TOMS, FFTPACK, BLAS, FISHPACK, ...‏ 
يكن أن يكون المصدر التالى هو الأفضل . إنه برنامج فعال يدعى 2114718 
كتب خصيصا لحساب المصفوفات . يستفاد منه من أجل IBM PC, Macintosh, SUN,‏ 
APOLLO and VAX‏ . أصبح هذا البرنامج أداة فعلية dale‏ والبرنامج الأساسي للبحث 
فى الجبر الخطي العددي . نؤكد على السرعة ورسم الأشكال وتحويل فورية السريع› 
«وأفلام» تقدم عمليات المصفوفات . العنوان هو : 
Math Works‏ .4 
North Main Street‏ 20 
Sherborn MA 01770; (617) 653-1415.‏ 
فيما يلي نقدم ستة أنظمة لأجهزة 50. إن ذلك قائمة جزئية فقط وهناك برامج 
جديدة يتتابع ظهورهاء ولكننا قد اطلعنا على تقارير جيدة من أجل هذه : 


5. Matrix Algebra Calculator (Herman and Jepson), diskette and booklet 
wıth good applications: Brooks-Cole, 555 A brego Street, Monterey CA 
93940. 

6. MATRIXPAD (Orzech), convenient matrix entry and rational arithmetic; 
to be published by D.C. Heath, 125 Spring Street, Lexington MA 02173; 
information from Mathematics Department, Queen’s University, 


Kingston 
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K7L3N6 Canada. 

7. Lintek (Fraleigh), associated with text: 0-201-15456-0, Addison-Wesley, 
Reading MA 01867, 

8. Linear-Kit (Anton), associated with text; 0-471-83086-0, John Wiley, 
605 
Third Avenue, New York NY 10158. 

9. Matrix Calculator (Hogben and Hentzel), basic applications in exact 
rational arithmetic; Conduit, University of Iowa, Iowa City [A 52242. 

10. MINITAB, statistics and basic linear algebra; 3081 Enterprise Drive, 


State College PA 16801. 


لقد Apple 4b‏ و Macintosh‏ نظاماً بصورتين مختلفتين وببطء كبير . تعاد كتابة 
بعض البرامج » ولكن» يظهر أن مجموعة كاملة من برامج الجبر الخطي ستكون جاهزة 
حتما للمستقبل أكثر من الوقت الحالي . 

أذكر » اخيراء محبتى الشخصية لتعليم طريقة الإفراد في البرمجة الخطية . وهي 
الطريقة التي تعطي قرارا في كل خطوة» يحل عنصر داخل محل عنصر مغادر. ليس 
للعمليات السطرية التي تنتج عن القرار أهمية (هذه هي المشكلة الكبرى في برهنة 
قضايا الجبر الخطي). بالقفز إلى قرنة جديدة قد تكون أفضل أو أسوأ أو أسرع أو أمثل 
- يسمح النظام “Mac Simplex”‏ للمستخدم أن يقوم بأخطاء ويعود إلى الوراء. لقد 
كتب من قبل Dr. Andrew Philpott (Enginering School, University of Aukland, New‏ 


. Macintosh 512 k and Macintosh plus mln Zealand) 


r O‏ الخبر bt!‏ وتطبيقاته 


تجارب حاسوب مقترحة 


هدفي في هذه المقاطع أن أقترح توجيها لتجارب في الحاسوب وقد تجنبت منها 
كثيرة الشيوع وذوات الصعوبة الجدية . ما يحدث عادة هو أن الطالب يدخل مصفوفة. 
يضغط زرا ويقرأ الجواب . ليس هناك مكان لكثير من التعلم» إنه مجرد تمرين أكثر منه 
تجربة . الشيء البهيج في الرياضيات هو إيجاد شيء جديد» وانني اعتقد أن الحاسوب 
يجعل ذلك مكنا . 

أحد الأفكار الأساسية هى استخدام مولد الأرقام العشوائية لتكوين مصفوفات 
عشوائية . هناء لا تزال النظرية في طفولتها» تتطور بسرعة (مدفوعة بصورة جزئية 
بمسائل خاصة في العلم). القيم الذاتية وقدر المحاور والمضاريب» أو المحددات أو 
كذلك الشذوذ وقابلية العكس في الحالة 60-1 كل ذلك يودي الى مسائل مهمة.. ستشير 
لبعض ما يمكن أن يسأل عنه . يمكنك أن تفكر بغيرها . نوقشت الأعداد العشوائية في 
ف Nat‏ 

الفكرة الثانية هي بناء مصفوفات في تموذج معين يسمح لحجمها بالنمو بينما 
يبقى ادخالها سهلا. ينتج نموذج رئيسي من فروق محدودة» كتقريبات لمعادلات 
تفاضلية . بتصغير طول الخطوة ch‏ تزداد مرتبة المصفوفة - لكن المصفوفة تبقى متناثرة 
وسهلة الانقياد. يدور كثير من حسابات المسائل العلمية حول هذه المصفوفات : 
خواصهاء سلوكها عند تصاغر ۸ والأفكار المتعلقة بالحساب الفعال. 

تحوي بعض أفراد هذه المجموعة التي ذكرت من قريب » مصفوفات خاصة يكن 
تذكرها مباشرة . يتجنب ذلك مسألة الداخل ON e‏ جزء من الرياضيات يشترك في 
تقنين المسألة . تكمل التجارب الواردة أدناه تلك التمارين . 


ا حاسوب لحل المعادلاات الخطية x)‏ 


المصفوفات العشوائية 0-1( (n x‏ : 
١-١‏ أي جزء منها شاذ؟ ما تواتر مختلف المحددات؟ ماأكبر محددة ممكنة؟ 
ماأكبر محور (مع محورة جزئية) ولماذا تزداد معدلاتها مع Gn‏ 
۲-١‏ ايجاد القيم الذاتية (قصر 4 على الحالة المتناظرة إذا كان النظام يتطلب 
ذلك» ثم تجزئتها إذا كان النظام يسمح بذلك). ماأكبر قيمة ذاتية فى 
هذا النموذج ومامعدل القيم الذاتية الضخمة؟ . 
۳-1 لاذا تتغير الأجوبة عندما يتحرك احتمال الوحدان مبتعدا من النصف؟ . 


ا مصفوفات والمتجهات العشوائية (nx l, mxn, nxn)‏ : 
نختار عناصر gn‏ ط بواسطة مولد الأعداد العشوائية من مجال للقيم وليس فقط 0-1. 
تعدل إذا كان ذلك ضروريا بحيث يصبح المتوسط (أو القيمة المتوقعة أو المعدل) صفرا . 
يوجد في كل تجربة امكانان : 
)1( العمل مباشرة مع ۸و 8 
(Y)‏ الاتطلاق من . هاوه الثابتين: واعتبار By A‏ تشويشا - تراق cd‏ 
تغيير المقياس © وتعمل مع -b,+cb, A, + cA‏ 
هناك أسئلة مثيرة لم يجب بعد عنها تتعلق باحصائيات الحذف الغاوسي (عندما 
ينتتح 4 و B‏ من تدوير أخطاء) . 
١-١‏ ماهو توزيع 4:4؟ باستخدام حذف بدون محوره» يمكنك. أيضاء أن 
uf‏ دات gral‏ قات 21 5 السار الحا jglondly‏ والكقعاريت. 
لكل ذلك فائدة كبيرة . 
Y-Y‏ ماهو طول معدل طا =A‏ ×؟ . بالمقارنة ب رط ن 4= exo‏ ماطول معدل 
“(b , + cb,‏ زف + م 4) = + والخطأ fx -xo‏ 
كر افرقين تناظر Jel‏ يحي بک ن ھا + a‏ — من العناصر العشوائية 


aT 


ا لجبر الخطي وتطبيقاته 


المستقلة» وأوجد قيمها الذاتية . احسب أيضاً ()۴ التي تساوي جزءاً 


من مجموعة القيم الذاتية التي تقع تحت .١‏ ماتوزيع BU SA par‏ تتغير 
مع ؟ سينزل بیان F‏ نحو الأسفل بعد العديد من التجارب . (هناك قانون 
اشبه دوري» قليل من سمع به . تظهر ۴ مشابهة تكامل )1-17( 
بعد تغيير المقياس ٠‏ وتقوم كثافة القيم الذاتية » بنصف دورة). مامعدل 
وتوزيع (A g + CA)‏ ہے $A‏ 

انشىء مصفوفات عشوائيةمن النوع م × وانظر فى المحاور والمحددات 
والقيم الذاتية ل 4“ 4 - وهي المضمون كونها متناظرة وشبه معرفة 
ايجابيا. 


الشبكات ومصفوفات الورود العشوائية 'nX n‏ 


إذا اعطينا ۸ عقدة و (n” - n)‏ ` من الأضلاع التى يمكنها الربط ا : أدخل 


كل ضلع باحتمال م (ابدأ Ly‏ كاملا ب pal‏ لم ب - م). A‏ هي مصموفة ورود 
يقابل كل سطر فيها واحدا من الأضلاع ال" (البند ؟-0). تحوي 1- و 1+ في العمود 
المقابل للعقدتين المرتبطتين بهذا الضلع . 8 هي مصفوفة الورود ا مختزلة » مشابهة AJ‏ 
إلا أن عمودها ال ١‏ قد حذف . © مصفوفة التجاور من النوع ۸ on‏ حيث 1 = ره إذا 
كان بين العقدتين i‏ , زضلع و0 = زه إذا كان GIF‏ ذلك . 


۴ 


مااحتمال وجود شبكة مترابطة؟ يكون ل cA‏ في هذه ا حالة» رتبة تساوي 
٠ 1‏ ۸. كيف يتغير الاحتمال مع م ؟ 

ما القوة الأولى *© التي تكون موجبة كلياء بدون أصفار وما معنى k‏ 
بدلالة الطرق الواصلة بين العقد؟ كيف تزداد )مع Sn‏ 

تقد sleet Viste BTB stows‏ الكل كيف يتحول ذلك مع ۸ و م؟ 


اطبع من أجل Oly‏ صغير (4,5 ,3 (N=‏ 


اع 


0-7 
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)1( اساسا للفضاء الصفري AS‏ 

(ب) اساسا للفضاء الصفري AY‏ 

(ج) n‏ ,” والرتبة ” 

(د) ٨‏ "8 ومحددتها ste)‏ الأشجار الممتدة) 

قارن النتائج بالبيان» بصورة خاصة. قارن الجزء (ب) بالعرى . 

أوجد القيم الذاتية ل 8"8 و ٥‏ - بصورة خاصة توزيع may‏ 2 وتوزيع 
العدد الشر لي nin‏ لخر CSA‏ 

من أجل البيان الكامل ذي ال( - labs =n?‏ ماهي 8"8 وما هي 
فيمها الذاتية؟ abl‏ مصفوفتين من النوعين 3×3 و 4×4 ب 8-5 وه 
4- على القطر - ووحدان سالبة في بقية المواضع . أوجد LU‏ ثم التحليل 
LDL “‏ - هل ترى ht‏ المضاريب في .1؟ . 


الفروق المحدودة : -w+‏ لكل OSxS1‏ 


١- 


= 


بفرض أن 0=ء» انشىء مصفوفة الفرق - الثاني القطرية ۾ 4» حيث 
يقع على الأقطار 1,2-1 . حقق أن 1 + - deta,‏ واحسب AG‏ يجب 
أن تكون عناصرها الواقعة فوق القطر من الشكل caill - aj)‏ أوجد 
العدد » وابحث عن غط ما نحت القطر . 

حقق أن القيم الذاتية ل , sin? jr ۸/2 A‏ 4 = ر۸ وأن المتجهات 
الذاتية تظهر كجيوب - كما في التمرين ٠-٤-۷‏ . 

انشىء ثلاث مصفوفات فرق - أول ESE‏ : ,۴ تحوي وحدانا سالبة 
على القطر الرئيسي ووحدانا موجبة فوقه مباشرة» F.‏ تحوي وحدانا على 
القطر الرئيسي ووحدانا سالبة تحته مباشرة» وتحوي ( ۴+ ,۴) ل Fo=‏ 
أنصافا فوق ball‏ وانصافا سالبه تحته . إن ذلك مسألة مهمة من مسائل 


2-2 


الخبر الخطى وتطبيقاته 


الهندسة المعمارية . لاحظ أن cu‏ + » -. مقربة بع M =h°A +h"‏ 
حيث ا هو طول الخطوة . 

حل 1 - 'يه + "» - بفرض أن 0 = » عند الطرفين 0 -+ ,! - 1د. 
(جرب 6 وى 8 + pe WOOL S13] lax‏ مكنا pet‏ الل 
الحقيقى من أجل 0,1,10 c=‏ وقيم أخرى. ثم خلغ - نا , 14و 
use‏ 14 وع - نا, M‏ عندمايكون (1.1.....1) = ce‏ تنتج 
المصفوفات M‏ عن المصفوفات الثلاث ۴. بفرض Ol‏ كبير» يكون حد 
المشتقة الأولى '»» مهما : أي اختيار ل E‏ ترجح؟ إذا كان » صغيراً فما 
الأفضل؟ قارن دائما IAL‏ الصحيح fu‏ 


هل يوجد نط فى ISM sim‏ من المصفوفات ر 14 , _ 14 , , SM‏ 


معادلة لابلاس 0 = ب م - بي 4 ت على وخدة فربعة . 
يوجل * من المجاهيل داخل المربع » عندما يكون طول الخطوة )1 + «// = ۸ في 


اتجاهي »× :د. رقمها أولا على طول اخفض سطرء ثم السطر الذي يليه 
وأخيرا السطر العلوي . أرقام المجاهيل الواقعة في القرنات السفلى 
اليسرى و السفلى اليمنى والعليا اليمنى هي على الترتيب 1 nny‏ 

أنشىء مصفوفتي الفرق - الثاني (1-,1.2-) ۸1 و ۷ (أفقية ورأسية) وهما 
من المرتبة * 7. 87 تأخذ فروقاً في اتجاه ×» على طول الأسطرء وستكون 
ثلاثية الأقطار - لكن الوحدان السالبة الواقعة فوق وتحت القطر ترتفع 
أو تنخفض عندما تنتهي الأسطر . ۷ تأخذ فروقا في اتجاه « إلا أن 
الوحدان السالبة تقع خارج الأقطار (كذلك بانخفاض أو ارتفاع) . 


أوجد المحددة وا معكوس لصفوفة الفرق ذات النقاط - ا مخمس + ١‏ - .1 


أنظمة wt pl‏ لحل المعاد لات المخطية 


V.O 
fn يمكنك أن تلاحظ أغاطا عندما تزداد‎ [aH 
وقابلها مع ۸+ ۸ » مجموع قيمتين ذاتيتين‎ bt أوجد القيم الذاتية‎ Y-0 


لصفوفة الفرق - الثاني العادية 4 ذات النوع .nXn‏ (إن لها ۸ من القيم 
الذاتية قد اعطيت من قبل » لذاء فإن هناك 2 ” مجموعاً) . هل يمكنك 
أن تربط الأعمدة الذاتية ل 4 بالأعمدة الذاتية ل „L‏ 

0 حل ae‏ × ا1 حيث (1,1.....1) -+ ذو طول يساوي l‏ ۸. آولا» استخدم 
Teres‏ لكى hat‏ على الحراب الحقيقى. (يزداد عدد العمليات 
الحسابية مثل * 7 من أجل هذه المصفوفة الحزامية» كما كان متوقعا فى 
البند ١-۷؟)‏ ثم استخدم طريقة التكرار الواردة في الفصل السابع - 
Sl‏ » غاوس - سايدل و SOR‏ وقارن تراجع الخطأ | ll - x p‏ بعد 
sek‏ التكرارات: thos sf‏ آي (0 هو الأفضل في {SOR‏ 

ارغب في تر کیب مصفوفات عشوائية مع مصفوفات فروق CF‏ + ۸» حيث »ع 
مصفوفة قطرية بعناصر عشوائية . إلا أن تلك منطقة جديدة» تماماء لم أتعرف يعد 

على أسئلتها الصحيحة . 


أنظمة من أجل LU‏ = 4 والتعويض التراجعي 


من أجل استخدام القارىء . aJi‏ جدولة فورتران Fortran‏ معراة من تحسيناتها 
ولكنها ستسمح بالتسلية بتجربة ط = ×4. الترجمة إلى لغة البيسيك BASIC‏ أو PL/I‏ 
سهلة . يحتوي الداخل eN‏ مرتبة المصفرفة . وكذلك 23/2171 موجه البعد بين الأسطرء 
الذي هي حد أعلى VI‏ يخصص الحاسوب فرجات متفقا مع 2/01/14» بينما يكن ل 
أن تتغير كأنظمة مختلفة جرت معالجحتها . يكتب النظام فوق المصفوفة cA‏ خطوة 
de) thle tl :8 daly +4 ghee‏ وتواسظة ee tS 7-L‏ الال 


ن الحبر الخطي وتطبيقاته 


الخالص . ذلك عوضا عن تخزين الأصفار التي تظهر عند الحذف» تخزن المضاريب 
(آو بالأحرى سالب ا مضاريب ٠‏ سبب كونها £-1). يلاحظ أن الحذف لا يتطلب 
GLX‏ إضافا للمتاورة. إذا وجدت مبادلات سطرية فإن أعمدة 1-1 تخضع إلى 
مبادلات لا يحلها إلا قارىء كثير الصبر . مهما كان الأمرء فإنها قد فسرت بصورة 
صحيحة بنظام التعويض - التراجعي . (لقد وصفت|1 كمصفوفة مثلثية 
دنياسيكولوجية . في الحالة التي يكون فيها قطر A‏ مهيمنا بصورة كافية فلن يكون هناك 
محورة ويكون LU‏ = 4). المركبة الأخيرة ل 1۲۷١‏ تحوي 1 + تبعا لكون عدد المبادلات 
زوجيا أو فردياء ونجد المحددة من IPVT(N) * A (1, 1( *...* AN, N)‏ إذا كانت مساوية 
الصفر فإئنا نتوقف . 

سنقدم الآن البرنامجين الفرعيين 28002317 و «SOLVE‏ وذلك لتحليل A‏ 
وإيجاد ox‏ ونموذجا من برنامج رئيسي يقرأ المعطيات» ويستدعي البرنامج الفرعي 
النتائج ويطبعها . 


C 
C SAMPLE PROGRAM FOR N EQUATIONS IN N UNKNOWNS 
6 

INTEGER IPVT(10) 

REAL A(10,10),B(10) 

NDIM = 10 
C 
C NDIM IS UPPER BOUND ON THE ORDER N 
C 

N = 3 

A(l,1) = 2.0 

A(2, 1) = 4.0 

A(3,1) = -2.0 

A(l,2) = 1.0 

A(3,2) = 2.0 

A(1,3) = 1.0 

A(2,3) = 0.90 

A(3,3) = 1.0 


أنظمة حاسوب لحل المعادلات الخطية 


WRITE (6,5) NDIM,N 

FORMAT (X,*NDIM = ',I2,' N = ',12,' --- A:') 
WRITE (6,20) (A(I,J) ,J=1,N) 

FORMAT (X,10F7.3) 

WRITE (6,30) 

FORMAT (X) 


CALL DECOMP (NDIM,N,A,IPVT,DET) 


WRITE (6,35) 


5 FORMAT (X,'AFTER DECOMP: FACTORS OF A:') 


DO 40 I = 1,N 

WRITE (6,20) (A(I,J),J=1,N) 
WRITE (6,45) DET 

FORMAT (X,‘DET = ',E11.5) 
WRITE (6,30) 

IF (DET.EQ.0.0) STOP 


B(l) = 1.0 
B(2) = -2.0 
B(3) = 7.0 


DO 50 I = 1,N 

WRITE (6,60) I,B(I) 

FORMAT (X,'B(',I2,') =" F723) 
CALL SOLVE (NDIM,N,A,IPVT,B) 
DO 70 I = 1,N 


WRITE (6,80) I,B(I) 

FORMAT (X,‘'X(',I2,') =',F7.3) 
STOP 

END 


SUBROUTINE DECOMP (NDIM,N,A,IPVT,DET) 
INTEGER NDIM,N,IPVT(N) 

REAL A(NDIM,N) ,DET 

REAL F,T 

INTEGER NM1,1I,J,K,KP1,M 


INPUT A = COEFFICIENT MATRIX TO BE TRIANGULARIZED 
OUTPUT A CONTAINS UPPER TRIANGULAR U AND 
PERMUTED VERSION OF STRICTLY LOWER TRIANGULAR I-L. 
IN ABSENCE OF ROW EXCHANGES A = LU 


IPVT(K) = INDEX OF KTH PIVOT ROW, EXCEPT 
IPVT(N) = (-1)** (NUMBER OF INTERCHANGES) 
DET = IPVT(N)* A(1,1)*...*A(N,N) 


DET = 1.0 
IPVT(N) = 1 
IF (N.EQ.1) GO TO 70 
NMI = N-1 


DO 60 K = 1,NM1 
KP] = K+] 


FIND PIVOT P 


40 


45 


50 
60 


70 
80 
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M =K 

DO 10 I = KP1,N 

IF (ABS(A(I,K)).GT.ABS(A(M,K))) M= I 
IPVT(K) = M 

IF (M.NE.K) IPVT(N) = -IPVT(N) 

P = A(M,K) 

A(M,K) = A(K,K) 

A(K,K) = P 

DET = DET*P 

IF (P.EQ.0.0) GO TO 60 


COMPUTE MULTIPLIERS 


DO 30 I = KP1,N 
A(I,K) = -A(I,K)/P 


INTERCHANGE AND ELIMINATE BY COLUMNS 


DO 50 J = KP1,N 

T = A(M,J) 

A(M,J) = A(K,J) 

RAK, J) = T 

IF (T.EQ.0.0) GO TO 50 
DO 40 I = KP1,N 

A(I;, J) = A({T,J)+A(1 RK) 11 
CONTINUE 

CONTINUE 

CONTINUE 


DET = DET*A(N,N) *FLOAT (IPVT (N) ) 


RETURN 
END 


SUBROUTINE SOLVE (NDIM,N,A,1PVT,B) 
INTEGER NDIM,N,IPVT(N) 
REAL A(NDIM,N) ,B(N) 


NDIM IS UPPER BOUND ON THE ORDER N 

A CONTAINS FACTORS OBTAINED BY DECOMP 

B IS RIGHT HAND SIDE VECTOR 

IPVT IS PIVOT VECTOR OBTAINED BY DECOMP 
ON OUTPUT B CONTAINS SOLUTION X 


INTEGER NM1,K,KB,KP1,KM1,M,I1 
REAL 5 


FORWARD ELIMINATION 


DO 10 I = KP1,N 
B(I) = B(I)+A(L,K)}*S 


10 


20 
30 


10 


Ono 


gong 


Oanomgmnm )( 


anao 
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BACK SUBSTITUTION 


MH 0 


DO 20 KB - 1 
KMl = N-KB 
K = KM1+1 
B(K) = B{K)/A(K,K) 
S = -B (K) 
DO 20 I = 1,KM1 
20 B(I) = B(I)+A(I,K)*S 


30 B(l) = B(1)/A(1,1) 


RETURN 
END 


مولد الأعداد العشوائية 

لا كانت التجارب المقدمة أعلاه تحتاج إلى أعداد عشوائية » فإننا سنضيف بعض 
الأسطر حول توليدها. كثير من الحواسب يحصل عليها مباشرة (على الأقل إذا أردنا 
ا تفا على call‏ هع الق الى (tot SE‏ عاك فاك تكس abel‏ زا 
تأتي من طريقة حتمية ولكنهاء من أجل موضوع عملي» تظهر عشوائية. سطر واحد 
يكفى لكتابة طريقة مرضية من أجل دقة حسابية واحدية : 

mo = 0, mj = (2573m; . ر‎ + 13849)(mod 65536), x; = m;/65536. 

العدد 65536 هو '2 وستكون جميع الخطوات محسوبة بدقة (ستوجدء آلياً. 
بالجهاز (32-bit‏ . التعبير "65536 “mod‏ يعني أن هو الباقى بعد قسمة 
mj.) + 13849)‏ 25733) على ذلك العدد . لذاء فإن ز× كسر يقع بين الصفر والواحد» 
عندما قسم ز× على 2 - لقد تحركت النقطة الثنائية 16 موضعاً . 

توجد Lal‏ طريقة سهلة للانتقال من زوج من هذه الأعداد العشوائية الموزعة 
بانتظام (مثل × و O‏ إلى زوج من الأعداد العشوائية u‏ الموزعة بصورة قياسية (يتحكم 
بها منحنى غاوس الناقوسي - الشكل) . الخطوة الأولى تغيير التوزيع المنتظم الى الفترة 
من 1- إلى 1+ : افرض أن .z= 2-1 gwer-‏ الشكل التالى هو * ج + SEW’‏ 
لذاء فإن » ,” قد توزعا بمتوسط صفري وتباين يساوي الواحد إذا كان : 


YA.‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


Donald Knuth’s series The Art of Computer الثاني من‎ e هو ال جز‎ ke هناك مر جع‎ 
. Programing 

للاختيار عشوائيا بين الصفر والواحد باحتمالين مو م-1» احسب التوزيع 
المنتظم للمتغير × كما ورد أعلاه واختر الصفر إذا كان + تحت م. 
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حلول بعك التمارين السقتارة 


الباب الأول 
W =b, Y-Y- )\‏ وق “a= DOs, = D-‏ 
ا لا؛ 3 مستقيمات من نقطة الأصل : 3,0,1 . 3-1 هم 
A-Y-—\‏ واحدمن 1x eq )1(- 2 x eq (2)+1 xeq (3) =1 0=1;-1 ; )3,-1,0 : J AAH‏ 
١-۲-١‏ 


iz l, Yi Ya =2 
Gish Wet 


Bk ee we 2 5-5-1 
2y ببر2 عبد‎ = -2, U33, V = AWS 1 
کل‎ 2 

a = 0 \-Y-\‏ يتطلب مبادلة سطر ية » لكنه غير شاد ؛ 2- a‏ شاذ (محور واحد. 
مالا نهاية من الحلول) a --2 K‏ شاد ) محور واحد لا توجد حلول) 

6. VAX 900ا نية فى‎ . PC ثانية فی‎ 9000 t عملية‎ O glo 3/3 -2 aT 
. CRAY فى‎ gly 

\«+-Y-)\ 


ا حد الثانى هه + عط هو (a+b) (c +d)-ac-bd‏ (ضرب واحد إضافى) . 


YIT 


A-o-—1 


٠٠-د‎ 


١” ١ 


ا لحبر الخطي وتطبيقاته 


Y¥-—£-\ 9u + 2v = 200,000,000 :1u + 8v=30,000,000‏ ا 


|1-2-\ -Las mn و‎ mnp 


يو جد البرنامج كل مركبة من Ax‏ بصورة منفصلة » مستخدماً سطرأمن 
GA‏ كل هرة . يوجد الثانى Ax‏ كتركيب لأعمدة ۸ » حاسبآعمودا فى 


كل مرة . 


ل coda x‏ يكون ×8 هوالعمود الاول من 8 ر (AB)x‏ العمودالأول من AB‏ 
(AB) „=n, (ABC), = 7‏ 


© س 
O‏ 85 = 
دیا ج تق 
w|%‏ © 


سا زم | w‏ ها | دم 


| = 


a 


12 4 J 4 


(أ) لأنه قد استخدم سطر محورء أخذ من U‏ ولم يؤخذ من » (ب) القاعدة 


و 
تحصل على المجهول © » فى - .1 بعملية öll a‏ يحتاج 6ا 
عمليتين وهكذا . المجموع الكلي هو 52/2 = 1(/2 + +n =n (n‏ ..... +1+2 


ينطلق الحذف الغاوسي من السطر الأسفل(أومن العمودالأول)؛ لا. 


خلول an‏ الثمارية المقتارة 


Vio 

6 1 510 3 [ | 00511 o 6511 û1 | ğe 

0/011 1 010 [1 00 |خ | [1 0 1 |01 نا 1 

001234 2 3 [1 || O -[1 || O O 1 

1 0 01١1 2 [ 1 0 O ji 1 01/121 

06531 284 212111060 -1 offo1 8 |: 

01 5015 201/110 0/1000 
100 \V—o-\ 
110 
201 


٠۹-٠-١‏ 4-4يؤدي إلى مبادلة سطرية ؛ b +10a=40‏ 3 يؤدي الى مصفوفة شاذة 
¢ 0= م يۆ دي ألو Jol.‏ سطر ية ؛ 3= يۆ دي eg‏ مصموفه شادة . 


2 .1 1 
iT . 3 |. 43! =| 2 : AJ cos © sin © ia. 
= p kab a 7 - sin 6 cos © 
2 2 
| 3 1 1 
| 0 0 4 2 4 -1 [1 t= 4 
لاص‎ 1 Ahá? 1 ف‎ TEE 1 0 
w 6 Fl و‎ 3 | p Ø 
4 4 
V3 /2 12 ||-Vv3/2 172 [o 4 ۷-1-1 
v2 Al 172 SETI O 


. »لاأيوجدحل‎ (abcd) هو‎ At من‎ CI bool أفرض‎ ۹-٦-١ 
A'A - 1 => 2a = 0,a + 3b = 0,4a + 8b = | 


4ل 


© رك = باط 
OO‏ © هم 


Soe چ‎ 
5 م‎ ODO 
le Oo 


lawl = 5 


O ej- O © 


O SS wl 9 
O © Obj- 
li 
b| = a| = الخ‎ | = m 


١ 1-1-1 


Amt 


5-1-1 


اا 
اا 
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)5( , )2( , (1) 


1A")TAT = (A1) = 44; (A'A)' =A'(A')' = ۸4: حذ‎ A= | : - | 


l oa) eae 
ATA =|2 | 


(a) n(n+1)/2 (b) (n-1)/2 

(]) متعكوس (Le) Lio athe db gives‏ 25 متلثية (Le) Gs‏ ضرب 
مثلثيتين دنياوين (علياوين) يعطي مصفوفة مثلثية دني (عليا) . 

CO)‏ القطران الرئيسيان a LT La Dy‏ 0,07 ,5 فطاءقان U‏ يتعلق 
ب D,‏ و D‏ على الترتيب . E L, D} =D,U,U,‏ لذا يكون -D= D,‏ 
بمقارنة العناصر غير القطر ية في Li L, D,=D,U,Uy‏ نستتتج أنهما 
Sel KLE D cols bes‏ ولاح لا Uo Slee Ly,‏ ارات Ly Ly‏ 


paitani Sa E ala p ie wm 
3 1 010 30 O0 10 Fy a ) 
Si 1|00 2 0 0 a a - (b 1a) 
33-16 || H 
- 16 33 -16 Ha mj 
0 -16 33 Ha 3 


] 4 


. عن القيم الحقيقية(1-,1,0)‎ Le ge UU, U, =) n?/8,0,n?76 ) 


الباب الثاني 
(a), (d), (e), (f)‏ 
فضاء المصفقات من النوع 3× 03 لأنه يمكن كتابة كل مصفوف كمجموع 
مصفوفة متنا ظرة مع مصفوفة مثلثية دنيا ؛ فضاء المصفوفات القطرية . 
P, t x+2y+z=0‏ فضاء جزئى من USS ee) Pa Re‏ .. 


tete 


حلول بعضص التمارين المختارة 


VAV 

سبع نما ذج تحوي المصفوفة التي جميع Le‏ صرها أ صفا ر . 
u,v | Loo||/1201‏ متغيران أساسيان oy‏ #امتغيران حران . 
ل Si LOUTOT‏ 
0 0 0 0 ]| 1 0 | 

2W - ) 2 | 
| -w ] -| 0 O . A E 
r= is R A + 0 r=2 ل‎ i J> 

y 0) | 


ya a eB |;‏ ظ uwy $U=‏ اسماس متعيرو ۷ حر E‏ الحل العام 9 0= Ax‏ هو 


Ax=bJ العام‎ je! th,-2b =0 متسق إذاكان‎ Ax =b ؟‎ x يراد‎ - 4w,w,y ( 


1 | 0 0 
b, - åw () 0 b, ‘ 
= = = | . 
xX 5 H 0 + W 0 + 0 r شو‎ 
y 0 [!ا‎ |] 0 


u | -2v -3 -2 | - 3 
Ble V ات‎ || +] 0 
‘wi tl 8 0 2 


VIA 


] 51-5 


ta 
e 


V= اا‎ 


(e 


yep 


\o-Y-Y 


yyy 


Glades d اش‎ 


1 O -1 
0 1 -2 
00 QO 


H 
1 
W 


| | 
| 
0 


دعم ¢ 


cy(vy +V5) + )وخ‎ + V4) + د ")ودع‎ yy) = جل‎ (Cy +c) Vj + 


دع + +e, = 0, C>‏ رم ,0 د وم + رع =OS‏ وبا زوع + V5 + (Co‏ زوع + (Ci‏ 


Ee c - 0 =<‏ ره ه0 - يعني أن wi, w2, W3‏ مستقلة . 
(I)‏ محور «يقع في 480( ب) المستوي 2 لا واقع في :8 ؛(ج ) 
المستوي yz‏ واقع في R‏ ؛ (د) .R'‏ 

(I)‏ ليس ذه = ×4 حل» لذا فإ ن ط ليست قي الفضاء الجزئي (ب) 
المتجهات a)w‏ << أو بدونه) تولد R‏ 


قاعدة واحدةهي | ]| ]| 0119 efi‏ المصفوفة المدرجة 


تولدالمصفوفات المخلثية العليا . 

أفرض 1 ,0 ,0 ,0) = v4‏ ,... ,)0 ,0 ,0 ,1) = رم متجهات إحداثية . إذا 
كان W‏ المستقيم الذي يحمل )1234( » فإنه Y‏ يقع أي واحد من v‏ 
فى 17 . 


(١)إذالم‏ يكن هناك أسآس» يمكننا | ضافة متجهات مستقلة أخرى 
تزيد عن عدد الأبعاد» المفروض CY).‏ إذالم يكن هناك أساس» يمكننا 
حذف بعضها ويصبح الباقي أقل من عدد الأبعاد» المفروض . 

ادا کات Ia e‏ و wo, w3‏ ود أساسا ل W‏ فان لا کر 
لهذه المتجهات الستة أن تكون مستقلة ويو جد تر كيب لها يساوي الصفر : 
Yevi + Saw; =0,‏ أو dw;‏ -= ربرن !5 


حلول بعض التمارين المختارة ۷1۹ 


متجه واقع في كل من الفضاء ين الجزئين . 


yer 


i خاطئ‎ (Y) صحيح‎ )( Yy¥-Y-Y 


e 


RIÙ r= 1, (1.2 A (A): 2-7 = 3, (1, 0, 0, 0), (0, - 4, 1, 0), (0,0,0,1); Z (A'):r=1 


0-6-5 


١١5١-2-5 


ést 


ا 


oe 


(0. 1.4.0): V (A')im-v = 1, (-2,1);% (U:(1,0):; 
N (U): (1,0,0,0), (0,-4,1,0) , 0,0,0,1) : Æ (U ) : (0,1,4,0) ; 
MX U OD 


AB = 0> A (b,,....6,) = 0> Ab, =0, ... Ab, د‎ 0 b; € F(A), 


. wt (A) وافع في‎ wep Da ot (ATS #ق‎ )8( 
LG Ax لح‎ 
=> be F (A) 7ج‎ (A) = & (A') © rank A = rank للحل'4‎ 


12 4 | ١ه ؟- م‎ n>me=r رجا‎ a (1) 
N 


[1 2 4]:}2 
| 3 


12 6 
ل 0 = Ax‏ حل غيرضفري KA)‏ د <n‏ أصخرمن 
= ر4 ك"۸ غيرقابل للحل لقيمة ما ل/. 


تا | | wt‏ 
= | | لی 
a‏ 
ب P|‏ | نما 
I‏ 
يم w| = w | = w|‏ 
سح إفرا = uf‏ ن] | دیا 


| ija -bla 
“| Q l/a 


إذا كان0 # ه » فإن TI‏ معكوس من الطرفين | 


+ للعكس‎ AL لست بالضوورة‎ ATA 


() |[ ل | (ب) ليس مثل هذه المصفوفه : 1+1۶3= 0-م)+م. (ج) ليس 


ba 


۳-۵-۲ 


الجبر الخطي وتطبيقاته 


مثل هذه المصفوفة : لفضاء الأعمدة وفضاء الأسطر عدد الأبعاد ذاته . 
فى كل عمود» مجموع العنصرين الأولين يساوي الثالث لذافإن JS‏ 
ٹر ed‏ وقد ووو - x2‏ ,)= وج =b x,‏ عفد bi + bz -ds‏ 
)= وط - >b +b‏ وط= wy -xa‏ هذا يعني أن مجموع فروق 
الطاقات حول عروة يساوى الصفر . 

مجموع pole‏ كل سطر يساوي الصفر . لذا لكل تركيب الخا صة 
هذه نفسها؛ ورا + fi +fo+f;=O0:A'y=afoy, +y: =f). -yi‏ 
fi + fد‎ + fs =0‏ > ور - ور- وبر - ,ور = . يعني ذلك أن مجموع 
التيارات الداخلة من الخارج يساوي الصفر . 


| Cc), d BE { 
6| FC =C] J | 3 | 
- { i + ¢ C 
ey بع‎ F€ | : 2 
4 - ("4 cs T دخ‎ 


(CE FE E; tecie +C) ¢ Ci FO; : المحوران‎ 


1 1 8 0 
1 8 1 8 
a 1 gy |e CLO; = 1,0),(0.0,1, - 1,0,1),(0.1,0,0, - 1 
1 Gal 
0 8-1 j 


bı +b, - و5 ,0 = وم‎ -b +b =0,b, -bs + b« =Û 


الباقرة قله ور شی sitll‏ لفضاءالأسطر ` 


١١ 5م‎ 


\¥-o~¥ 


Poi 


= 


ا٣اس‎ 


it-it 


حلول بعض التمارين المختارة VY\‏ 


i OR O «7 1 6 0 l 

| : 1١ [|| ١: 8 
i Û F للع‎ @ (3 0 a : 
û 6841 8 6 1 h : 2 > 
0001 0 0-1 “tA [ter l= 
fel go popop 3 F i 
Iarin ogo 7. 3 
0 10-1 5 pl J3 


6: 1; 6; 6 


-Yi -Y4 -y3 =0, yı -y4 =0, y2 + Y3 -y5 = 0 (Î)‏ )>( حومسم 
المعادلات الثلاث (ج) ١‏ (د) إنها تقابل العروتين المستقلتين ١۷ر۷«‏ 


Yay (4+ و‎ 


قطع ناقص 


t -t 


£ ع2 

E 11 

KET eo ER o > 9 
3 —e€ 

سي 2 2 

ا لاه 


أفرض 90م - ۷ و“>خدن.لما كان 4 خطافان 


- | i 
A و‎ A (ex+dy) =cut dv لذا‎ . A (cu + dı) =cAu + dAv =cx + dy 


خطيتان . با أن التحوبلان يحققان 7 - 4" 4» فإن قاعدة الضرب تعنى 
أن المصفوفتين المقابلتين تحققان 1= MoM‏ 


1000 | 43 
1 9 لنقل المزدوح لمصفوفة يعطى المصفوفة ذاتها . 


0001 


VYY‏ الجن gl‏ وتطبيقات 


l | 
p (x). q (x) € 3 عت‎ | (cp (x) + dt (x))J dx =c | p a) de + d | q (x) dx ١4-5. 


fa She ele lt HOS p(x) +d (e 5 ج‎ 8 
8 اشاس ل‎ = 


t| = 


الباب الثالث 
DSU 90,0) 5-1-7‏ 
xy =0 Y-Y‏ 05 = 4292+ ,تزع ذ] (xox )yolyi)=-‏ 
1-۱-۳ جميع مضاعفات ,)0 (1V3, 14/3, 18/3 ), (v2, -1/V2,‏ ;)2 - ,1 ,1( 
(1N6, 1V6, - 2/6)‏ 
ام xeVx eW =>x'x=05x=0‏ 
Xi FE 0 181-7‏ 


y b #0 الأمرالذى ينافض‎ Ay = 0 > y'b =y'Ax - iy Ade =0 11-1-۳ 


(x-y) (x+y)=Oex رک رآ رص 0= رآ عابر رآ ×+ رأ‎ vo Ixl - إمر|‎ 17! -Y 
. (1, 0, 0, 0), (0; 1, 0, 0), (0, 0, 1, 0) + US المتمم المتعاهد هو‎ ce” Ajet 

SB واقع‎ » S إنه يعني أن أي متجه متعامدمع كل متجه متعامد مع‎ te= 
. (1,1,1,1) أساس واحد هو‎ ۲۲-۱-۳ 


|x ۴ yll? < (llall 4 ly 


Fonty (ب)‎ tya )( -Y-¥ 
. *ااعءا| ك (ر+ م‎ + 2llxll ادا‎ + yl? د‎ x7y < [lal lly 


(10/3, 10/3, 10/3); (5/9, 10/9, 10/9) = Y-Y-¥ 


i | 
(Nn): um. lin E 
l 
b= (1, «a. Djaj =... =a, yv-y-Y 
2 _ aaa _ aa aa. = aa’ =. q4-Y-Y 
a كد‎ am عو‎ a 
a aa a aaa aa 


حلول بعض التمارين المختارة 


آخر (متعامد مع الأول) يعطي دوماً صفراً . 


1 Flo \\- Y-Y 
fh رد‎ \¥-Y-¥ 
aa 


piy 


1 
سس | ج سم w|‏ س | 
i i‏ 
= | نيا ان | نیا = w|‏ 
1 


aly ay 
T 
adda 


IAS 13V3 NSFP =P = (Px)'y=x'Ply=x' (Py) )( \4-Y-¥ 
أو‎ p? =P جه‎ (Px) Py = x P'Py = x P*y = x (Py), (0 f 
) (على ا مستقيم ذاته‎ I 80° 
(10 - 3x)? + (5 -4 6ك ؤي,3(6 -ي4‎  \-¥-¥ 
es 5 
جد‎ ee 3 5 
x =|, P= = nD- : == 
3 2 2 
3 3 
. 6 + )5/2(1: (7/2, 6, 17/2) o-—y-Y 


. # فضاء أعمدة 5 ؛ رتية‎ A-Y -Y 


kas) (= 1, KOLE ID 


ت یا ت إن WI HO‏ 
س ew]‏ | نيا © ت | ن 
ل إنيا د SS we]‏ | ني 


A'A رد‎ Ab =0;0 \*-¥-¥ 
۲-۳-۴ 

(0, 0, 0, 0 )ج(‎ 
ES E 


. 61/35 - (3571 (133/35, 95/35, 61/35, - 11/35) 


Vyé 


jai 


Aer 


iq 


¥\-Y-¥ 


EOE 


a 


e 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
=1-4P+4P =]‏ “مو + =1-4P‏ “زم2 -ن - H*‏ , 


يوجد مثل 


43 5 || 14 
3 5 3 || | =| 13 (EY ق‎ padl هدا‎ 
5 + 11 || 2 26 i 
A AAT A 
| ala, zaa X] a'b (2 | 
= r= £2 
- al a ذه‎ d» X2 - ab 
. - 3/10 - )N 71 
3 HF Alfa 2 
l 0 0), 2 0) 
l E Pi gii 3 
l 2 4 -5 


-4=C-2D,-3=C-D,-1=C+D,0=C+2D(\)‏ (ب) 2+10 -(ج) 
3b‏ فضاد الأعمدة ؛ «نفسه . 

)2/3 - ,1/3 ,2/3 - )؟ المجموع هوا نفسه $ by‏ أن 0303 ape, iy A,‏ 
هي مساقط على ثلاثة إتجاهات متعامدة . مجموعها هو المسقط على 


1 | | l 
202 F g 
1 | l | 
TT T | T T.T ” = G 5 
(l - 2uu ) (l - 2uu ) =] - سبك‎ + ĝuu uu =Q = : = : : 
| 2 2 2 2 
L d | 
3 3 a 2 
T. 2 2. Wia 
rir Heer + لوقو‎ Urg tas لوو قط‎ =F] + +5 => llb = 


Xi +... + مد‎ 


1 2 IW. ظ‎ 
IN2 - 2 


ya 202 
0 22 


i — چ‎ 


a اود‎ 


س 


e 


\A-2-7 


yout 


كد 


yi-i-f 


حلول بعص التمارين المختارة 


VAT. 
0 0 | 0 0 $ 11 1 
ات 0111و‎ 1 210 1 Î 
Lii 1 0 0 || 0 0 1 
11] 123 Ol, 4 
23] =| 2/3 1/2 ظ‎ A aren SU esa awn 
ظ‎ ey 002 
31] [23 «E ْ 
Rx =Q'b= x =R''Q'b=(5/9, 0 
"رودم‎ p "ق‎ =00" U s SBA Boel ل © فراغ‎ 
1: 
il 
| y (x) sin x dx 
E oe 
27 
sin’ x dx 
i} 
لطرح مركبتها‎ x” - متعامدة مسبقاً مع الدالتين الزوجيتين او‎ x` 


l 


‘ 4 3 ال‎ rs = è a 5 3 
$ (x = x) 1 ax z لسلا‎ + A لذالة الفردية‎ 6 2s 
| pl 
٠ كثيرة حدود لوجاندر التالية هي‎ ء٠‎ < | 4< 
5 = | 


E eN و‎ | 3 3 
x = Oe , xu, x) x =x = EX 


V6, 16 , 276.0). 1293 .- 123, 2V3,- 13) ¥v-¢-Y‏ 1( ,)12.0.0 -, حابن 


j-r 


Y-o0-Y 
“قن‎ 


v-0-¥ 


sees 0 0 0 
00 41| 016 0 0 
نا‎ 04 01 0 016 0 
0400)| 0 0 0 16 


1. = 1/2 + W3 Di- 1/2 - W3 120 


. عدد صحيح‎ k ox = (Kk + UFR, 6 = 27 + RIZ, 


(LO HU 


vv" 


| A-0-Y 


joey 


Y1=Y -IY 0 


ye 


۳-۵-۴۳ 


و 


a 


ا 


ey 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


+ علا‎ L Û, 


8 a, are _ i ب‎ Pre , f , 1 3 501 "وى‎ 1, oF i re eap il : ا‎ i a. i 
ا نت ور‎ o- ¥1=Voa-¥ Yo F Yo ty o- ¥1 =¥ 1 + ”نر‎ p Yo =RVa-y 7 


Co ع‎ fo +f, + f2 + وكا > ,ع ,4/ر ور‎ -ifi - fo + if )/4, 


c3 = ولا‎ -fi + fo - f34, c3 = fg + if fa - if 34; fo = 0 f 


bas) زوجى‎ =0 =F > cg = e = 0,c3 = +0; Sc 


(أ) 7؛(ب) 2+ (ج) 13 . 


ay] da d3 dy 


42| 422 23 i24 


© 6 tor a 4x4 يحوي مصفوفات‎ V+W 
0 0 an هه‎ 13=(V +W ( سعة‎ 
ci 1| 3 () 0) 


T=V AWaawe| © 2 425 ١ لايحوى المصفوفات|‎ OW 
(J (0 tia; ددنت‎ | GS m 


() () () (lay 


. dim IV + W) + dim V ^ W) = 20 = dimV + dim W 
CV المستقيم الما رمن )1,0,0( (ليس بحاجة أن يكون متعامدأ مع‎ 
X=V TW) 72 وخ‎ +W ود‎ Vj, ¥2 © V, Wis Wa © W => y | - جنا‎ = 


We =] € FA W = {0] ey has ey SEED 


ال 8= 8 ,م =١‏ 4» الفضاء الصفري ل 7 = AB‏ لايحوي 


| Û | 0 0 


حلول بعص التمارين المختارة VY‏ 


| ' أفضاء أعمدة 48 غير محتوى فى الفضاء الصفري ل ow‏ 

rank (AB) > rank (A), rank (A) > n, n< m > rank (AB) > m= AB \\-1-Y 
. شاذة‎ 

۲-1-۳ 

ranrank (A + B) = dim (2 (A) + 2# (B )) > dim. (A)+dim.# (B) = rank (A) + rank (B)) 

A (B) =A ATAB) aA (AB) اده‎ (B) = A (AB) ف د‎ B5 WaT 
فضاء الأسطر هوالمتمم المتعامد. والرتبة هي عدد أبعاده - لذا سيكون‎ 
. 8, 48 ذلك ذاته من أجل‎ 


8 
(E DHO 4 toi 
| 


dim (U A V) = dim (U) + dim (V) - dim (U ^ V) > dim (UNV) 26  \1-1-F 
+6-8=4> 0, dim (Un Yn W) = dim (U ^ V) + dim (W) - dim 
(U ان رمام‎ Ws dimUnV AW)24+6-8=2>0 
ال‎ = Ae WE + دع‎ TARY ye VAW Gy =XV +... HAVE \A-1-17 
د‎ Wp CO SP OF nw FEL), HOS ع ع‎ GO. Se) 6 ال‎ OD 
A (D) بسبب وحدانية التركيب (*) » « يعطى × واحدة فقط في‎ 


2 2 
Wibi +... + Wal‏ د 
ا ا ی ا ی و 


ا 


2 2 
WI Fo. FW 


. )1.- 4) :المتسقيم الما رمن‎ 511 ۲۱-١-۳ 


x =4, (RE) o-4, =( 25-4] N a 


K | 
| 21 2 21 


VYA‏ احبر الخطي وتطبيقاته 


(Ax...) W'W (b-Ax, Jal 


E e) =1 (-2) +1 ( I +1 (5) = 0,E e”) = EF elep ae 


A=Bac ¥$-"1-¥‏ يث 8 تحوي تلك الأسطرالم وأصفارآفي بقية المواضع ٠‏ 


. 5 <5 ¢:rank (A) > rank (B) + rank (C)S.4%4+96C =A- 8 


الباب الرابع 
det (A); )- 1)" det (A); (det (4))? ١-5-4‏ "2 
y-Y-%‏ 5 ;20 
5-5-4 ()0(ب) 16 (ج)16 )>( 1/16 (ھ)16 
۷-۲-٠‏ اضرب السطرالصفري ب 2 . فيضرب ذلك deta‏ 2, لكن 4 لم تتغير 
cop‏ ذلك إلى det A=0‏ 


(l -ml) c- bo) A-Y-2 


— 
laa l a ar l a a` 

) يي‎ p alo Ba Poeg e100 E ثم‎ -a = 

lee 0 ضرمم‎ ce - a’ () 0 (c-a)ic-b) 


. (b-a)ic-a)ic-b) 


۱۲-۲-٤‏ (أ)خطأ؛|! =-1¢Uas() det] }]#2det/?‏ ]1 9إنعل. 


| | 
det (AB) = det (A) det (5) = Û‏ 
\v-Y-¢‏ جمع كل عمود من JA‏ الحمود الاو ل يعظى عموداً ضفريا ا 


حلول بعض التمارين المختارة YYA‏ 


det A =0‏ .إذا كان مجموع كل سطر يساوي الو احد» فإن مجموع كل 
سطرمن 1 - 4يساوي الصفر أي : 


det لکن ±1 0- م‎ e detA =0 ae det(A -F ( ع‎ )( 


t| ب | زع س‎ 
ro] = pal = 


0; (1-1) \&-Y-8 


det (A) = 10, det(A ') = L, 125,222 \o-¥-3 


(detC)(detD) = )- )"(detD)(detC) أخذ المحددات يعطى‎ ٠۷-۲-٤ 


det A = | a> 9) إنها‎ t ردق درق‎ A34 A43 \-Y-2 

a. 42 | 0 0 ! () | ) + 2 e E. 

det A=(-1)'*? det} 1 0 1 |= E Idet} | g | 3C DG D" det [1] =1 Y-Y-é 
O10 ii 


. خطأ‎ (Y) خطأ‎ (Y) صح‎ )١( 1-1-6 

Dios =De وود‎ =- 16) Teri 

486-78 من القانون CV)‏ »من المؤكد أن .65 ٠-١:‏ :© صفرمن أجل أى قيمة QSL‏ 
« .... ,». أو استناداً إلى rankA > 2 + 2 = 4, (YE-1-¥)‏ 

۹-۳-٤‏ بعملية سطرية على المصفوفا ت4 × 4 نجعل SAD‏ مصفوفات مثلثية 


det 3 Ei 6 , 4 ور‎ dd, = det(A) det(D) : علوية‎ 


detA, = - 3; detA, = 2; detA و‎ = - 1: detA, = ip (n-1) \*-¥- 


(n` + 2n- 3/3 (z) 1(1 + 1/2! +... + Iin- ij! (OW) lin - 1) iy O 


| O All? Fl AF A] air Ul 0 al. . 
ao ale |-|؟‎ thela و ]د -|؟‎ |= eres 


AB Ala . of ف‎ a Te ا [ ةد اھ‎ Alt ست‎ 

de ; || = en lA =[I 2) B=|3 | det] 9 | | =5 = deram; 
SAS عصقفوقة‎ ABOYS a= 2= |1 2[ se s A |= 0 = dea): 
gte gaa = a | i | و‎ -B I AN 3 


. rank AB) > rank A) <n 


2-8-5 
و 


ساب ]| 


تت 


#ع اوسن ]| 


ri-te 


# عاج دايا 


ا حبر الخطي وتطبيقاته 


العنصر ij)‏ من cors‏ 4 الذي هو العامل المرافق Aji,‏ يساوي الصفر إذا 
A 9 i>jols‏ مثلئية Lle‏ ' 


Aj =Aj Sji كون 4متناظرة = الصغيرة[1 هى منقول الصغيرة‎ 
nee 42). Ax = bail ۸۸1 من‎ j (س)انظر فى العمود‎ det M =x; (1) 


مهي أعمدة A‏ < لذا 8 = AM‏ 

detA detM = detB; = x, = detB,/detA ( a) 
للمثلث‎ (). det 2 3] مسا حة متوازي الأضلاع هذا هي‎ (1) 
. المسا حة ذاتها ؛ لقد أ زيح فقط عن نقطة اللأصل‎ A'B'C' 


AC = CA > ACA’! =C = det A det(D - CA`'B) = det(A(D - 
CA 'B)) = det(AD - CB) 


(Í)‏ أعمدة AB=A‏ مضروبة بأعمدة 8. (ب) AB‏ هو مجموع 
الأعمدة مضروبة بأ لاسطر (مصفوفات من الرتبة الأولى) . 

عندما تضرس متبادلة بمتبادلة فردية فإ نها تغير نوعها . لذا فإنه» - “6 
زو جي . إذا كان ' 6 زوجياً فإن على ' ٠٥‏ أن يكون فردياً. لکن 
لك ”ھن زوجي | 

قوى هي جميع مصفوفات المبادلة لذا ستكون أخيراً واحدة منها 
GS ts] ij Sa‏ ہے Fae F‏ 

افخ تادا الي gi deta s S= R0 Cogs‏ إسقنادا إلى 


Je أو اتتادا إلى المحاور»‎ . det A < 5 1 ګل‎ ‘det A = volume 


. det AS [1 2 2 2 4 8 x 16 


حلول بعض التمارين المختارة YTA‏ 


Ax =Ax=> (A - 70> = (À -7)x, Ax = ۸× > x= ۸ x > A lx = (HA)x 

۸-۱-۵ اختر h=0‏ 
۹-1-۵ المعامل هو KIF FE,‏ + فى edet AD‏ الحد الذى يحوى عنصراً 
غير قطري aij‏ يستبعد كلا من 1 - dji‏ و lU a-d‏ لايحوي مثل 
هذاالحد A)"‏ يجب أن يأتى معامل ' "(۸-) من القطرالرئيسي 


-aj + ... tam ZA + ... وهو مقع‎ 


À | و‎ =o =|? |. =| dha ونح‎ + b, ih, = ۱۲-١-۵ 


rank A = 1; A.= 0, 0, 0,.4; x, El 1, 1,1); rank (B) = 2:4, 02 ١ 2-1-6 
يواوه‎ U1, 1, le D4, = Cl, > 44-7) 

rank (A) = 1,4=0, ..., 0, “م‎ rank (C) = 2, A = 0. .... n/2. -ni2 ١86-15-6 

Wiari P X= رونو‎ +, + =V; Vor الفضاء الصفرى مولد ب‎ ۱۸-١-٥۵ 
ليست في فضاء الأعمدة المولد ب‎ vp (القيم الذاتية مختلفة )»ك‎ 


8 Vy 3 Va 


- 1 


Daley خط‎ ge V۲ 
2 0 | | [1 


Bakes.‏ ف 
“TL -1),00]}) 1-1] 10-2 || 0 -2‏ 
٤-۲-٥‏ كان لها القيم الذاتية المختلفة 1,2,7؛ )7 ,2 ,1( A = diag‏ 

9-7-8 الاك قط الوقن As‏ ى A,‏ 

: (8,- 3) Ce) \— = المحددة‎ ¢trace = 0; (ب)‎ A= 1 أو‎ ê TO) Tera 
OY بقية القيم الذاتية أصفار‎ ii (س)‎ Au ورد‎ "u يرزر؟ سد‎ > à =v"u (I) A-Y-0 


. dim -+ (A) =n- [ 
trace (A B) = trace (BA) = aq + bs + cr + dt > trace (AB-BA)=O0>AB-BA=! 4-Y-0 


_F:T:T ١-5-6 


det A = det (SAS ') = det S det A det S ' =detA=A,...4, \&-Y-0 


37 | F ig 5 
am|? 1 a أ‎ 14 AS ‘F 171 4100 _ Aes بويك‎ Á) ف‎ 
| | F iy 99 
3 || 1 0 | mM | on i arn! - 
nPE. | EISIR j; = (ب)1-‎ 
B101 م‎ 
E 3 5 
Ok +2 ا‎ a Gk +1 A. ESS LEN Gesi patet y يغ‎ 
Gisa أ‎ | 0 G, : j 2 Gy 
' k , 3 j | 
Gy TEE Molle ell 9 | \k | 
G, 5 0 دم‎ 1 ۴ Gy =| (-—) B>; 


2265-7-5 في الحالة الثابتة يموت الجميع :0 = do = l, So - 0,1١.‏ 


حلول am‏ التمارين المختارة 


YYY 
7 | 0 
2 6 
ا‎ 1-7 <6 
6 2 
Ag 
a 3 
Veo = 3, Zo = 2, yk = 3)1 - (0."), zk = 2 + 3(0.5)" ۷-۳-0 
tatsi) ١ ١ مدع-1‎ 
_|bK1-a 1 |1 0 |] | t | 
5 | aI l| 5 (a-b)* ms (>) 


2b 1 l-a-D 


po (a - b)" 
b-a+l b-a+ [| 


ery = fi] = لتم‎ = : 
| Ala)  Ixa-od (a- b)* 
b-at] b-a+ 1 
26 
‘ted! b- a + | 
oe) ديس‎ ‘is 
Y tJa- |ہ‎ > ١ (ج) | ر ]> ب إذاكان‎ 
-م‎ a + | 
i 1 | 
Ay جاع واه‎ etapa boy اسك‎ 2 0] 142 Vio 
۰ iol 
4 2 


= LT Ba lel a ale, LÎ 
PEIS) 
يساوي ×+ 2× + 2( مجموع كل عمود يساوي‎ Av مجموع مركبات‎ \¥-Y-o 
A(x) +2 taxa) يساوي‎ Ax ع ولم يضع شى) . مجموع مركبات‎ 
AN صقر‎ xy إذا كات #1 ۸ات يحب أن بكرن جع ودع‎ 
لذا 1/2-|.ة| غير مستقرة؛‎ Eil 7+4 القيمتان الذاتيعات ذ‎ ١١-۳-٥ 
i paws [Al = 14/2 لذا‎ ti)! هما‎ - Ay ' 3 القيعتان الذاتتان‎ 


VTE 


۱0-۳-0 


۱۷-۳-0 


\4-Y-o 


ie وک‎ 


\\-£-0 


احبر الخطي وتطبيقاته 


القيم الذاتية الثالثة هي (:! + 1)' aED‏ لذا1 = |۸| » مستقرة 
حيادباً؛ يقع هذا JH‏ على دائرة . 


a= 1.5, b= l,c = 0.6 


j; [01 0 0.5 lû oF |. 
اداد ع 8 ساق‎ 0 Ores | و‎ 0.5" ezn 


سے 
— | حك زا | حل 


© | ته دیا | حك 
= | عد دا | ع 


fe | ننا‎ b| — 
i = 


- 2 at 
__% ms 5 8 000 = 5 At 1 E 1 + | €E 5 + | 
Aq = 2. ميق‎ = OS ع‎ )1 1), £^ (1, 1); € 2,-e" +1 ور “م‎ | 


a + 2 
2 


-€ +2 


= (1) ». عندما © بج ع فإن © + و e”‏ 


(1 -ء) +ع 2 (... + !1/2 + 1) +1=... + !ولثم يام برع ”م يدم - ثم 


=/+1.718P 


| At ا‎ j : Ata- | AT 5.1 At AT sj 
AET) pagr Tg کی ای ی ے اج ا ا ر‎ hott ee! og خض‎ 


3 + ع4 


Hgo =‏ © ب 
iad | = 4‏ ` 


100e“ :‏ == (ج) تقترب 


+ 100." | (ب)|‎ EEE 
ب‎ TTN ال من‎ 


4 مستقرة حيادياً من أجل 1 > :2 غير Azarb Iii cd pte‏ 


ih - وخ‎ 


2-2 


ا 
۹-0 


س 


۲-0-0 


حلول بعض التمارين المختارة Vo‏ 


قراس رة من أجل 4< ,تقر (t= Adee ole‏ مستقرة إداكانت 
(حقيقية من أجل 5 > + > 4 مستقرة إذا كانت 2 مركبة من أجل 5 < ۲. 
A CULTS a A‏ سقرقية عن ot <- 1 fol‏ مسثقرة Js Gals‏ 
I‏ ت غير fol cob ee‏ 1 دة 

U į =CU> - buy, Ua =-Cu, + a3, Wy = bu, -ati > u'u + (1) 


MoH, + u'4 = Û 


lu Dl =|“ Ug 


(ب) ا أن م مصفوفة قائمة فإن zleo?‏ * 


I+ 


A = 0 أو‎ Va “قط‎ te )i (ج)‎ 


A, SA; --9 , د رن‎ 1, 0;=3; @ = (a) cor+b, sind x, 
+ (a> cos 3f + P+ sin 3t) X5 

Ax =AFx +x أو‎ (A -AF-2 Dx =0 

قيمها الذاتية حقيقية ج0 < (”م + -4-a - b?‏ ج 0 (trac)? - 4 det?‏ جب 
+b* Sc?‏ و هه 


|| 3 | H 
e - 6e + = e 


Iz= 3 i Ay 

á -0e + 6 م‎ | 
A | 
E 


(۱) إنه حقيقى )١(‏ إنه على دائرة الوحدة ail (T)‏ أيضاً على دائرة 
الوحدة . )٤(‏ إنه على أو خارج الدائرة التي نصف قطرها 2. 


x =2-i,xx =5,xy=-1+47i, Mx = 2/5 - (1/5)i, وزع‎ = 1/2 - 0i : 


xy| = 50 V50 =|x| [y |, 1 /x| =1N5 = |x 


¥3 /2 + (1/2)i, 1/2 + (V3 Di, i 


الخبر jt!‏ و تطبيقاته 
1 = ~ ع فك (ae‏ 
eine”, x= re 19 VW)‏ ات p24 A‏ 7 ,$ انف صل دائرة الو حدة : 


1: ba, RAY we welt £ 0 1 FF QI | 
ل‎ Laelia اھ 0 !| +0= عه إدذاكات‎ 1 =u) 


j 
- | 
| 3 


AX sael 


هذا madl‏ لس متعامداً مع dal‏ "قر ( اس CA.‏ بل مع 


n (n + 1V2, n, (n - 0/2 (\) \*-0-0‏ )>( العنا صر 4S I‏ الواقعة على 


\\-0-6 


القطر حقيقية. للعناصر الثلاثة الواقحة فوق القطرسكدرجات 
حرية . العناصر الثلاثة الواقعة نحت القطر متساوية. لذافإن 
مجموع درجات الحرية للمصفوفة الهيرميتية يساوي 4 . من أجل 
on a a |‏ ةة اة 


Reu,,,Imuj,,. Re uo], Im u5, Re u3), Re u2, Im «|2, Re «22, Re در“‎ 


يظهر كذلك أذاكان ل UAU"‏ 9+3-12 درجة حرية لكن BE‏ منها قد 
استخدمت لضرت الأغعمدة (متجهات ذاتية) بمعامل إختيارى © 'ء 


ود تحتفي من الحداء الثلانى ١‏ 


14/2 58 1/۸/2 
IND |"? | ave 


Pirchi #121 = 


;@:A, =1,A,=-1 


1 ^2 | n 
RII 


= 


y= 


snie | 
Rik, SSIS -| 25 


1/2 l حرس‎ 
ive * a 


s [ala 


gi! (1) ۳-0-0‏ متعامدة مع كل واحد >l‏ (ب) الفضاء الصفرى مو لد بالمتجه 


su‏ الفضاء الصفري اليسارى مطابق للفضاء الصفرىي $ فضاء 
الأسط مو لذ e wa V‏ فضاء الأ عمدة هو clad‏ الأسطر نفسه . (ج) 


\£-0-0 


\o-0-0 


١ 8-6-6 


\4-0-0 


Y*+-0-0 


حلول بعض التمارين المختارة خرف 


)5( ,۽‎ x Shu J rele. أي‎ ae Ol ديع له وكييا‎ iw 
S' =S"; S'AS = diag (0, 1, : (ه)‎ .b'u=0 

(Lin) ماركوف..‎ + bet iLa ATLE A 
هيرميتية » من الرتبة واحد» قابلة للتقطير . القيم الذاتية ل4 هي‎ 
. 0,0,0,4 القيم الذاتية ل 8 هى‎ gel afi 

عددأبعاد 5هو 1/2 + ۸)۲ ليس” . كل مصفوفة متناظرة 4 تساوى 
ت ركيب" إسقاطا » لكن هذه الإسقاطات تتغير إذا تغيرت4 . لا يوجد 
أساس ل « من مصفوفات الإسقاط الثابتة . 

المحددة هى الجداء ,2 ... ,۸ بالقيمة المطلقة 1 = Aif ... [Ag‏ 
=dtU"U = det! = i)‏ * العمل |) . للمصفوقة lsu = |i‏ النوع 


A _|acosO bsmỌOj- | .ل‎ ede ورك قم‎ 
i Ea a cos © اد رزةعامة‎ pa 


. ab+ cd =0 4 |d =|b| =le =|d =1 


یکن أن يكون العمودالغالك V6‏ )2.8-,1( مضرويا بأى عدد 
(حقيقى أو مركب) ذي قيمة مطلقة تساوي الواحد . 


a=] 7 a= g" =Se 3S كل‎ Pit dit 
ا‎ oh l 3 | -1 + “م‎ l+e° 
kr 
de È d 
لا جاع‎ eS, = = -J= E 
dt E 1 
C] C3 C3 Coto + CX | + Caw a + C343 
Cy C] Ca C Cato Ttgt; Cp As t Eats 
tre ; 
C3 C0 Cy C2X0 TCX] + CoX2 + © 51 
C4 C4 Ci Cy t CX] FOX + Coxa 


. مصفوقة الوحدة‎ t © =N 'BN =N M 'AMN = MN) 'A(MN) 


A-\-0 


jti 


الجبر الخطي وتطبيقاته 
لهده المصفوفات القيمتان الذاتيتان١‏ و-١با‏ ثريساوي الصفر ومعحددة 


a oO) 6/4: | عه‎ tats 
FH تساوي‎ 


=D ) CD (Í)‏ © د20 - - هن (ب) إذا كانت An‏ .... ,۸ القيم 
الذاتية د٥‏ »فإن م۸ -,... ,2 - هي القيم الذاتية د٤‏ - . إستنادا إلى 
(أ) » سيكون ل عو C‏ - القيم الذاتية ذاتهاء لذا على An‏ .... ,۸ أن 
+b‏ أزواججا HUES)‏ )5-4 اق س (e).‏ 
Ce = = 722: = ADE =- CERD SARIS OR =A)‏ 

العنصر (3,1) هو eg cos O +h sin O‏ و يساوي الصفرعندما 


tan@=-g/h 


TER 


cV] + د لاوح‎ = UN}, Cy + 7# ون در‎ W] + (Mə 0 + Ma وت‎ Wa =d)Vv| + diV> 


وج س 


Te 


مضفو فته بالنسبة ل SFI‏ الإو | ?|= A‏ ضيفو فة tow‏ ل 


, i | ? se L aT i ` 
.M =|| | ,A =MBM هي |" / | -8.أفرض‎ Vi ق‎ V2 


> oO 
O O 


010 
002 
000 
الثالثة . المشتقة الثالثة لكل من x?‏ 3 ا هى الصفر. لدا0 = ج( 


0 = ۸ (ثلاثية) ؛ متجه ذاتى واحد فقط (0 ,0 ,1) . 


D’; D? = (|)‏ هى المصفوفة المشتقة 


| | (OU) D= 


O © © 
© 


\e~4~2 


١ هه‎ T. 


\V-—1-0 


ا 


E 


۲-0 
y-o 


حلول بعض التمارين المختارة v4‏ 


f ze‏ متجه ذاتي ل به / © يقابل القيمة الذاتية ۸. إذا كان 
f(t) dı = Af x)‏ | فإنإشتقاقالطرقينزيعطي 
Flr) =”‏ و of) =AF'0)‏ إلا أن التكامل من 0 إلى × يعطي 
ch(e™* - 1) # Af (x)‏ , 

القيم الذاتية هي 1 ثلاثية ) و1- . المضفوفات الذاتية هي 


hE =7())‏ )اأأعم'ءن = TT"‏ (۲)اذاکانت ۲ مثلثية وواحدية» Old‏ 
عنا صرها القطرية (القيم الذاتية) ستكون ذوات قيم مطلقة تساوي 
الواحد. إذن جميع العناصرغير القطرية أصفار لأن الأعمدة ليست 
متجهات وحده 1 


| / 


Nx = x "NN "x = || N”‏ رارح tlll]?‏ بفرض =e,‏ × نجد 


; column ill = row il 


010 010 1 ع 
y=[1N2 W2 | 72/27] veloor|re[o01‏ 
INZ »INZ | 16 000.‏ 


القيم الذاتية ل20 - (A -DA‏ 4 هي 0,0,0 . 

من أصفار القطرفي eT- 3.11, T- Aal, 7 - Aal‏ نستنتج أن CPT)‏ جداء 
هذه المصفوفات يساوي الصفر. إذن ' A-M=UT-ADU‏ لذا 
UT -ADT -ADT -ADU ١ =UOU’' =0‏ لوط - (A -Ai DA = ADA‏ 


YV-1-0‏ للمصفوفة متجه ذاتى واحد فقط » لذا قإن شكل جوردان المتعلق 


0 | 
0 | 


= 0 [ 


به ذو كتلة واحدة : 


Vex 


احبر الخطى وتطبيقاته 


MJ, =JoM+ سهلتان‎ NS عي‎ Vict shel لذافإن‎ MJM =0 YA-1-0 


ونيم 


١-5-6 


pa 


ا 


يقتضي أن العمود الأول من M‏ يساوي الصفرء لذا لن تكون قابلة 


| ل كتلة من النوع 4×4 ؛, ل كتلتان من النوع 3 3 و11 ؟ cp OLLS‏ 
النوع2 2x‏ ؛, / ثلاث كتل من النوع lIxlc2x2‏ لاریم قشل من 
النوع!× 1 تساوي الصفر . لكل من , / و , ل متجهان ذاتيان 


3 


> 3 
ac-b“ =2-4=-2< 0 f =w + 2y) -2y 


det(A - AD = 04 A” - (a+ OA + “5م ديق‎ - 0 2 À; = (a+c) + 


» واضحة‎ ÀA > O y¥(a- زع‎ + 820/2 A, = ((a+e)-yla- a + 4b”) f2* 
ac> b مكافئة ل‎ (atc)? > +(ء-»)‎ 4b? OY 2< 0 لأن‎ 

مصفوفات المشتقة UJI‏ نية | E‏ (نهاية صغرى 4 . 1 E‏ ) نهاية 
O |j 1 0 tele 1‏ 1 1 
AY‏ نه © | 0 H JẸ 9 - b‏ واد 


)>( لا توجد نهاية صغرى . 


==, 


= 4 


\¥-\-1 


حلول بعض التمارين المختارة yé ١‏ 


þa 
u| د‎ Ro 


(|) 


e 21 | 
a fe | 2 sg 
| 2 3 


My oxo وو‎ = Oe fi =; =x “eal = Üle) 


7 > ر 
fa = Wy -X3 -X3) + 2 - 3x3) 2 7X3 (>)‏ 


, D = diag (1, 1,- 7) 5) 


> 1/A, > 0, WA > 0 & A, > 0,02 > 0 LoL D 2, 
9 Aii = cl(ac- b?) 320: wl NE IEEE TEE A" 
.det A` ' = I/detA > 0 

alls 0‏ 1 |= ]44-2 معاملات المربعات هي المحا ورفي (D‏ 
بينما المعاملات الواقعة داخل المربعات هى أعمدة L‏ 


2 2 | 
p +s ى‎ (p + 2) 
I 
s(p+t) & +f 


R* =‏ و ق ااب ی ايا 


R s - ج 0 غو رم‎ (s aa >08 p` +s le arr ETR ب‎ 


E pF 


(a ay C- |b| ta و‎ detA =ac- b|? هبج وراها‎ (i) 
= le + Ib1°/a) E h 


مصفوفة المشتقة الثانية هي ٣‏ ع للا F‏ ليس لها ثهامة pr‏ 5( 


. ili قنك‎ 


. f = |x; + (b1 ax, 


Te 


De 


== 


ال حبر الخنطي وتطبيقاته 


ادهو (a- 1)c - 1( >b?‏ 
ta>l‏ لاتوجد قيمة لط تجعل 8 معرفة إيجابياً . 
B‏ و € معرفتان إيتجابياً : لمت i UNS‏ 


bap ue det A = -2b° ° + 1 2 


إذاكان ل ۸ قيم ذاتية Aj‏ موجبة » فإن القيم الذاتية ل۸2 هي 27 والقيم 


الذاتية ل '-4 هى Ai‏ وهى كلها موجبة أيضاً ¢ إستناداً إلى الإختبار 2 
r‏ 4 تمع bbl Obs‏ . 


إذاكان 0 > x Bx‏ و 0< جه" × لكل #0 ى. فإن 0 < ex (A + Bx‏ 


. (1) be 5 


i | tee «foe | 3 Ais ئ‎ 
“a R= فان‎ 
2 ]-1 +103 1+3 4# RI 


إذا کان 0 < عم "× لكل #0 x‏ « فإن 0 > x"C"ACx = (Cx)"A (Cx)‏ 


Ke 


(Cx #01 غير شاذة‎ C) 


| 2 
x! 


= |x TRTRy|* =|(Re) Ry” <|lRell7]Ryl]? = 07R Re) 
(vy'R'Ry) = x'Ax)ty Ay) 
(£10) شبها محورين يذهبان إلى (! + ,0) و‎ » ۸ = 1,22 - 4 


c 8-1 حيث 4 و‎ As 9 


lee v2 E 
v3 7# 


3 
2 


+ O 


wo B. 
اسطوانة‎ 


قيمة ذاتية صغرية واحدة تسحب مجسم القطع الناقص 


peog 


E 


0-۲-٦ 


et 


=1 


==" 


۱۹-۲ -" 


چ 


حلول بعض التمارين المختارة ver‏ 


لآ نهائية 1 = رر ر۸ + der yi‏ طول المحو ر الثالث ؛ قيمتان ذاتيتان 
ضبق OL45 Oly‏ فقط =t IVA; Cry ged!‏ لا ؛ ثلاث قيم ذاتية صفرية 
Alte Y) 021 Be‏ 

Ar > 0)۱(‏ لكل متجه »غير صفري (Y).‏ جميع القيم الذاتية AJ‏ 
تحقق 0 > detA, > 0, detA; > 0 (Y). A;‏ ,0 > رك det‏ )2( جميع 
المحاور(دون تغييرات سطرية) تحقق 0 > ,ل . (0) توجد مصفوقة R‏ 
dw Beck‏ فق م A cR‏ . 

إداكان العنصر القطري : صفراًء نفرض =e;‏ × » فيكون0 = ننه" ×. أي 
من المستحيل أن تكون4 معرفة سلبياً . 

8 معرفة إيجابياً. © معرفة سلبياً . 4 و 2 غير معرفتين. يوجد حل 
حقيقي OY‏ المربع يأ خذقيماً سالبة » ويمكن تغيير مقياس× لنحصل 
be‏ =\ 

+ eae EY 

Lede cAr > OOLb ایا‎ dd wo A ا كانت‎ detA =a,,A), +... 
إلى‎ Grp لا تتش وهذا‎ dé eh Wats رره تزداد‎ Ay, OBcay, تزداد‎ 
. أن 4ه 4 تزداد‎ 

زه = (السطر زمن ' ۸)(العمود زمن ۸) = مربع طول العمود رمن 
detA = )deR( 8‏ = ( حجم متوازي سطوح ۸) < جداء مربعات 
أطو ال أغمدة ورة ... وو ,)= LR‏ 


H a H امع‎ AT 
XƏ AK Ax + (AX) ‘Ax =- xX = 


x AMx + x'M "Ax = - X 
A+ Aye Ax =-x 9X مجه‎ A =2 زمه‎ <0 


59 3 ؛‎ 2 2 
. 200) -ixa - 2x3) + 3 :(و2 - ر‎ wi +42 +43) 


— 


/ 


كسم 


tta 


£ 


موده 


ادن 
شعن 


۸-۳-٦ 


ti-i 


a 


lands a احبر الخطى‎ 


CACA 


J¢a, >0,4, =0. 663 aR =j 8-5.|؟‎ f 


C‏ قيمة ذاتية واحدة موجبة وأخرى سالبة » لكن لمصفوفة الو حدة قيمتان 


داتیتان موجبتان . 

T 

محاور 1 ! - 4 هی .2.5,5 لذا فإن إحدى القيم الذاتية سالبة وهذا 
oor‏ إلى آنل اة دات ضكر Urra‏ 

(ب) م > و +م لأنه لمكن 9 جردا كر n cps‏ ها سا Ube‏ 

rank CAC) < rank A, rank CAC) > rank Ey E TK 5 = 

„ rank A = rank CAC) = rankA 

J‏ عد دمن القيم ahl asli‏ جبة يساوي R n‏ ومثلها من القيم الذانية 
السالية AR‏ 

"+ 


ot | 
= Û; Mo -| pas و‎ 


= 


V3 - 1 1 01+3 


2j =1‏ 0 
؛ الكتلة الصغرى تصل حتى 1/3 رغم أن الكتلة الكبرى لايمكنها أن 
تتجاوز إنتقالها الأول وهو ١‏ . 


| |- 8 ا 24/5 = يا ,54 = Ay‏ . 


0 


l Mm =| : |a-aM| =-20?-1=0>2=4: 


“y 3 3 l | F 
P =x -XX3 +x5 -X3X3 +X - 4x, - 4x3; OP fax, = 22 وغ‎ -4 1-2-1 


حلول بعض التمارين المختارة Vio‏ 


; OP lax, = - روغ - و26 + عد‎ OP liy = و‎ + 2x5 -4 

. إيجابيا‎ Bayt bird OY وفك‎ Tb =e ۲ 

FSS 5-8-5‏ 20-2 9307-3 ع عع fdy‏ عرق 0 = ¥ + i OP lek =x‏ لیس 
J‏ د۶ نهاية صغري (إجعل 55 > «) . إنها ترافق المصفوفة شبه المعرفة 
ايجابياً | 8 ]. 

.۸ "Ax =۸ إنهاء © إلى النهاية الصغرى يؤدى الى المعادلة النظامية ط'‎ ٤-٤-٦ 

6-4-5 ضع (Ln‏ =× في نسبة رايلي (يصبح المقام #)عندئذل 
A, S‏ [امجموع جميع a Sn hy‏ 

1-8-1 التهاية الضغرئى هیآ د Lee RW‏ ,]) حير , 

"(A + 8(× لماكان0 < »8'+ كل متجه غير صفرى ×» فإنه يمكن ل‎ ۷-٤-٦ 


عم x‏ أن يكون كبو من X Ax‏ . 


1 et At xB Lg دعم اا گان 6 د ×+ نان‎ 
. إل + رق‎ S ج-‎ Hh (A + عرق‎ = Oix كال‎ Is! 
= x xX 


TA Be Be he 

A2(A + B) = mn, |Ma, ins — 6 + Mine |Maxyins. = AX’ | 0ح‎ 
3 3 X a A ~ FX 

8-5-١اأا‏ ولق > لكر ع .A‏ 

.1:)3-/3(/4 ١٠١١-4-5 

AA +... كز‎ SAY +. ty) SRO) SA, VY-£-7 


max, ins RO) > O > Aj = min, [mains RF ()| <0 i yi‏ لكل 


j 
(ب)‎ RO) > يكون0‎ Suse 2 نحوى متجها‎ Sj زكوهذًا يؤدي إلى أن‎ 


‘T 5 T‏ 1 وين 
me =‏ لك y=C x>x=Cy=> R (y) ako‏ 
y y ox‏ 


=R )2( < 0 


ددن 


re-i- 


CS 
1-t-1 


ayy 


My) 


x Ax 
z 
x Mx 


الخبر الخطي وتطبيقاته 


min,‏ = ر 


واحدة موجبة » واحدة سالبة و 1-2 صفراً . 


2 1 

l0 2 

نه امح زع | = Em‏ د 
| 2 16 
Ee 1‏ 

16 | 2 


ig =x, u (Dau (D = 0S u=- ox” Ea =x 
2 | 1 w 
=3| | ١ |. b= 2 |), ع اح بر جح م - ترق‎ 
j ] 9 81 

= it Srs: 

liL iape: 

, ee ee m 

E 2 See] 

37 UD 3 = 

X = للد‎ 

33 

i 8 3 > 

8 وو Ay‏ کر [ - 2 

| 3 5 

-1 1 1 : 

| 

3x 0 

و Slee Mets lag‏ اعجو ا 
4 7 


حلول بعض التمارين المختارة 


VEV 
1 
1 
in | | 3 | 
Ay تجد‎ | -Vi"Vjde=] e [ViVi |e a| Vi Vj = 
() 
() 


نفسها . 0 
Vb‏ يعطى Jind Aol‏ 2 . 
!= /4,1 = 4 2-126 هي أكبرمن القيمة الذاتية الحقيقية . 


ل 18 


Mal 1‏ أنظر ١1١١-7-5‏ من أجل الباقى . 


6 تضرب المصفوفة الثلا ثية الأقطار 14,1 
الباب السابع 


إذا كانت Q‏ قائمة فإن1 = ]||| / ااه ااه = lloll‏ « لأن ‏ تحافظ على 
الأطوال ؛ lloll = lll‏ من أجل كل ×. كذلك ٩"‏ قائمة ونظيمها 
يساوي 1- (0 )2 . 

متراجحة المثلث للمتجهات تعطي ||| + اعها| > ||Ax + Brl|‏ . 
وعندما نقسم على [lel]‏ ونأخذ النهاية العظمي للنهاية الصغرى لكل 
حد» ستكون النتيجة هى متراجحة المثلث لنظيم المصفوفات . 

llall [lal‏ < ااعهها| استناداً إلى تعريف نظيم4 ولذايكون 
lB > lall l‏ . نقسم على [lal]‏ ونأخذ النهاية العظمى للنهاية 


ELA 


لا = 


فوا ا وت 


\-Y-V 


v-Y-V 


A-Y-V 


ال حبر الخطى وتطبيقاته 


الصغرني. فجدالامرذاتة صحيحمن أجل العكس ؛ 
fae |‏ || "ها 2 7ے" وا chi pes‏ الع راجن فد 
(AB) S c (A )c(B)‏ ء , 

,b=x,=[!],b=x, =]! | de ¢ la l د‎ lal] = 3,4) = 2 

بالتعريف |x|]‏ / || ح4|| «|All = max‏ اختر + بحيث يكون القيمة الذاتية 
ا لخا صة في السؤال ؛ عندئذ ||| |۸| = larll‏ وتكون النسبة مساوية A]‏ 
وهذا يؤدي إلى أن النهاية العظمى للنسبة تساوي على الأقل NA]‏ 


A'A = | w, ۸* - 100023 + 1 = 0, A. = 5001 + (5001 tep" 


100 10001 

النظيم هو مربع الجذر وهو مطابق U‏ يتعلق ب ||' |A‏ 

ل AA’‏ و 44 القيم الذاتية نفسها (حتى لو كانت 4 BLE‏ 

وهفى حالةتهاتيةقوالتهرين). فغلا نجل 

A Ax =Ax = AA (Ax) =A (A Ax) =MAx)‏ وبمساوات القيم الذاتية 

MEETA 

s ll =la] 24 We ater ty Ty A=RTR OL 
من التمرين السابق » للمنقول النظيم‎ . lav" =|) 


ذاته) . لذا فإن “((/)ه = (A)‏ . 


37 


2 ا‎ 
=||R 


KEES : aaa i ال‎ a 
OY) »3 بين‎ )4 + B) > A max (A) + Ama, (B) A = | | B=] | 4 


Amax(AB) > A max (A JÀ max (B) © GUIS 9 )1<040 


٠١-۲-۷‏ إذاكان [.]= × +فإن [1 ]= عه وج " l °° / fp]‏ إن تلك 


بالقيمة المطلقة J)‏ «الأقصى المركبتان 41( 


ا 


1-1-۷ 


يعدم 


بعرم 
بع 
بلقيو 


الت الب 
| 4[ 


=f © 


۷۹ حلول ر بعض التمارين الممختارة‎ 
m-ng) o? القيم الذاتية‎ B° = A A M 5 
ا د‎ ee ee 0 AA 
. |إأصفرا‎ m-n|| sto, ھی‎ BS لذا فإن القيم الذاتية‎ Cie 
Apex [l ے‎ Hoel ب‎ Hoel ح‎ 1 leel (Ly. (i 
loll اا اا‎ ela 
7 re oe mel M يدا‎ |"! 
اف‎ Pe | ee Pee EF NES f ° lm 
» حيث التغير‎ $ uy =|} jt = lit | 1E =5|3 |; U3 = | 
azg aj- | د[‎ 
H(Hx) =Hy لذافإن‎ . Hx =x -  - y) (× ورد لمع‎ = 
ix =} Ie = ¥) 
rv =Hy ھی‎ 
emu = SL -8 
acta! |e 3 
| 0 0 ! ± 0 
ga 3 كد كد‎ | ert ae“? = SS 
Gat, 2 O 12 l 
5 5 35 25 
a a ee | | 2 1 | 1 | ع عد‎ =L 
م-‎ R, = لش“‎ ae EEEN T A 
E 2 Qo () Js sl 2 Js () 3 | 1 | Qo 5 
cos O sin @ -oR =| 89 - sin © Is cos © sin © 
sin © 0 | هلو‎ © cos © || 0 sin” O 
RO = c(1 +s i 
p? =e E 


Vo,‏ الحبر الخطي وتطبيقاته 


alda من‎ RO=A و‎ Q=A, R=1 مقائمة أي‎ A-¥-¥ 
SUI 4 6۴ل‎ fowl ye (Oo. Oe رع اق‎ Ro) Des] ۹-۳-۷ 
بالإنشاء ۽0 ۸= »۸ أو‎ k = 1 هو حتماًصحيحإذاكان‎ 
pee يسن‎ pI Ry زوك أو رونك‎ e QUAD... LO 


(Ry J see Ky)‏ 35 واستخدام R= Di jm ist yt pal‏ ؟ 


0 
بعدحذف ' © من الطرف الأيسر» نحد النتيجة المطلوبة من أجل "*۸ . 
Lto‏ 8 + 0 
eT‏ د + 0فإدسع' ن+م: 2/م/1ء D'CL-U=|> 0 +| p0,‏ 
ل 15 a‏ 6 1 0 


القيوالذاتية 0,0,12 $ 6 حيث 3-202 = بي شامع 
see 3-2 0‏ 
لذ ع ” د زالعناصر 5 على طول القطرين المجاو رين للقطرالرئيسي» وأصفار 


Jx =l (sin 2mh, sin 3mh + sin TA, ...) = (COSTA | المواقع ؛‎ At فى‎ 


#1 علقمع) = )... Vex, = (2 - 2 coskzth)x,; JX = 1 (sin Akrh, sin 3k7th + sin kah,‏ 
٤-٤‏ لايمكن للدائرة حول ai‏ أن تصل إلى الصفرإذاكان نصف قطرها 
أصغر من aii]‏ ؛ لذا ليس الصفر قيمة ذاتية ولا يكن لمصفوفة قطرها 


| )( 
J = - 0 0‏ ؛ أنصاف الأ قطار هي - و۲ ,= د۶ , 


ry) = 23 
5 


bo‏ | ډیا 
ب | فيه =| b‏ ك 


5 


SIU! 551‏ عند الهم E‏ لذا جميع ]< Ail‏ , 


لاد عدبا 


Y= A 


— 1-4 


حلول بعض التمارين المختارة Vo\‏ 


4 0 -bla 1 a p 
= 1 - 1 =H عد‎ = | tj = 
D (L + U) p7 0 7 + °--(D+L) U 
0 -bla 3 
ij he agl A = 0, Be! ac Amas =H ma 
الباب الثامن‎ 


تقع القرنات في (0 ,6) ,)2 ,2) ,)6 ,£0 أنظر الشكل ٤-۸‏ . 

يكون ty‏ +«أصغرياً عند (2,2) بتكلفة 4 «+ ×3 أصغرى عند(6.0) 
بتكلفة 6 ؛ النهاية الصغرى ل ae -y‏ ےد X= O,y OC‏ 
تعطي القيود 10 -9 > 31y > - 1 she 3(2x + Sy) + 2)-3× + 8y)‏ الأمرالذي 
يعارض 0 2 ل. 

خد + و y‏ متساويين وکبیرین جدا : 

0 > بر+ × ,0 2 بر,0 < + تقبل النقطة )0,0( فقط . 

المججموعة الملا ئمة مثلث متساوي الأضلاع واقع في 
البسحوي:! ح اج + بر + بير تقعفرناتها في 
y 2) = (1, 0,0), )0, L, 0), )0, 0, 1);‏ د)؛ تعطي القرنة الأخيرة القيمة 
العظمي3 ; 

x =z= 20,000; y = 60,000 

x pid SAISON gel ll Letty Dae, AL‏ سكين 
المتغيرالداخل oxy‏ ليختصر التكلفة . المتغيرالباقى سيكون + » لأن 2/1 


أصغرمن 4/1. بسبب وجود + و ++ في الأساس» تعطى القيود 


Voy 


e 


كا 


ی کے کت 


الحبر الخطي وتطبيقاته 


2 كه it, SDR,‏ وتصبح التكلفة عندئل 2 -= و×- 2+ 5" 

عزل x5‏ في القيد الثاني يعطي -xs‏ 5×2 - ,»3 - 2 = و× بتعويض ذلك 
في دالة التكلفة وفي القيدالأول» تكون المسألة في القرنة الجديدة هي : 
إيجاد النهاية الصغرى ل ×+ 6x.‏ + ,×4 + 2 - .لما كانت المعاملاات 
مو جبة » فإن النهاية الصغرى تظهر عندما يكون0 = وه = ×= × ؛ 
إننا من قبل فى القرنة المثلى . بقول آخ راختبار التوقف 0 <(1 ,6 ,4) r=‏ 
قد نجح. و-2 هي التكلفة الأصغرية . 

. القرنة أمثلية‎ e +-]1 1١ 


=I يخ‎ L @ 
١ 1 @ - 1 
-1 1 Û 


| 


I 0 3 -2 
0 1 2 -1 
0 0 3 -1 


2 N pl, 
"| cp cyn 0| 


O 


]1 - 3] = «لذا يدخل العمود الثاني من ۷ في الأساس ؛ هذا 
العمود هو و|؟ tu =| :7 | su=|‏ 8سالبة» op I‏ الضلع 
لانهائى الطول والنهاية الصغرى للتكلفة هي «- . 

عند P‏ ]3 ,5 -]- + وعند 0 |! 5|-: وعند 068 <7 . 

ly 4× tw=b غير سالب » إنه يحقق‎ × - 0,w=b الزوج‎ (I) 
مركبة صفرية . (ب) المسألة الإضافية‎ n أساسى لأن 0= × تشارك ب‎ 
شيط‎ Gi وال ي رق‎ 
مرحلتها الاولي‎ doce وه )20,2 ,م0 2 .20,7 ع‎ +, =3 
Xi = 3,2: =w] - هو0‎ SUM ؛ متجهها‎ x, ھی کک ,0,0 = رو‎ 
المجموعة الملائمة مستقيم ينطلق نحو‎ txi = 3,12 = 0 تقع القرنة في‎ 
. الأعلى من هذه النقطة بميل يساوى الواحد‎ 


حلول بعض التمارين المختارة vor‏ 


۷-۲-۸ يصبح اختبار التوقف 0>: ؛ إذافشل ذلك وكانت المركبة أ هي الكبرى 
Ob‏ هذا العمود من N‏ يدخل الأساس ؛ القاعدة A‏ ج التي تتعلق om‏ 
الج الاساس »تق Agents‏ 

۸-۲-۸ في قرنة» يصبح اثنان من القيود متساويتين وتتحقق الثلاثة الباقية . لذا 
فان الق تشن هما 3= وع,3 = ,و0 = 12,42 = بع . التكلفة 9و 624 
لذا فإن القرنة الأولى مثالية . 

, Bosu ON«BE=Bl[...v...]=[..u...] AFA 

۱١-۲-۸‏ على dla amla‏ = وغ 14,09 ,2 ,0( = .x‏ تضل 
إلى النهاية الصغرى 2 - - 2 - 0 1 x‏ بخطوة واحدة . 

, كن - عق‎ Pr =x -AT AA TTA جرح‎ \\-Y-A 

P? =P, PÎ =P => - sc Pc = -sc PT Pc = -s(POTPc= -sllPqdl ® \Y-Y-A 

۱۳-۲-۸ (أ)عند(0 ,0 ,3) -م 15055 = tcx‏ عند (0 ,3 ,0) =0 يكون 
tex = 2‏ عند )3 ,0 ,0( = یکو ن24 = × te‏ لذا × ch‏ تكون فى نهايتها 


Picit 2,2, و‎ Fe 24 ES عفن‎ ê bc 
p OI os RES Gi? ع‎ 0,3, 0) Ae a 


۱٤-۲-۸‏ عندما 0.42 = )0.98( — = s‏ فإن الخطوة تنتهى عند 


1,70 
0.02 | 


. y=4.36. أو‎ 4.53y = 19.76 تصبح‎ ADA ADE \0-Y-A 


| 1.28 
. (1.28, 1.70, 0.02); D = 


PDc = (0.82. - 0.61, 0.07) = s = 0.98/0.82 = 1.20 = X* =e - sPDc = (0.02. 
1.73, 0.92) => x^ = DX * = (0.03, 2.94, 0.02) 
,ره إلى الصغرى ب‎ + lly. el]! ١-۳-۸ 


E 


Š + + + 
Yı 2 0, y2 2 0, 2y, + ور‎ 5 l; 3y: S 1:2 = 2x =3,y, =, Ya => 


Vo’ 


۲-۲-۸ 


٤-۸ 


0-۳-۸ 


٦-۳-۸ 


v-Y-A 


A-F-A 


ا 


ا 


ال حبر الخطى وتطبيقاته 


التكلفة = 6 . 

إنهاء ,×3 إلى النهاية الصخرى» ضمن الشروط 
1 = 1× ,3 = ودر,0 - yi‏ :1 < رع ,0 < cx,‏ التكلفة 7 . 

SL‏ ينهي yb‏ إلى نهايتهاالعظمى بء < wi‏ لذافإن =b‏ ×وء= ر 
ملائمتان وتعطيان القيمة ذاتها للتكلفة في المسألة الأصليةوالمسألة 
المرافقة ؛ إستناداً إلى ۸ و ويجب أن تكونا مثاليتين . إذاكان 0 > رط فإن 
Jul x”‏ قدتحول إلى aes vied: OG cx bn)‏ وا 
b = f1], = [0‏ ,]1 -] - 4 ليست ملائمة ؛ المرافقة y fad‏ في نهايته 
العظمى ب0 < رو0 > ر1 -» وهی غير محدودة . 

.b=|0 1]',c=|-1 0 

إذا كان ×کبیراً جدا » فإنم < Ax‏ و0 < tx‏ إذا كان 0= رفإنء > yA‏ 
و0 < .y‏ لذا فإنهما أمثلان معا . 

لا كان ضبر- 3 = ocx‏ فإن ر و × أمثلان إستناداً إلى 8 و . 

cAr =| i 3 117858-12 E 1 if’‏ بمتراجحة دقيقة فى 
الم ر t Holes‏ لذافإن على المركبة القالعة ل Sy pal aw O Sly‏ 
مشابهة |3 1 1 1]-+>|1 1 1 1]: وإنالمتراجحة الدقيقة 
x4 = 0 [ad‏ . 

١ ol", y*=[1 0|‏ ]ع x”‏ ”= 1= 55م. المتراجحة الثانية فى كل 
من ط < Ax”‏ وء ك 4" .ردقيقة» لذا فإن المركبة الثانيةلكل من ay?‏ 
'«تساوى الصفر . 

Ax =b‏ تعطي cyAr =yb‏ سواء أكان 0 < yA Sct Vol y‏ يعطي 


„yb > cx بالمقارنة‎ .× > ON دمر‎ > cx 


(iA 


\Y-Y-A 


\¥Y-Y-A 


۱-۳-۸ 


۱٥-۳-۸ 


حلول بعض التمارين المختارة Voo‏ 


1x3 - 0,c7x = 3 (1)‏ = 0,#2= × (ب) إنه الربع الأول مقطوع 
برباعي الوجوه في القرنة (ج) إجعل gyi‏ نهايته العظمى » بشرط 


py = FE SUT STEAL B 4 

المستويات cx =const‏ مائلة قليلاً » لكن أول قرنة تلاقيها من المجموعة 
الملائمة هي السابقة نفسها . 

كما في البند »)١-(‏ المرافقة تنهي م 4إلى نهايتهاالعظمى شرط 
0 ,3 > م2 ,2 pS‏ الحل هو 51.50 -م؛ سعرالظل للبروتين (ذلك 
هوسعره في اللحم » في الحمية |المثالية). السعر المخفض للزبدة هو 
aif 492 - $1.50 = 50 cent:‏ موجب والزيدة ليست من الحمية المثالية . 
تولدالأعمدة مخروطأً واقعاً بين الجزء الموجب من محو ر »× والمستقيم 
x=‏ في الحالة الأولى ا عفر وعد lel ge‏ + 


١1 0 اك 2ه‎ [| + 6 O +100 |. 5 
.|0 1 0 -1/ 9) [0 10 0-1 6 | bac! 
io 0 1 +1 0 2 Û 0-1 


. عند ئذ 0 £ مرر,0 - مر‎ ty=|2 - 1| i> 

JA S0 yh 6ت‎ ue کا‎ |1 -1) ie 

, yAx & yb > 0 تعطى‎ Ax 2btyAx 20 تعطي‎ yA < 0 

التدفق الأعظمي ٠۳‏ بالمقطع الأصغري الفا صل بين العقدة ١‏ عن بقية 
العقد. 

التدفق الأعظمي A‏ بالمقطع الأصغري الذي يفصل العقد 4-١‏ عن العقد 
i:‏ 


بزيادة السعة فى الأنابيب من العقدة 5 إلى العقدة 1 أو من العقدة ٤‏ 


ق 


yol 


(kA 
0-4-4 


fiii 


\\-2-A 


إلى العقدة ه ستحصل أكبر زيادة في التدفق الأعظمي . يزداد التدفق 
الأعظمى من AAA‏ 

أكبر تدفق من العقدة ١‏ إلى العقدة > هو . 

نفرض أن سعة جميع الأضلاع تساوي الواحد. عدد الأضلاع 
الأعظمي التي تفصلء عن: هو التدفق الأعظمي . عدد الأضلاع 
الأصغري التي تفصل ءعن؛ هو التكلفة الأصغرية (لأن لكل ضلع سعة 
تساوي الواحد) . لذا النهاية العظمى للتدفق = النهاية الصغري للمقطع . 
مجموعة عظمى للزواج من PA‏ 24 ,3-2, 2-1 , 1-3 ؛ BIN‏ تام من 
اجل8 هو 5-1 , 4-3 , 3-5, 2-4 , 1-2 . 

الأسطر 1,4,5 ؛ للمصفوفة الجزئية الناتجة عن الأسطر 1,4,5 والأعمدة 
5 فق قدقبة. 

يحتاج إلى أربعة مستقيمات . الزواجات ال تحتاج إلى k‏ من الوحدان 
الواقعة في أسطر و أعمدة مختلفة . يأخذ » من المستقيمات لتغطية هذه 
الوحدان لذا يحتاج إلى» » من المستقيمات» على e EYI‏ لتغطية جميع 
الو حدان . 

(أ) للمصفوفة n‏ 2 من الوحدان التى لايمكن تغطيتها بأقل من «مستقيماً 
لأن كل مستقيم يغطي LU‏ واحدين . 


rin ١ 5 
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بتطلب ذلك» على الأقل» IW‏ مستقيمات لتغظية الوحدان التى 
عددها ۱۵ . 
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حلول بعض التمارين المختارة Voy‏ 


أقصر طريق هن 5 إلى pt‏ 1-2-5-6 أو 1-3-5-6 . peel cde]‏ الأشجار 
هى 1-2-4-3-5-6 . 

2-S,0+6,2-4,43-2,1-3 5 1-3,3-3,2-5,2-4,4-6 

(أ) تنطلق الطريقة الجشعة ب ۸ من الأشجار المختلفة . فى كل خطوة 
تختار شجرة 1 وتضيف ضلع تكلفة أصغرية » . أفرض » في خطوة ما 
أن الشجرات ٠‏ الموجودة (بمافي ذلك7 ) ما كانت جزء من شجرة ممتدة 
أصغرية 5 لكن الضلع الجديد e‏ (الوارد على7 ) ليس جزء من 5 . من 
الم كد أن على 5 أن تحوى ضلعاً آخر يصل عقدة من داخل JIT‏ عقدة 
خارجة عن 7 ؛ وإلا فإن 5 ليست ممتدة . ومن المؤكد أن هذا الضلع”ء 
ليس أقصر منء » الذي كان الضلع الوارد على ”7 ذا التكلفة الأصغرية . 
لذا Leds‏ حذف | »من S‏ وإبداله ب دون زيادة فى الطول الكلى . 5هي 
Lal‏ شج ces‏ اصغرية . S(O)‏ سن Sy pall‏ ان بجر الطريق 
الأكثرقصرا الضلع الأقصر! أنظر ۲-٤-۸‏ . 

(أ) الأسطر 1,3,5 (ب) الأعمدة 1,3,5 ) ج) المصفوفة الجزئية الناتجة عن 
الأسطر )1,3,5( والأعمدة ( 1,3,5) . (د) السطران 2,4 والعمودان2,4. 
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Lyp Y خسارة‎ Cpa باختيار العمود الثاني دائماً؛‎ Y gai يصمن‎ X 
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الخبر الخطى وتطبيقاته 


عن ۲ Leh‏ السظر ali OW. JM‏ "وو "إا aajo‏ 
يكن ل× ضمان ربح aij‏ باختيارالعمود J‏ » لأن ذلك أصغر عنص رفي 
هذا العمود. یکن ل1 أن يخسرما لايزيد عن ayy‏ با ختيار السطر Nei‏ 
ذلك أكبرعنصرفي هذا السطر . فى التمرين السابق» كانت2 = Liles ap‏ 
من هذا eg pl‏ لكن إذا بادلنا بين 2 و 4 الواقع تحته» فلن يوجد عنصر 
يظهر التقاطع -y) love y‏ 20+ دزو 1ه ان أي 1 = soy‏ 
أعلى (أصغرقيمة عظمى) هى is‏ 

أفضل خطة ل ×هي تر كيب المستقي C‏ ليتتج مستقيم أفقي بارتفاع 
Ll e =‏ ايلع Reece gy TE,‏ هنو 


= (از- :301 + a‏ 201 + )2 لدا كا يلعب oc VL‏ 
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3 


. القيمة صفر‎ ey =| tat =] 0 4|” 


إذا كان( 2 ,2 ,گا = »» X OP‏ سير بح 5 مقابل أي خطة ل ۲ ؛ 


TEST 

إذاکان i‏ ,2 ,گا = ر ء.فإن Y‏ سيخسر © مقابل أي خطة ل × ؛ 
هذا التوازن بحل اللعبة . 

النهاية العظمي الداخلية هي الأكبر من < و د« ؛ نكثف كل +« على 
هذاالواحد . عندئذ» إنهاء هذا الشرط الكبير 1 = ور + yi‏ إلى النهاية 
الصغرى > يعطي الجواب T‏ 

في ( ٠)5‏ ×4 :رك ×4ر emin‏ لأن النهاية الصغري على كل ر ليست 
أكبر من قيمة الحالة الخاصة ty”‏ بصورة مشابهة من أجل 
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حلول بعض التمارين المختارة 


0۹ 


Ax < max y Ax‏ رإذا كانت Bl ig ka ht‏ ص جيجه ےا 5( .فان 


WAX =y Ax”‏ لذا يكون slà‏ من أجل ay AS‏ أصغرأو يساوي 
ty’‏ هذا هو النصف الثاني من )4( وبنتج النصف الأول من 


+ + + 
. max y Ax =y Ax 


Ax li |"‏ »درل + رم = Gyan”‏ يساوي l2‏ أجل 


كل خطة للا ؛ -1١‏ لاف TE‏ 
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معكوسها الكاذن =Q™‏ *20. 
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الحل العام (5 ,5- 1 ,1) = × ؛ الحل ذوالطول الأصغري(1 ,+,1) = *× 
() بأعمدة مستقلة, eliad‏ الأسطر هو جميع AA" = ATR":‏ واضح 
AT(AATy bl)‏ واقع في فراغ الأسطر لاق ch A hie‏ متجه يقع 
فى هذا الفضاء؛ -A'Ax* =A'AA (AAY 'b=A'b‏ 

A =Q,203' =Q,03'Q.202' = OS', 0 - 0, 917 , S'= 022202 
مضروبا بمتجه ماء لذايبقى في فضاء الأسطرل‎ UT هو‎ 4*6 
.الكت‎ 4 6, 2 a Sel الا‎ U = row spac 
AAAS =U LEU GUY L LI LAD 
4-050 > A* - 0,3*0( = AA* =Q, ZZ `" Q| = 

g = AA*‏ رن = 0 = MA‏ 4 السب ASNS‏ من 
أجل 44 :4*4 و 4۸ يسقطان على فضاء الأعمدة وفضاء الأسطر 


du. : f 5 
ry = Be (Ix, + x5) + eee Au, = e” (tA x, + Ax,) = e (Bix, + 8x, +x,) 
il 


حلول بعض التمارين المختارة AÀ‏ 
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E a mk 
مشابهة لمصفوفة جور | ج‎ A مصفوفة‎ |S 

J = PI P ٠ Ores‏ (هنام مكونة كتلة فكتلة من تباديل القطر الثانوى 
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Complete square 
Trace 
Coordinate 
Polar 
Statistics 
Stopping test 
Basis 
Orthogonal 
Standard 
Independence 
Linear 
Primal 
Exponential 


Pure 


vié‏ فت الوط لات 


إمقاط(سقط) 


إشارة قيمة ذاتية 
اشتقا ق 

أصغر قيمة عظمى 
إضافى 


Shadow price 
Projection 

Sign of eigenvalue 
Differentiation 
Minimax 
Complement 
Imaginary number 
Maximal 
Economic 
Optimal 
Optimality 
Diffusion 


Reflection 


Alternative 
Diynamic programming 
Linear 


Graph 


Trivial 
Variance 
Permutation 
Commutative 


Summation 


Vio 


Asociative 

law 
Factorization 

Triangular 

Reduced 

Singular value 
Shift 
Transformation 

Linear 

Discrete 
Superposition 
Conjugate gradient 
Oscillation 
Regression 
Quadratic 
Degenaracy 
Combination 

of columns 

of rows 
Tansor notation 
Isomorphism 
perturbation 
Back sbi 
Change of basis 

variables 


Intersections 


a Pap 
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Diagonalization 
Diagonalizable 
Coast 
Reduced 
function 
Cosine 
Frequency 
Equilibrum 
Congruence 


Distributive 


Dual 


Duality 


product 
Inner 
Column time row 
of pivots 
‘Table 
Square root 
Root of unity 
Direct sum 
Addition of vectors 


Potential 


جورداں 


داخل - خارج 
دالة ذاتية 

دالة سقف 
درجه إختيار 
دوارة 


دورات 


VAY 


Jordan 


Elimination 


Input-output 
Eigen function 
roof 
Degree of freedom 
Circulant 
Rotation 

Plane 
Almost periodic 
Unit circle 


Decartes 


Rayleigh 
quotiant 
Ritz 

Quadratic 

Interest 
Compound 


Rank 


Effective 
one 
Notation 


Wronskian 


Group 
Polynomial time 


Overrelaxation 


Row at a time 
Capacity 
Chain of matrices 


ill-conditioned 


Singular 

value 
Network 
Tree 

Spanning 
Boundery condition 
Jacobian form 


Product 
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VIA 


Minor 

Nullity 

Row picture 
Column 

Euler’s formula 


Jordan 


Block multiplication 


Premultiplication 


Energy 

Method 
Simplex 
jacobi 
Greedy 
Finite element 
Power 
Karmarker 


Newton 


Cofactor 


Condition number 
Complex 
Conjugate 

Loop 

Band width 

Node 

Column at a time 


Perpendicular 


Gauss 
Flimination 
Incomplete 
Inhomogeneous 
Inconsistent 
Vnstable 
Dependent 


Indefinite 


Underdetermined 


Breakdown 

Vandermond 

Finite difference 
Matrix 


Space 


خالصة 
قوة خالصة 
فوة مصفو فه 


۷١ 
Row 
Column 
Function 
E1igenspace 
Nullspace 
Left 
Hilbert 
subspace 
Fundamental 
Orthogonal 
Frobenius 
Filipove 
Fortran 
Fourrier 
Fibonacci 


Von Neumann 


Solvable 
Ellipse 
Ellipsoid 
Diagonal 
Pure Power 
of matrix 
Constraint 


Equality 


صغرية 
اضفار 


و حله 


فضاء 


متجهات asla‏ متعامفلة 
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Eigenvalue 
Repeated 


Zero 


Block 

of zeros 
polynomial 
Characteristic 


time 


Invariant 


Legendre 


Permutation 
Row exchange 
Minimum principle 
Homogenious 
Vector 
Eigenvector 
Generalized 
unity 


space 


Orthogonal eigenvector 
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YYY 


Inequality 
Schwartz 
Triangular 

Taylor series 
Fourrier 


Orthonormal 


Entering variable 


Slack 
Leaving 
Basis 


Companion 


Orthogonal complement 


Mean 
Arithmetic 
Free variable 
Determinant 
Jacobian 
Weighted 
AXIS 
Principal 
Partial pivoting 
Cone 
Range 
Companion 
transpose 


Least squares 


VVE 


الزواج 
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Rank 
Distance 
Problem 
Diet 


Marriage 


Generalized eigenvalues 


Transportation - 
Stable 
Neutrally s 
Straight line 
Complex plan 
similar 
Matrix 
Transportation 
Consumption 
Projection 
Exponential 
Reflection 
Elementry 
Covariance 
Symmetric 
Skew 
Tridiagonal 
Bidiagonal 
Jordan 


Submatrix - 


دوارة 

SIETE 
سيئة الشروط‎ 
شادة‎ 


شه معر AD‏ 


العوامل المرافقة 


عير معرفه 
قابلة للتقطير 
ile‏ 

شادة 

فرق محدود 
ئوریه 

فرينة 


Ae 


Circulant - 
Rotation - 
ill-conditioned - 
Singular - 
Semidefinite - 
Cofactor - 


Indefinite - 


Nondiagonalizable - 


Nonnegative 
Nonsingular 
Finite difference 
Fourier 
Diagonalizable 
Adjugate 
Diagonal 


Mass 


Markov 


Permutation 


Triangular 
Lower 


Upper 


Echelon 
Rectangular 
Similar 
Coefficient 


Nilpotent 
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Positive definite 
Defective 
7 
Preconditioner 
Rank one 
Positive 
Normal 
Five-point 
Hermitian 
Unitary 
Incidence 
Inverse of 
Transpose of 
Submatrix 
Fundamental 
Zero 
Multiplier 
Lagrang 5 
Differential equation 
Heat 
Difference 
Wave 
Inverse 
of producte 
Pseudoinverse 
of transpose 


Left 


Cre b as 


نصف القطر الطيفى 
نظرية أصغر قيمة عظمى 
الضف 


iE 


هو دج ا ي 
نهاية صغرى 


VYY 
Right 


Overdetermined 


Halfspace 
Spectral radius 
Minimax theorem 
Spectral 
Saddle point 
Normal mode 
Minimum 


Maximum 


Householder 
Hessenberge 


Hissian 


Existence 
Uniquenss 


Wilkinson 


Span 


Young 


VVA 


انکلیزی - عربي 


Absolute value 
Addition of vectors 
Adjugate Matrix 
Arithmetic mean 


Associativel aw 


Back - substitution 
Band matrix 

Basic variables 
Bidiagonal 

Block 

Block elimination 
Block multiplication 


Boundary condition 


Chain of matrices 
Change of basis 

of variables 
Characteristic equation 
Checkerboard 


Circulant 
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عامل مرافق 

مصفوفة العوامل المرافقة 
صورة عمود 

sacl Lad 

متجه عمود 
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VVA 


Cofactor 

matrix 
Column picture 

space 

vector 
Combinaison of 

of row 
Commutative 
Commute 
Companion matrix 


Complement 


Complete the square 


Complex conjugate 
Copmplex number 
plane 
Compound interst 
Condition number 
Cone 
Congruance 
Conjugate 
eradient 
transpose 
Constraind 
Coordinate 
Corner 


Cosine 


Cost 


Cramer's rule 


Cross-product 


matrix 


Cut 


Defective 


Degree of freedom 


Dependent 
Determinant 


formula 


Diagonalizable 
Diagonalization 


Diagonaly dominant 


Diet problem 


Difference equation 
Differential 


Diffderentiation 


Diffusion 

Direct sum 

Discrete 
transform 


Distance 


Distinct eigenvalue 


Didtributive 


VA\ 


Dual 


Duality 


Edge 
Effective rank 
Eigenfunction 
Eigenvalue 

matrix 
Elementry matrix 
Elimination 
Ellipse 

Ellipsoid 
Entering variable 
Equality constraints| 
Equilibrim 
Error 

vector 
E uler‘s formula 
Even Permutaion 
Existence 


Exponential 


Factorization 


Fast Fourier transform 
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Lass de gare. 
الفرق المحدود‎ 

مصفوفة 

da y‏ العنصر المحدد 

مصفوفة النقاط الخمسة 
الفضاء ات الحزئية الأساسية 
مصموفه فوريه 
متغيرات حرة 
تواتر 
sets‏ 


لعب 

الحذف الغاوسي 

جل عنام 

ما القبحة اة العمصة 


Feasible set 
Finite difference 

matrix 

Finite element method 
Five-point matrix 
Fundamtental subspaces 
Fourier matrx 

matrix 
Free variables 
Frequency 


Frobenius 


Game 

Gaussian elimination 

Genral solution 

Generalized eigenvalue problem 
Generalized eigenvector 

Graph 

Greedy algorithm 


Group 


Haltspace 
Hall's condition 


Heat equation 


غير تام 

غير متسق 

عير معرف 

عدد غير منته من الأبعاد 
الول 

غير متجانس 

جداء داخلى 

داخل - ارچ 

تكامل 


VAY 


Hermitian matrix 

Hessian 

Hilbert matrix 
space 

Homogeneous 


Householder 


Identity mayrix 
Ill-conditioned 
Imaginary number 
Incidence matrix 
Incomplete 
Inconsistent 
indefinite 
Infinitee-dimenional 

of solutions 
Inhomogeneous 
Inner product 
Input - output 
Integration 
Intersection 
Invariant 
Inverse 

formula 


of product 
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Inverse power method 


Invertible 


Jakobi method 


Jacobian determinant 


Jordan 


Karmarkar 


Kernel 


Lagrange multiplier 
Low of inertia 
Least squares 
Leaving variable 
Left inverse 
nullspace 
Legendre 
Linear combination 
indenpendence 
programming 
transformation 


Loop 


VAC 


Marriage Problem 


Matrix 


Adjacency 
Band 
Circulant 
Coefficient 
Cofactor 
Consumption 
Covariance 
Defective 
Diagonal 
Diagonalizable 
Difference 
Echelon 
Elementry 
Exponential 
Finite difference 
Fourier 
Hessenberg 
Hilbert 
Indefinite 
Invertible 
inverse 
Jordan 


Lower triangular 


VAT‏ ثبت المصطلحات 


Markov ماركوف‎ 

Mass كثل(أوزان)‎ 

Multiplication صرب‎ 
Nilpotent (3 gl صفرية(معدومة‎ 
Nondiagonalizable غير قابلة للتقطير‎ 
nonnegative غير سالية‎ 
Nonsingular غيرشادة‎ 
Normal نظامية‎ 
Notation مثيل‎ 
Orthogonal das lð 
Permutation مبادلة‎ 
Positive مو جبه‎ 
definite Lule! معرفة‎ 
Projection إسفاط‎ 
Rectangular مستطيلة‎ 
Reflection إنعكاس‎ 
Rotation Ol) 43 
Semidefinite شيه معرفة‎ 
Similar مشابهة‎ 
Singular شادة‎ 
Skew-Hermitian هيرميتية تخالمية‎ 
Skew-symmetric تناظرية تخالفية‎ 
Symmetric 4 bls 
Transition إنتقال‎ 
Transpopse of منقول‎ 
Tridiagonal ثلاثية الأقطار‎ 


Unintary واحدية‎ 


نظرية 
نهایه صغرى 
فيد EY‏ العف ى 


سمل 
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VAY 


Mean 
Minimax 
theorem 
Minimum 
principle 
Minor 


Multiplier 


Negative definite 

Network 

Neutraly stable 

Newton's law 
Method 

Nontrivial 

Norm 

Normal mode 

Nullity 


Nullspace 


Odd permutation 
Operation 
Optimal 


Orthogonal complement 


VAA 


متحه داتي 
تقوے 
متعامد نظامى 
تذبذب O‏ 
مفرط التعيين 


rs‏ ا 


موازي 
متوازي الأضلاع 


محورة جزئيه 


Lael 


المصطلحا 


subspace 
Orthooanalization 
Orthonormal 
Oscillation 
Oerdetermined 


Overrelaxation 


Parallel 
Parallelepiped 
Parallelogram 
Partial pivoting 
Particular solution 
Permutation 
Perpendicular 
Perturbation 

Pivot 

Plane rotation 
Polar coordinates 
polar decomposition 
Polinomial time 
Positive definite 
potential 

power of matrix 


method 


ضرب من اليسار 
محور أساسي 


محاور 


إسقاط (مسقط) 
معكوس كاذب 
أسى خالص 

قو ة خالصة 


تربيعي (رباعي) 
CEES‏ 


Š ER E 


preconditioner 
Premultiplication 
Principal axis 
Product 

of pivots 
Progection 

matrix 
Pseudoinverse 
Pure exponencial 


Pure power 


Quadratic 


Quantum mechanic 


Slack variable 
Solvable 
Space 

Span > 


Spanning tree 


Spectral radius 
theorem 
Square root 
Stable 
Standard basis 
Steady state 
Stopping test 
Straight line 
Subspace 
Fundamental 
Intersection 
Orthognal 
sum 
squares 
Summation 


Superposition 


Table 

Taylor series 

Tansor notation 

Trace 

Transformation 
Transportation probleme 
Tree 
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